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I Grundlagen

Motivation Sei R ein kommutativer Ring mit 1,G eine endliche Gruppe. Eine R-Darstellung
ist ein Gruppenhomomorphismus ∆ : G → GL(V ) für einen R-Modul V . V ist dann ein
Modul des Gruppenrings

RG = {
∑

g∈G

agg | ag ∈ R}.

Als R-Modul ist RG frei auf der Basis (g | g ∈ G) und die Multiplikation ist gegeben durch
Fortsetzung der Gruppenmultiplikation.

Nach dem Satz von Maschke ist für einen Körper K die Gruppenalgebra genau dann halb-
einfach, wenn die Charakteristik von K nicht die Gruppenordnung teilt.

Die modulare Darstellungstheorie beschäftigt sich mit dem Fall Charakteristik von K teilt
|G|.
Als Bindeglied zwischen der Charakteristik 0 und der Charakteristik p-Theorie dient ein
lokaler Integritätsbereich R, mit K := Quot(R) von Charakteristik 0 und k := R/πR von
Charakteristik p > 0.

Beispiel: G = S3, R := Z(3) := {a
b
∈ Q | 3 |6 b}, Quot(R) = Q, k := R/3R ∼= F3 hat

Charakteristik 3.

1 Das Radikal.

Sei A ein Ring (mit 1).

Definition 1.1 (i) Sei M ein A-Rechtsmodul.

Ann(M) := {a ∈ A | ma = 0 für alle m ∈M}

heißt der Annihilator von M .

(ii) J(A) :=
⋂

M einf.A−Modul

Ann(M)

heißt das Jacobson Radikal von A.

Bemerkung 1.2 (a) Jeder einfache A-Modul ist isomorph zu A/I für ein maximales Recht-
sideal I von A.
(0 6= m ∈ M , ϕm : A → M,a 7→ ma ist Epimorphismus, da ungleich 0, also M ∼=
A/ ker(ϕm).)
(b) Ann(M) ist ein 2-seitiges Ideal von A.
(a, b ∈ A,m ∈M, c ∈ Ann(M). Dann m(acb) = ((ma)c)b = 0b = 0.)
(c) Ist M ein einfacher A-Modul, so ist Ann(M) der Schnitt aller maximalen Rechtsideale
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I von A mit M ∼= A/I.
(Ann(M) =

⋂

ker(ϕm) mit ϕm wie in (a))
(d) Ist I £ A ein zweiseitiges Ideal mit I ⊂ J(A), so ist J(A/I) = (J(A) + I)/I.
(Klar nach Homomorphiesatz.)

Satz 1.3 (i) Ist a ∈ J(A), so ist 1− a ∈ A∗.
(ii) Jedes Rechtsideal I, mit der Eigenschaft a ∈ I ⇒ (1− a) ∈ A∗ liegt in J(A).
(iii) J(A) ist das größte Ideal I £ A für das (1− a) ∈ A∗ für alle a ∈ I.
(iv) J(A) ist der Schnitt aller maximalen Linksideale von A.

Beweis. (i) Für a ∈ J(A) ist

A = aA+ (1− a)A ⊆ J(A) + (1− a)A.

Ist nun (1 − a)A 6= A, so gibt es ein maximales Rechtsideal I mit (1 − a)A ⊆ I. Nach
Definition liegt J(A) aber auch in I, also A ⊆ J(A) + (1 − a)A ⊆ I ein Widerspruch. Also
gibt es ein Element c ∈ A mit (1− a)c = 1. Setze c =: 1− b. Dann ist

1 = (1− a)(1− b) = 1− (a+ b) + ab

also a+ b = ab und damit auch b ∈ J(A). Wie eben hat c = (1− b) dann ein Rechtsinverses
woraus leicht c(1− a) = 1 folgt.
(ii) Angenommen I 6⊆ J(A). Dann gibt es ein maximales Rechtsideal R mit I 6⊆ R. Damit
ist I + R = A also gibt es a ∈ I, b ∈ R mit 1 = a + b. Nach Voraussetzung hat dann aber
b = 1− a ein Inverses in A also ist R = A ein Widerspruch.
(iii) folgt aus (i) + (ii).
(iv) Folgt aus der Charakterisierung von J(A) in (iii) welche unabhängig von Rechts-Links
ist. ¤

Definition 1.4 Ein Rechtsideal I von A heißt Nilideal, falls ein n ∈ N exisitiert mit

In = 〈x1 . . . xn | xj ∈ I〉 = {0}.

I heißt nilpotent, falls es ein n ∈ N gibt, mit an = 0 für alle a ∈ I.

Folgerung 1.5 Jedes nilpotente Rechtsideal von A liegt in J(A).

Beweis. an = −0⇒ (1− a)(1 + a+ . . .+ an−1) = 1 ¤

Definition 1.6 Sei A ein Ring und M ein A-Rechtsmodul.
M heißt noethersch, wenn jede aufsteigende Kette von A-Teilmoduln abbricht.
M heißt artinsch, wenn jede absteigende Kette von A-Teilmoduln abbricht.
A heißt noethersch bzw. artinsch, wenn AA noethersch bzw. artinsch ist.

Beispiel: Endlich dimensionale Algebren über Körpern sind artinsch und noethersch.
Z ist noethersch aber nicht artinsch.
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Satz 1.7 Ist A artinsch, so ist J(A) nilpotent, sogar ein Nilideal.

Beweis. Da A artinsch ist, gibt es ein n ∈ N mit I := J(A)n = J(A)n+k für alle k ∈ N.
Angenommen I 6= 0. Da I · I = I ist, gibt es auch ein minimales Rechtsideal M von A mit
MI 6= 0. Also gibt es a ∈ M , mit aI 6= 0. Minimalität von M impliziert jetzt aI = M , d.h.
es gibt b ∈ I mit ab = a, also a(1 − b) = 0. Da b ∈ J(A) ist, hat (1 − b) ein Inverses, also
folgt a = 0 ein Widerspruch. ¤

Satz 1.8 Ist A artinsch, so ist
(a) A/J(A) halbeinfach.
(b) A hat eine Kompositionsreihe und ist somit auch noethersch.

Beweis. (a) Wegen Bemerkung 1.2 (d) können wir annehmen, daß J(A) = 0. Wir zeigen,
daß AA ein halbeinfacher Rechtsmodul ist. Da A artinsch ist, ist J(A) der Durchschnit von
endlich vielen Rechtsidealen, J(A) = 0 =

⋂m
i=1 Ii. Damit ist A ein Teilmodul A ↪→⊕m

i=1A/Ii
eines halbeinfachen A-Rechtsmoduls also auch halbeinfach.
(b) Wegen Satz 1.7 gibt es n ∈ N mit

A ⊃ J(A) ⊃ J(A)2 ⊃ . . . ⊃ J(A)n = {0}.

Die einzelnen Quotienten J(A)i/J(A)i+1 sind A/J(A)-Moduln also halbeinfach und daher
direkte Summe von einfachen A-Moduln. Da A artinsch ist, ist diese Summe endlich, woraus
man nun leicht eine endliche Kompositionsreihe von A zusammenbaut. Jede echt aufsteigende
Kette von Rechtsidealen lässt sich aber zu einer Kompositionsreihe von A verfeinern, die nach
Jordan-Hölder die gleichen (also endlich viele) Faktoren hat. Daher ist solch eine Kette auch
endlich und somit A noethersch. ¤

2 Lokale Ringe.

Definition 2.1 Ein Ring A (mit 1) heißt lokal, wenn die Nichteinheiten von A ein Ideal
bilden.

Satz 2.2 Äquivalent sind für einen Ring A:
(a) A lokal
(b) J(A) ist einziges maximales Rechtsideal.
(c) J(A) enthält alle Nichteinheiten.
(d) A/J(A) ist ein Schiefkörper.

Beweis. (a) ⇒ (b): I := A − A∗. Dann ist jedes echte Rechtsideal in I enthalten, also ist I
einziges maximales Rechtsideal und damit I = J(A).
(b) ⇒ (c): Klar, da jede Nichteinheit entweder in einem echten Links- oder Rechtsideal liegt
und wegen (b) somit in J(A).
(c) ⇒ (d): a 6∈ J(A) ⇒ es gibt b ∈ A mit ab = ba = 1. Also hat a := a + J(A) das Inverse
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b = b+ J(A).
(d) ⇒ (a): Ebenso: Ist a 6∈ J(A), so gibt es ein b ∈ A mit ab ∈ 1 + J(A). Also gibt es
c ∈ J(A) mit ab = 1− c. Also ist ab invertierbar (wegen Satz 1.3 (i)) und damit auch a. Also
ist J(A) = A− A∗ ein Ideal in A. ¤

Folgerung 2.3 (a) Die Idempotente in einem lokalen Ring sind nur 0 oder 1.
(b) Ist M ein A-Modul, mit EndA(M) lokal, so ist M unzerlegbar.

Beweis. (a) e2 = e ∈ A ⇒ A = eA ⊕ (1 − e)A. Jedes echte Rechtsideal von A liegt in J(A)
also eA = A oder (1 − e)A = A. Œ eA = A. Dann gibt es a ∈ A mit ea = 1. Also ist
0 = (1− e)e = 0a = (1− e)ea = (1− e).
(b) IstM =M1⊕M2, so liefern die beiden Projektionen π1 und π2 Idempotente in EndA(M).

¤

Satz 2.4 (Fitting) Sei M ein A-Modul, ϕ ∈ EndA(M).
(a) 0 ≤ ker(ϕ) ≤ ker(ϕ2) ≤ . . .
M ≥ Bild(ϕ) ≥ Bild(ϕ2) ≥ . . .
(b) Ist M artinsch, so gibt es ein r ∈ N mit Bild(ϕr) = Bild(ϕr+i) für alle i ∈ N. Für dieses
r ist dann M = Bild(ϕr) + ker(ϕr).
(c) Ist M noethersch, so gibt es ein s ∈ N mit ker(ϕs) = ker(ϕs+i) für alle i ∈ N. Für dieses
s ist dann 0 = Bild(ϕs) ∩ ker(ϕs).
(d) Ist M artinsch und noethersch, so ist

M = Bild(ϕn)⊕ ker(ϕn), n := max{r, s}
Weiter ist dann M unzerlegbar genau dann wenn EndA(M) lokal ist.

Beweis. (a) ist klar.
(b) Kette aus (a) bricht ab, d.h. es gibt solch ein r. Zu v ∈ M gibt es ein w ∈ M mit
ϕr(v) = ϕ2r(w). Dann ist

v = ϕr(w) + (v − ϕr(w)) ∈ Bild(ϕr) + ker(ϕr).

(c) Ist v = ϕs(w) ∈ ker(ϕs) ∩ Bild(ϕs) so gilt

0 = ϕs(v) = ϕ2s(w)⇒ w ∈ ker(ϕ2s) = ker(ϕs)⇒ v = ϕs(w) = 0.

(d) Die erste Aussage ergibt sich aus (b) und (c). Sei zunächst M unzerlegbar und ϕ ∈
EndA(M) eine Nichteinheit. Dann gibt es n ∈ N mit M = Bild(ϕn) ⊕ ker(ϕn). Da beides
Teilmoduln sind, folgt ϕn = 0. Also sind alle Nichteinheiten in EndA(M) nilpotent. Ist
φ ∈ EndA(M) eine Nichteinheit und ψ ∈ EndA(M) beliebig, so ist auch φψ keine Einheit
und damit nilpotent. Seien nun ϕ1 und ϕ2 Nichteinheiten. Zu zeigen ist, dass die Summe
τ := ϕ1 + ϕ2 eine Nichteinheit ist. Angenommen τ ist einen Einheit. Dann ist

τ−1ϕ1 = 1− τ−1ϕ2

zum einen eine Einheit, da τ−1ϕ2 nilpotent ist, zum anderen keine Einheit, da ϕ1 keine
Einheit ist. Widerspruch! Insgesamt bilden die Nichteinheiten ein Ideal in EndA(M) und
damit ist EndA(M) lokal. Die Umkehrung EndA(M) lokal⇒M unzerlegbar gilt allgemeiner
nach Folgerung 2.3. ¤
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Satz 2.5 Sei V =
⊕m

i=1 Vi =
⊕n

j=1Wj als A-Modul mit EndA(Vi), EndA(Wj) lokal. Dann
gilt m = n und bei passender Anordnung Vi ∼= Wi für alle i = 1, . . . , n.

Beweis. Induktion nach min(m,n). Œ m ≤ n.
Ist m = 1 dann ist V = V1 unzerlegbar (Folg. 2.3) und daher V = V1 = W1.
Sei nun m > 1 und idV = ε1+ . . .+ εm = ψ1+ . . .+ψn die Zerlegung von idV in orthogonale
Projektionen ψj, εi ∈ EndA(V ). Es ist

idV1 = (ε1)|V1 =
n
∑

j=1

(ψjε1)|V1 ∈ End(V1).

Nicht alle Summanden können in dem maximalen Ideal von EndA(V1) liegen, also gibt es ein
j so dass (ψjε1)|V1 eine Einheit ist. Œ j = 1.
Beh: V = V1ψ1 ⊕

∑m
i=2 Vi.

∩ = 0: Sei u ∈ V1ψ1 ∩
∑m

i=2 Vi. Dann ist u = v1ψ1 mit v1 ∈ V1 und außerdem uε1 = 0. Also
0 = uε1 = v1ψ1ε1 und damit v1 ∈ ker(ψ1ε1) also v1 = 0.
+ = V : Sei v ∈ V . Da (ψ1ε1)|V1 eine Einheit in End(V1) ist, gibt es ein v1 ∈ V1 mit
vε1 = v1(φ1ε1). Dann ist v = v1ψ1 + (v − v1ψ1) ∈ V1ψ1 + ker(ε1). ¤

Bemerkung 2.6 (a) Ist A artinsch undM ein e.e. A-Modul, so istM artinsch und noethersch.
(b) Ist M ein e.e. A-Modul über einem artinschen Ring A, so ist M unzerlegbar genau dann
wenn EndA(M) lokal ist.

Damit ergibt sich aus Satz 2.5 der folgende Satz von Krull-Schmidt.

Folgerung 2.7 Ist A ein artinscher Ring, so ist jeder e.e. A-Modul eine direkte Summe
endlich vieler unzerlegbarer Moduln. Die unzerlegbaren direkten Summanden sind bis auf
Isomorphie und Reihenfolge eindeutig bestimmt.

3 Diskrete Bewertungsringe und Vervollständigungen.

Definition 3.1 Sei K ein Körper. Eine Bewertung von K ist eine Abbildung
| | : K → R≥0 mit den Eigenschaften:
(0) |a| = 0 ⇔ a = 0.
(i) |ab| = |a||b| für alle a, b ∈ K.
(ii) |a+ b| ≤ |a|+ |b| für alle a, b ∈ K.
Die Bewertung heißt archimedisch, falls {|n · 1| | n ∈ N} nicht beschränkt ist und andernfalls
nichtarchimedisch.

Beispiel: Der übliche Absolutbetrag auf R, C bzw. Q liefert eine archimedische Bewertung.
K = Q, p Primzahl:
| |p : Q → R, |a

b
| = p−α falls a

b
= pα a

′

b′
mit nicht durch p teilbaren Zahlen a′, b′ ist eine

nichtarchimedische Bewertung von Q. Der zugehörige Bewertungsring ist

Z(p) := {
a

b
∈ Q | p |6 b}.
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Bemerkung 3.2 Ist x ∈ K mit xn = 1 für ein n ∈ N, so ist |x| = 1, da dies eine Einheits-
wurzel in R>0 sein muss.

Satz 3.3 Ist | | eine nichtarchimedische Bewertung, so gilt die verschärfte Dreiecksunglei-
chung:

|a+ b| ≤ max{|a|, |b|} für alle a, b ∈ K.

Beweis. Da | | nichtarchimedisch ist, gibt es ein c ∈ R mit |n| ≤ c für alle n ∈ N. Für n ∈ N
und a, b ∈ K gilt

|a+ b|n = |(a+ b)n| = |
n
∑

k=0

(

n

k

)

akbn−k| ≤ c

n
∑

k=0

|a|k|b|n−k ≤ c(n+ 1)max{|a|n, |b|n}.

Zieht man die n-te Wurzel, so ergibt sich

|a+ b| ≤ n
√
c n
√
n+ 1max{|a|, |b|}

woraus sich im Grenzwert n→∞ die Behauptung ergibt. ¤

Satz 3.4 Sei | | eine nichtarchimedische Bewertung eines Körpers K. Setze R := {a ∈ K |
|a| ≤ 1}. Dann ist R ein lokaler Ring mit einzigen maximalem Ideal P := {a ∈ K | |a| < 1}.
Weiter gilt K = R ∪ (R− {0})−1. Ein solcher Integritätsring R heißt Bewertungsring.

Beweis. R Ring und P £ R folgt aus der verschärften Dreiecksungleichung. R∗ = {a ∈ R |
|a| = 1}, also ist P = R − R∗ und somit R lokal mit maximalem Ideal P . Ist a ∈ K, so ist
entweder |a| ≤ 1 und somit a ∈ R oder |a| ≥ 1 und daher |a−1| = |a|−1 ≤ 1, d.h. a−1 ∈ R.

¤

Definition 3.5 Ein Bewertungsring R heißt diskreter Bewertungsring, falls das maximale
Ideal ein Hauptideal ist, also ein π ∈ R existiert mit P = πR. π nennt man dann auch ein
Primelement.

Satz 3.6 Sei R ein diskreter Bewertungsring in K = Quot(R) und Primelement π 6= 0.
Setze c := |π|. Dann gilt
(a) Die Ideale 6= {0} von R sind alle von der Form πjR mit j ∈ N∪{0}. Insbesondere ist R
ein Hauptidealbereich. Weiter ist R die disjunkte Vereinigung

R =
⋃

j∈N∪{0}
πjR∗ ∪ {0}.

(b) K =
⋃

z∈Z π
zR∗ ∪ {0}.

(c) |K∗| = {cz | z ∈ Z} ist eine diskrete Untergruppe von R>0.
(d) Die Abbildung v : K → Z ∪ {∞} definiert durch |a| =: cv(a), v(0) := ∞ ist eine
Exponentenbewertung, d.h. ein Homomorphismus v : K∗ → Z, mit v(a+b) ≥ min{v(a), v(b)}
für alle a, b ∈ K∗. Es ist R := {a ∈ K | v(a) ≥ 0} und v(π) = 1.
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Beweis. Es genügt (a) zu zeigen, das übrige folgt sehr einfach. Die Ideale von R sind genau
die R-Teilmoduln von R. Die Multiplikation mit π definiert einen R-Modul-Isomorphismus
von R nach πR. Insbesondere hat auch πR genau einen maximalen Teilmodul, nämlich das
Bild von πR unter diesem Isomorphismus, also π2R. Führt man dies weiter, so erhält man,
dass alle Ideale von R von den Potenzen von π erzeugt werden. Weiter gilt:

aR = πjR⇔ |a| = |πj| ⇔ a ∈ πjR∗.

¤

Zum Vervollständigen: Die Bewertung definiert eine Topologie auf K bezüglich derer es
einen Konvergenzbegriff gibt. Entsprechend heißt eine Folge (an) ∈ KN Cauchy-Folge, falls
es zu jedem ε > 0 eine Zahl N ∈ N gibt, so dass

|an − am| < ε für alle n,m > N.

Die Folge heißt konvergent mit Grenzwert a ∈ K, falls es zu jedem ε > 0 eine Zahl N ∈ N
gibt, so dass

|an − a| < ε für alle n > N.

Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge und die Menge der Nullfolgen bildet ein Ideal
I0 £ CF in dem Ring der Cauchy-Folgen (bzgl. punktweiser Addition und Multiplikation).
Die Vervollständigung K̂ von K bezüglich | | ist dann definiert als

K̂ = CF/I0.

K ist eingebettet in K̂ durch a 7→ (a, a, a, a, a, . . .) + I0.

Die Bewertung kann auf K̂ fortgesetzt werden. Ist nämlich (an)n∈N eine Cauchy-Folge in K,
so ist wegen der Dreiecksungleichung die Folge der Beträge (|an|)n∈N eine Cauchy-Folge in R
und damit konvergent. Die Definition

|(an)n∈N + I0| := lim |an|

ist unabhängig von der Wahl des Vertreters (an) und definiert eine Bewertung auf K̂.

Satz 3.7 Sei | | eine diskrete nichtarchimedische Bewertung auf K mit Bewertungsring R
und Primelement π. Sei K̂ die Vervollständigung mit Bewertungsring R̂. Dann ist die Wer-
tegruppe |K∗| = |K̂∗|. Weiter ist π auch ein Primelement von R̂ und die Einbettung R ↪→ R̂
induziert einen Isomorphismus R/πR ∼= R̂/πR̂.

Beweis. |K∗| ≤ R<0 ist diskret mit einzigem Häufungspunkt 0. Da |K∗| dicht in |K̂∗| liegt
(nach Definition) und beide nicht die 0 enthalten folgt die Behauptung. Damit ist |π| =
max{|a| | a ∈ R̂, |a| < 1} und somit π ein Primelement von R̂ und πR = R ∩ πR̂. Daher
ist R/πR → R̂/πR̂ injektiv. Zur Surjektivität: Sei a = limn→∞ an ∈ R̂ mit an ∈ R. Dann
gibt es ein N ∈ N mit |an − a| < 1 für alle n > N . Für diese n ist dann an − a ∈ πR̂ und
a+ πR̂ = an + πR̂. ¤

Beispiel. Die p-adischen Zahlen. Sei | | die diskrete Bewertung von Q mit Bewertungsring
Z(p). Die Vervollständigung Qp := Q̂ nennt man den Körper der p-adischen Zahlen, seinen
Bewertungsring Zp den Ring der ganzen p-adischen Zahlen.
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Bemerkung 3.8 Sei v : K → Z ∪ {∞} eine Exponentenbewertung von K =
⋃

πzR∗ ∪ {0},
d.h. v(πzε) = z für alle ε ∈ R∗. Dann gilt v(a + b) = min{v(a), v(b)} für a, b ∈ K mit
v(a) 6= v(b).

Beweis. Ist a = πzε und b = πtu mit u, ε ∈ R∗, t = v(b) > z = v(a), so gilt

a+ b = πz(ε+ πt−zu) ∈ πzR∗.

¤

Satz 3.9 (Hensel’sches Lemma) Sei R ein vollständiger diskreter Bewertungsring mit zu-
gehöriger Exponentenbewertung v : R→ N0 ∪ {∞}. Sei f(x) ∈ R[x] und a0 ∈ R mit

v(f(a0)) > 2v(f ′(a0)).

Dann konvergiert die durch

an := an−1 − f(an−1)/f
′(an−1) für alle n ∈ N

definierte Folge gegen ein a ∈ R mit f(a) = 0.

Beweis. Es ist f(x) =
∑m

i=0 fix
i und f ′(x) =

∑m
i=1 ifix

i−1. Mit der Taylorentwicklung hat
man:

f(x+ a0) = f(a0) + f ′(a0)x+
f ′′(a0)

2
x2 + . . .

Ist nun f(x) ∈ R[x], so ist auch f (n)

n!
∈ R[x] für alle n ∈ N, denn es ist

f (n)

n!
(x) =

m
∑

i=n

i(i− 1) . . . (i− n+ 1)

n!
fix

i−n =
m
∑

i=n

(

i

n

)

fix
i−n.

Die Taylorentwicklung liefert also ein Polynom inR[x]. Sei bn := an−an−1 = −f(an−1)/f ′(an−1).
Dann ist

v(b1) = v(f(a0))− v(f ′(a0)) > v(f ′(a0)) ≥ 0 und v(b1) >
1

2
v(f(a0)) ≥ 0.

Insbesondere gilt b1 ∈ R und somit a1 = a0 + b1 ∈ R. Weiter ist

v(f(a1)) = v(f(a0 + b1)) = v(f(a0) + f ′(a0)b1 + b21(
f ′′(a0)

2
+ b1 . . .) ≥ 2v(b1) > v(f(a0)).

Entwickelt man die Ableitung f ′ mit der Taylorentwicklung um a0, so erhält man

v(f ′(a1)) = v(f ′(a0 + b1)) = v(f ′(a0) + b1(f
′′(a0) +

f ′′′(a0)
2

b1 + . . .)) =

min{v(f ′(a0)), v(b1) + v(f ′′(a0) +
f ′′′(a0)
2

b1 + . . .)} = v(f ′(a0))

da v(b1) > v(f ′(a0)). Also erfüllt a1 = a0+b1 die Voraussetzung des Satzes und das Verfahren
konstruiert eine Folge von Zahlen a0, a1, . . . mit

v(f(a0)) < v(f(a1)) < . . .
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d.h. f(ai)→ 0 mit i→∞.

Zeigen noch, dass (an) eine Cauchy-Folge in R ist. Dazu genügt es, wegen der verschärften
Dreiecksungleichung, zu zeigen, dass v(bn) = v(an−an−1)→∞mit n→∞. Dies gilt aber, da
v(bn+1) >

1
2
v(f(an))→∞. Wegen der Vollständigkeit von R ist dann a := limn→∞(an) ∈ R

eine Nullstelle von f . ¤

Beispiel: f(x) = x3 − 1, R = Z7. Die Henseliteration

x := 2;x := x− (x3 − 1)/(3 ∗ x2)mod710;

mit maple liefert

x = 2, 164777230, 180551751, 152272773, 146507972, 146507972, . . .

wobei 1465079723 = 1 modulo 710 ist.

Satz 3.10 Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Primelement π und zugehöriger Expo-
nentenbewertung v : R→ N0 ∪ {∞}. Sei V ein e.e. R-Modul. Dann definiert die Abbildung

ν : V → N0 ∪ {∞}, ν(u) := i falls u ∈ πiV − πi+1V, ν(0) :=∞

eine v-Exponentennorm auf V , d.h. es ist

ν(u) =∞⇔ u = 0, ν(ru) ≥ v(r) + ν(u), ν(u1 + u2) ≥ min{ν(u1), ν(u2)}

für alle u, u1, u2 ∈ V und r ∈ R. Durch Wahl eines 0 < c < 1 erhält man eine Metrik d auf
V definiert durch

d(u1, u2) := cν(u1−u2)

bezüglich welcher V vollständig ist, falls R vollständig (bzgl. |r| = cv(r)) ist.

Beweis. Die Eigenschaften von ν sind klar. Ebenso, dass d eine Metrik definiert. Zum Beweis
der Vollständigkeit schreiben wir V = Ru1⊕. . .⊕Run. Ist vi =

∑n
j=1 aijuj ∈ V so dass (vi)i∈N

eine Cauchy-Folge in V ist, dann bilden die einzelnen Koeffizienten (aij)i∈N für j = 1, . . . , n
Cauchy-Folgen in R, die wegen der Vollständigkeit gegen ein aj ∈ R konvergieren. Dann ist
limi→∞ vi =

∑n
j=1 ajuj. ¤

Satz 3.11 (Hensel allgemein) Sei R ein vollständiger diskreter Bewertungsring, f ∈ R[x]
und : R[x] → R/πR[x] der natürliche Epimorphismus. Ist f = g0h0 mit g0, h0 ∈ R/πR[x]
teilerfremd, so gibt es g, h ∈ R[x] mit f = gh und g0 = g, h0 = h.

Beweis. Sei F := R/πR. Nach dem chinesischen Restsatz ist

F [x]/(f) = F [x]/g0 ⊕ F [x]/h0

d.h. es gibt ein Idempotent e2 ≡f e ∈ F [x] mit e ≡h0 1 und e ≡g0 0. Sei e0 ∈ R[x]/(f) =: Λ ein
Element mit e0 = e. Liften e0 zu einem Idempotent e∞ von Λ durch Newton-Hensel-Iteration
mit dem Polynom p(x) = x2 − x. Es ist p(e0) ≡ 0 mod πΛ und p′(e0) = 2e0 − 1 6∈ πΛ. Es ist

(2e0 − 1)2 ≡ (2e− 1)2 ≡ 4e2 − 4e+ 1 ≡ 1 (mod πΛ).
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Behauptung: Ist ei ∈ Λ mit e2i ≡ ei (mod π2
i

Λ), so erfüllt

ei+1 := ei − (e2i − ei)(2ei − 1) = ei + ki = 3e2i − 2e3i

mit ki = (e2i − ei)(1− 2ei) die Gleichung e2i+1 ≡ ei+1 (mod π2
i+1

Λ).
Denn:

e2i+1 − ei+1 = (ei + ki)
2 − ei − ki = e2i + 2eiki + k2i − ei − ki

= (e2i − ei)(1− (1− 2ei) + (2ei − 4e2i ) + (1− 2ei)
2(e2i − ei))

= (e2i − ei)
2((1− 2ei)

2 − 4) ≡ 0 (mod π2
i+1

Λ)

Also gilt f(ei)→ 0 für i→∞. Die Folge (ei) ist eine Cauchy-Folge, da ki = ei+1−ei ∈ π2iΛ.
Da dimR(Λ) <∞ und R vollständig war, ist auch Λ vollständig und die Folge (ei) konvergiert
gegen e∞ ∈ Λ mit e2∞ = e∞. Die Zerlegung Λ = e∞Λ ⊕ (1 − e∞)Λ liefert die gewünschte
Faktorisierung. ¤

Fortsetzen von Bewertungen.

Definition 3.12 Ein Tripel (K,R, F ) heißt p-modulares System, falls R ein vollständiger
diskreter Bewertungsring ist mit K = Quot(R) und F = R/πR (π Primelement von R) so
dass char(K) = 0 und char(F ) = p.
(K,R, F ) heißt p-modulares Zerfällungssystem für die endliche Gruppe G, falls zusätzlich
K und F Zerfällungskörper für G sind.

Lemma 3.13 Sei K vollständig bezüglich einer diskreten Exponentenbewertung v mit Be-
wertungsring R. Ist

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ an ∈ K[x]

irreduzibel, so gilt

v(ai) ≥ min{v(a0), v(an)} für alle 1 ≤ i ≤ n− 1.

Beweis. Sei t := min{v(ai) | 0 ≤ i ≤ n}. Angenommen t < min{v(a0), v(an)}. Sei r maximal
mit t = v(ar). Dann ist r 6= 0, n und

g(x) := a−1r f(x) = b0x
n + b1x

n−1 + . . .+ bn−1x+ bn ∈ R[x]
mit br = 1 und br+1, . . . , bn ∈ πR. Also ist

g(x) = xn−r(1 + br−1x+ . . .+ b0x
r) = g0h0 ∈ R/πR[x]

mit g0 = xn−r und h0 = (1+ br−1x+ . . .+ b0x
r). Da ggT(g0, h0) = 1 gilt, folgt mit Satz 3.11,

dass f reduzibel ist, ein Widerspruch. ¤

Satz 3.14 Sei K vollständig bezüglich einer Bewertung | · |K und L/K eine algebraische
Erweiterung. Dann gibt es genau eine Bewertung | · |L : L → R≥0, die | · |K fortsetzt. Diese
ist durch

|α|L := n

√

|NK[α]/K(α)|, n := [K[α] : K]

gegeben. Ist d := [L : K] <∞, so ist K wieder vollständig. Ist dann auch noch | · |K diskret
mit Exponentenbewertung v : K → Z ∪ {∞}, so ist die Fortsetzung w von v auf L gegeben
durch w(α) = 1

d
v(NL/K(α)) ∈ 1

d
Z ∪ {∞}.
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Beweis. (für diskret bewertete Körper). Sei O der ganze Abschluss von R in L, also O :=
{a ∈ L | µa ∈ R[x]}. Dann ist

O = {a ∈ L | NK[a]/K(a) ∈ R}

denn nach Lemma 3.13 ist das Minimalpolynom

µa ∈ R[x]⇔ letzter Koeff. von µa ∈ R⇔ NK[a]/K(a) ∈ R.

Setzte |α|L := n
√

NK[α]/K(α), n := [K[α] : K]. Dann gilt |α|L = 0 ⇔ α = 0 und |αβ|L =
|α|L|β|L wegen der Multiplikativität der Normen.
Die verschärfte Dreiecksungleichung ergibt sich daraus, dass O = {α ∈ L | |α|L ≤ 1} ein
Ring ist:
Sind α, β ∈ L− {0} mit |β| ≥ |α| so ist

|α + β| ≤ max{|α|, |β|} ⇔ |αβ−1 + 1| ≤ 1⇔ αβ−1 + 1 ∈ O

Da |αβ−1| ≤ 1 ist und somit αβ−1 ∈ O folgt dies, da O ein Ring ist.
Die letzte Aussage folgt aus Satz 3.10.
Zur Eindeutigkeit brauchen wir folgendes kleine Lemma

Lemma 3.15 Sei K vollständig bzgl. der diskreten Exponentenbewertung v und sei

f(x) = xn + a1x
n−1 + . . .+ an−1x+ an ∈ K[x]

irreduzibel. Dann ist

v(ai) ≥
i

n
v(an) für alle 1 ≤ i ≤ n− 1.

Beweis. Sei L der Zerfällungskörper von f und w die in Satz 3.14 definierte Fortsetzung
von v auf L. Seien β1, . . . , βn ∈ L die Nullstellen von f . Dann ist µβi

= f für alle i also
w(βi) =

1
n
v(an). Die Koeffizienten ak sind bis auf ein Vorzeichen die elementar symmetrischen

Polynome in den βi. Also ist

v(ak) = w(ak) ≥ min{w(βi1 . . . βik)} =
k

n
v(an).

¤

Weiter mit dem Beweis von Satz 3.14:
Sei | · |′ eine weitere Fortsetzung von | · |K auf L und sei α ∈ L mit |α|′ 6= |α|L. Œ |α|′ < |α|L,
sonst Übergang zu 1

α
. Es ist

µα = xn + a1x
n−1 + . . .+ an−1x+ an ∈ K[x]

irreduzibel mit µα(α) = 0. Nach Lemma 3.15 ist

|ai|K ≤ |an|i/nK = |α|iL > (|α|′)i

und somit
|ajαn−j|′ = |aj|K(|α|′)n−j < |an|j/nK |α|n−jL = |an|k.
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Es ist aber
an = −an−1α− . . .− a1α

n−1 − αn

und daher
|an|K = |an|′ ≤ max{|an−1α|′, . . . |a1αn−1|′, |αn|} < |an|K

ein Widerspruch. ¤

Bemerkung 3.16 Ist in Satz 3.14 | · |K diskret, R der zugehörige Bewertungsring mit Prim-
element π und [L : K] =: n <∞, so ist O := {a ∈ L | NK/L(a) ∈ R} der zugehörige diskrete
Bewertungsring in L. Ist Π ein Primelement von O, so ist πO = ΠeO und πR = ΠO ∩ R.
Für die Restklassenkörper gilt R/πR ↪→ O/ΠO und O/ΠO ist eine Körpererweiterung von
R/πR vom Grad f = n

e
.

Beweis. Da πO ein Ideal von O ist, gibt es e ∈ N mit πO = ΠeO. Es ist auch klar, dass
O/ΠO über R/πR eine Körpererweiterung ist. Sei f := [O/ΠO : R/πR] der Körpergrad und
ω1, . . . , ωf ∈ O so dass die Restklassen (ω1+ΠO, . . . , ωf +ΠO) eine R/πR-Basis von O/ΠO
bilden.
Behauptung: Die ef -Elemente (ωiΠ

j | 1 ≤ i ≤ f, 0 ≤ j ≤ e − 1) bilden eine R-Basis von O
(und damit eine K-Basis von L).
1) Die Elemente sind linear unabhängig über K: Seien aij ∈ K nicht alle gleich 0 mit

f
∑

i=1

e−1
∑

j=0

aijωiΠ
j = 0

Setze sj :=
∑f

i=1 aijωi.
Beh: Nicht alle sj sind gleich 0 und wenn sj 6= 0, dann ist v(sj) ∈ v(K∗) = Z.
Denn: Sei v(aij) minimal unter den v(alj), l = 1, . . . f . Teile durch aij. Dann ist s̃j = sj/aij ∈
O − ΠO also eine Einheit und damit w(s̃j) = 0, also w(sj) = v(aij) ∈ v(K∗) = Z. Somit ist
für sj 6= 0 die Bewertung

w(sjΠ
j) = w(sj) +

j

e
∈ Z +

j

e
.

Die Bewertungen der sjΠ
j 6= 0 sind also alle verschieden und damit nach Bemerkung 3.8

w(
e−1
∑

j=0

sjΠ
j) = min{w(sj) +

j

e
| 0 ≤ j ≤ e− 1} 6=∞.

2) Erzeugendensystem: Sei

M := 〈ωiΠj | 1 ≤ i ≤ f, 0 ≤ j ≤ e− 1〉R

Dann ist M + πO = O also

O =M + π(M + πO) =M + π2O = . . . =M + πmO

für beliebig große m ∈ N. Also liegt M dicht in O. Da R abgeschlossen ist und M als e.e.
R-Modul ebenfalls folgt daraus M = O. ¤
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4 Algebren über vollständigen diskreten Bewertungs-

ringen.

Mit Blatt 1 Aufgabe 2 ergibt sich insbesondere

Bemerkung 4.1 Sei A eine endliche erzeugte (als R-Modul) R-Algebra über dem diskreten
Bewertungsring R mit Primelement π. Dann ist πR ⊂ J(A) und es gibt ein n ∈ N mit
J(A)n ⊂ πA. (J(A) ist pro-nilpotent.)
Das Jacobson-Radikal von A ist das größte Ideal I mit dieser Eigenschaft, dass In ⊂ πA für
ein n ∈ N.

Satz 4.2 Sei A eine endlich erzeugte R-Algebra über dem vollständigen diskreten Bewer-
tungsring R. Sei I ⊂ J(A) ein Ideal in A und setze A := A/I.
(a) Ist c =

∑n
i=1 ci eine Zerlegung des Idempotents c ∈ A in orthogonale Idempotente ci mit

cci = ci, dann gibt es eine Idempotentzerlegung e =
∑n

i=1 ei in A mit e+I = c und ei+I = ci
für alle i.
(b) Ein Idempotent e ∈ A ist primitiv genau dann wenn e ∈ A primitiv ist.

Beweis. (a) Nach Satz 3.10 ist A vollständig. Also kann man wie im Beweis von Satz 3.11
das Idempotent c von A/I liften zu einem Idempotent e von A liften. Nach Übergang zu
eAe können wir Œ annehmen, dass e = 1 ist. Nun liften wir das Idempotent c1 zu einem
Idempotent e1 von A und ersetzen dann A durch A′ := (1− e1)A(1− e1). Da c1cj = cjc1 = 0
für alle j = 2, . . . , n sind die c′j := (1 − e1)cj(1 − e1) orthogonale Idempotente modulo
(1− e1)I(1− e1) die wir sukzessive zu orthogonalen Idempotenten ei liften.
(b) folgt aus (a) ¤

Satz 4.3 Sei R ein vollständiger diskreter Bewertungsring, A eine e.e. R-Algebra und V ein
e.e. A-Modul. Dann gilt: V ist unzerlegbar ⇔ EndA(V ) lokal.

Beweis. Da A eine e.e. R-Algebra und V e.e. A-Modul ist V auch ein e.e. R-Modul und
damit EndA(V ) e.e. R-Algebra. Also ist EndA(V ) wieder vollständig und Idempotente von
EndA(V )/J(EndA(V )) liften.
⇐ ist Folgerung 2.3.
⇒: Sei V unzerlegbar. Dann sind 1 und 0 die einzigen Idempotente in EndA(V ). Da Idempo-
tente von EndA(V )/J(EndA(V )) zu Idempotenten von EndA(V ) liften, hat die halbeinfache
artinsche Algebra nur die trivialen Idempotente

EndA(V )/J(EndA(V )) ∼=
n
⊕

i=1

Dni×ni

i

also n = 1 = n1. D.h. EndA(V )/J(EndA(V )) ∼= D ist ein Schiefkörper und daher EndA(V )
lokal. ¤
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Folgerung 4.4 (Krull-Schmidt) Für e.e. Algebren A über einem vollständigen diskreten Be-
wertungsring R gilt der Satz von Krull-Schmidt: Jeder e.e. A-Modul eine direkte Summe
endlich vieler unzerlegbarer Moduln. Die unzerlegbaren direkten Summanden sind bis auf
Isomorphie und Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Definition 4.5 Sei A ein Ring. Ein A-Modul P heißt projektiv, wenn zu jedem Epimorphis-
mus ϕ : V → W und Homomorphismus ψ : P → W von A-Moduln ein A-Modulhomomorphismus
ψ′ : P → V existiert mit ψ′ϕ = ψ.

Bemerkung 4.6 Ist P ein freier A-Modul, so ist P projektiv, denn ist (b1, . . . , bn) eine
A-Basis von P , wi = ψ(bi) und vi = ϕ−1(wi) so definiere ψ′ : P → V durch ψ′(bi) = vi.

Bemerkung 4.7 Ist der projektive Modul P epimorphes Bild eines A-Moduls V , so ist P
isomorph zu einem direkten Summanden von V . (Wähle in der Definition W = P , ϕ der
Epimorphismus, ψ = id. Dann ist ψ′ : P → V ein Monomorphismus und daher P ∼=
Bild(ψ′).)

Lemma 4.8 (a) Direkte Summanden von projektiven Moduln sind projektiv.
(b) Ein A-Modul ist genau dann projektiv, wenn er direkter Summand eines freien A-Moduls
ist.

Beweis. (a) Sei P = P1 ⊕ P2 ein projektiver Modul und ψ : P1 → W ein Modulhom, sowie
ϕ : V → W ein Epimorphismus. Da P1 ein direkter Summand von P ist, gibt es eine
Abbildung ι : P1 → P und ε : P → P1 mit ιε = idP1 . Da P projektiv ist, gibt es eine
Abbildung ψ′ : P → V mit ψ′ϕ = εψ. Setze ψ′′ := ιψ′ : P1 → V . Dann ist

ψ′′ϕ = ιψ′ϕ = ιεψ = ψ.

(b) Direkte Summanden von freien Moduln sind projektiv wegen (a) und Bemerkung 4.6.
Jeder A-Modul P ist aber epimorphes Bild eines freien Moduls. Ist P projektiv, so ist P
nach Bemerkung 4.7 auch direkter Summand. ¤

Lemma 4.9 A sei e.e. R-Algebra, R vollständiger diskreter Bewertungsring oder Körper.
e2 = e ∈ A.
(a) EndA(eA) ∼= (eAe)op als Ring.
(b) V sei ein A-Modul. Dann ist HomA(eA, V ) ∼= V e als R-Modul.

Beweis. (b) ϕ ∈ HomA(eA, V ) 7→ eϕ ist der gewünschte R-Modulisomorphismus. Denn
eϕ ∈ V e, da eϕe = e2ϕ = eϕ.
Die Abbildung ist offensichtlich ein Homomorphismus.
Injektivität: Sei eϕ = 0. Dann ist eaϕ = eϕa = 0 für alle a ∈ A und daher ϕ = 0.
Surjektivität: Sei ve ∈ V e. Definieren ϕve : eA → V als ϕve : ea 7→ va. Dann ist ϕve ∈
HomA(eA, V ) ein Urbild von ve.
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(a) Als R-Moduln sind die beiden Ringe isomorph nach (b). Es genügt also die Multiplika-
tivität der Abbildung aus (b) zu beweisen. Für ϕ, ψ ∈ EndA(eA) sei v = eϕ ∈ eAe. Dann
ist

e(ϕψ) = (eϕ)ψ = vψ = (ev)ψ = eψv = (eψ)(eϕ)

¤

Lemma 4.10 A sei e.e. R-Algebra, R vollständiger diskreter Bewertungsring oder Körper.
Jeder e.e. unzerlegbare projektive A-Modul P (PIM) ist direkter Summand von AA, also von
der Form eA mit einem primitiven Idempotent e ∈ A.
e2 = e ∈ A primitiv ⇔ eAe lokal.

Beweis. Unter den Voraussetzungen gilt der Satz von Krull-Schmidt für die Algebra A.
Insbesondere ist

AA ∼=
d
⊕

i=1

Vi

mit Vi unzerlegbar. Die Vi sind projektiv als Summanden eines freien Moduls.
Sei P ein e.e. projektiver A-Modul. Dann ist P ein direkter Summand eines e.e. freien
A-Moduls. Nach Krull-Schmidt sind diese direkten Summanden aber gerade Summen von
geeigneten Vi. Ist P also unzerlegbar, dann ist P isomorph zu einem der Vi.
Weiter ist P unzerlegbar ⇔ P = eA mit einem primitiven Idempotent e ⇔ EndA(P ) lokal
⇔ eAe lokal. ¤

Satz 4.11 A sei e.e. R-Algebra, R vollständiger diskreter Bewertungsring oder Körper. e2 =
e ∈ A primitiv.
(a) Dann hat eA genau einen maximalen Teilmodul eJ(A). Der Kopf von eA ist Y :=
eA/eJ(A) ein einfacher A-Modul.
(b) Weiter ist

eA ∼= e′A⇔ eA/eJ(A) ∼= e′A/e′J(A).

Beweis. (a) Seien M1,M2 maximale Teilmoduln von eA, also eA =M1+M2. Wähle vi ∈Mi

mit e = v1 + v2 und definiere ϕi ∈ EndA(eA) durch (ea)ϕi := via (i = 1, 2). Dann ist
ϕ1 + ϕ2 = ideA. Da EndA(eA) lokal ist, bilden die Nichteinheiten ein Ideal, also ist ein ϕi
eine Einheit. Damit ist aber ϕi : eA → Mi ein Isomorphismus, also auch Mi projektiv und
damit ein direkter Summand von eA =Mi ⊕M . Dies ist ein Widerspruch zur Unzerlegbar-
keit von eA.
Ist M ein A-Modul, so ist M/MJ(A) ein A/J(A)-Modul, also halbeinfach, der größte halb-
einfache Faktormodul von M . Also ist MJ(A) der Schnitt aller maximalen Teilmoduln von
M .
In unserer Situation hat eA nur einen maximalen Teilmodul, dieser ist also eAJ(A) = eJ(A).
(b) ⇒ ist klar.
⇐: Sei ϕ : eA/eJ(A) → e′A/e′J(A) ein Isomorphismus und ψ : eA → eA/eJ(A) und
ψ′ : e′A → e′A/e′J(A) die natürlichen Epimorphismen. Da e′A projektiv ist, gibt es einen
A-Modulhomomorphismus, φ : e′A→ eA mit

φψϕ = ψ′.
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Da Bild(φ) 6⊆ eJ(A) und dies der einzige maximale Teilmodul von eA ist, ist also φ ein
Epimorphismus. Damit ist eA ein epimorphes Bild von e′A und da eA projektiv ist auch ein
direkter Summand von e′A. Der Kopf von e′A ist unzerlegbar, daher auch e′A. Also ergibt
sich eA ∼= e′A. ¤

Satz 4.12 A sei e.e. R-Algebra, R vollständiger diskreter Bewertungsring oder Körper.
Sei Y ein einfacher A-Modul. Dann gibt es einen projektiv unzerlegbaren A-Modul eA mit
Y ∼= eA/eJ(A). Dieser PIM ist bis auf Isomorphie nach Satz 4.11 eindeutig bestimmt und
heißt die projektive Decke von Y .
Für einen e.e. A-Modul V gilt

V e 6= 0⇔ V hat einen zu Y isomorphen Kompositionsfaktor.

Beweis. Y einfach, also gibt es Epimorphismus

ϕ :
⊕

eiA = A→ Y.

Ist i so dass eiAϕ 6= 0 ist, dann ist Y ein epimorphes Bild von eiA also Y ∼= eiA/eiJ(A).
Sei jetzt V ein e.e. A-Modul. Ist V e ∼= HomA(eA, V ) 6= 0, so gibt es einen Homomorphis-
mus ϕ : eA → V mit ϕ 6= 0. Also hat V den Kompositionsfaktor (eA)ϕ/(eJ(A))ϕ ∼= Y .
Umgekehrt sei Y ein Kompositionsfaktor von V , d.h. es gibt Teilmoduln V2 < V1 ≤ V mit
Y ∼= V1/V2. Die Epimorphismen V1 → Y und eA → Y lassen sich zu einem kommutativen
Dreieck ergänzen, da eA projektiv ist. D.h. es gibt einen Homomorphismus 0 6= ϕ : eA →
V1 ≤ V und daher HomA(eA, V ) 6= 0. ¤

Ist (K,R, F ) ein p-modulares System und A eine R-Algebra, A = A/πA eine F -Algebra, so
stehen die folgenden Mengen in Bijektion:

{ Isomorphieklassen projektiv unzerlegbarer A-Moduln (eA)}
{ Isomorphieklassen einfacher A-Moduln (eA/eJ(A))}
{ Isomorphieklassen einfacher A-Moduln (eA/eJ(A))}
{ Isomorphieklassen projektiv unzerlegbarer A-Moduln (eA = eA/πeA)}

Definition 4.13 Seien {U1, . . . , Us} Vertreter der Isomorphieklassen der projektiv unzerleg-
baren A-Moduln, und {Y1, . . . , Ys} Vertreter der Isomorphieklassen der einfachen A-Moduln,
Sei cij := die Vielfachheit von Yj als Kompositionsfaktor von Ui. Dann heißt

C := (cij) ∈ Zs×s

die Cartanmatrix von A (oder auch von A).

Beispiel: Cartanmatrix von F3S3, F2C2, F2S3

Definition 4.14 Die zentral primitiven Idempotente b1, . . . , bm von A heißen auch Blocki-

dempotente und die ringdirekten Summanden Abi Blöcke.
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Ist V ein unzerlegbarer A-Modul, so gibt es genau ein Blockidempotent b mit bV = V . Wir
sagen dann dass V zu dem Block b gehört. Insbesondere gehört ein primitives Idempotent
e ∈ A genau dann zum Block b wenn eb = e ist.

Satz 4.15 A sei e.e. R-Algebra, R vollständiger diskreter Bewertungsring oder Körper.
Zwei primitive Idempotente e, e′ ∈ A heißen verbunden, falls es primitive Idempotente e =
e1, . . . , en = e′ in A gibt, so dass eiA und ei+1A (i = 0, . . . , n − 1) einen gemeinsamen
Kompositionsfaktor haben.
Dann gilt: e, e′ verbunden, ⇔ eA und e′A gehören zum gleichen Block.

Beweis. Sei b ein Blockidempotent von A mit beA 6= 0 (dann ist be = e).
⇒: Seien e und e′ verbunden über die Idempotente e = e1, . . . , en = e′ in A. Dann haben eiA
und ei+1A einen gemeinsamen Kompositionsfaktor. Also kann nicht beiA 6= 0 also beiA = eiA
sein und bei+1A = 0.
⇐: Sei be′ = e′, Sind e und e′ nicht orthogonal, so ist ee′ 6= 0 also auch eAe′ ∼= Hom(eA, e′A) 6=
0 und e′A hat einen Kompositionsfaktor ∼= eA/eJ(A). Also sind e und e′ verbunden. Sei-
en jetzt e, e′ orthogonal, d.h. ee′ = e′e = 0. Schreibe dann b = e0 + . . . + en als Summe
orthogonaler primitiver Idempotente mit e = e0 und e′ = en. Ändere die Reihenfolge so,
dass e verbunden mit e0, . . . , ej, aber nicht mit ej+1, . . . , en und setze b1 := e0 + . . . + ej,
b2 := ej+1 + . . .+ en. Dann gilt

eiAek = 0, falls i ≤ j < k.

(sonst eiAek 6= 0 und eiA und ekA haben einen gemeinsamen Kompositionsfaktor). Also ist
b1Ab2 = b2Ab1 = 0. Zeigen, dass b1A ein zweiseitiges Ideal ist. Es ist

Ab1A = Ab1bA = (b1 + b2)Ab1A = b1Ab1A ⊂ b1A

also b1A auch Linksideal und damit zweitseitiges Ideal. Ebenso ist b2A = Ab2 zweiseitiges
Ideal und daher

Ab = Ab1 ⊕ Ab2 direkte Summe von zwei Idealen.

Also läßt sich jedes a ∈ Ab eindeutig schreiben als

a = a(b1 + b2) = (b1 + b2)a = ab1 + ab2 = b1a+ b2a

Mit ab1 ist aber auch b1a in Ab1 und ebenso b2a in Ab2. Da die Zerlegung direkt ist, ist daher
ab1 = b1a. Also ist b1 zentral und, da b zentral primitiv war, gilt dann b1 = b, b2 = 0 und e
und e′ sind verbunden. ¤

Folgerung 4.16 Ordnet man die projektiv unzerlegbaren A-Moduln geeignet (nach Blöcken),
so ist die Cartanmatrix von A eine Blockdiagonalmatrix

C = diag(C1, . . . , Cm)

falls b1, . . . , bm die Blockidempotente von A sind und in Ci durch die PIMs bzw. die einfachen
Moduln indiziert ist, auf denen bi wie Eins operiert. Weiter gibt es keine Anordnung, für die
Ci eine echte Blockdiagonalmatrix ist.
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5 Zerlegungszahlen.

Definition 5.1 Sei R ein HIB mit K = Quot(R). Eine R-Ordnung A ist eine R-Algebra
die e.e. freier R-Modul ist.
Ein A-Modul M heißt R-Gitter, falls M ein e.e. freier R-Modul ist.

Sei (K,R, F ) ein p-modulares System und A eine R-Ordnung. Dann ist A ⊂ K⊗RA =: AK ,
AK ist eine K-Algebra und A = A/πA = F ⊗A = AF ist eine F -Algebra. Jede R-Basis von
A ist K-Basis von AK und bildet auf eine F -Basis von AF ab.

Ist V ein e.e. AK-Modul, so heißt ein A-Teilmodul M von V ein A-Gitter in V , falls M ein
R-Gitter ist und K ⊗RM = V . Ist (v1, . . . , vn) eine R-Basis von M , so ist

D : A→ Rn×n, D(a) := (γij(a)), wenn via =
n
∑

j=1

γij(a)vj

ein R-Algebrenhomomorphismus, welcher sich zu einer Darstellung

DK : AK → Kn×n ∼= EndK(V )

fortsetzt und auch eine Matrixdarstellung

D : A→ F n×n, D(a) := (γij(a))

bezüglich der F -Basis (v1, . . . , vn) von M/πM definiert.

Satz 5.2 Sei R ein HIB mit Quotientenkörper K und A eine R-Ordnung. In jedem e.e.
AK-Modul V gibt es ein A-Gitter.

Beweis. Sei (v1, . . . , vn) eineK-Basis von V , a1, . . . am ein R-Erzeugendensystem von A. Dann
ist

M := 〈viaj | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m〉R
ein e.e. R-Teilmodul von V , also ein R-Gitter, das ausserdem ein A-Teilmodul von V ist.
¤

Bemerkung 5.3 Ein AK-Modul V kann nichtisomorphe A-Gitter enthalten.

Beispiel: Sei A = Z2C2 der Gruppenring von C2 = 〈g〉 und V = Q2C2 der reguläre AK-Modul
(K = Q2). Dann sind

M1 := Z2C2 = 〈1, g〉Z2 und M2 := 〈
1

2
(1 + g),

1

2
(1− g)〉Z2

beides A-Gitter in V . Für die zugehörigen Darstellungen gilt

D1(g) =

(

0 1
1 0

)

, D2(g) =

(

1 0
0 −1

)

.
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Insbesondere ist M1 unzerlegbar und M2 die direkte Summe von zwei eindimensionalen A-
Gittern.

EndA(M1) ∼= {
(

a b
b a

)

| a, b ∈ Z2} ist unzerlegbar und EndA(M2) ∼= Z2 × Z2.

Satz 5.4 (Brauer) Sei (K,R, F ) ein p-modulares System und A eine R-Ordnung. Sei V
ein AK-Modul, M1, M2 zwei A-Gitter in V . Sie Y ein einfacher A-Modul und d(Mi, Y ) die
Vielfachheit von Y als Kompositionsfaktor von Mi/πMi =Mi (i = 1, 2). Dann gilt

d(M1, Y ) = d(M2, Y ) =: d(V, Y ).

Beweis. Sei M einer der beiden Moduln M1 oder M2 und M = N0 > N1 > . . . > Nr = 0 eine
Kompositionsreihe von M . Sei P = eA die projektive Decke von Y . Da P ein projektiver
Modul ist, liefert die kurze exakte Sequenz

0→ Ni → Ni−1 → Ni−1/Ni → 0

eine kurze exakte Sequenz

0→ HomA(P ,Ni)→ HomA(P ,Ni−1)→ HomA(P ,Ni−1/Ni)→ 0.

Insbesondere ist

dimF (HomA(P ,Ni−1)) = dimF (HomA(P ,Ni)) + dimF (HomA(P ,Ni−1/Ni)).

Also
dimF (HomA(P ,M)) =

∑r
i=1 dimF (HomA(P ,Ni−1/Ni))

= dimF (EndA(Y ))|{i | Ni−1/Ni
∼= Y }| = dimF (EndA(Y ))d(M,Y ).

Nun ist

dimF (HomA(P ,M)) = dimF (Me) = dimR(Me) = dimK(MKe) = dimK(V e)

unabhängig von der Wahl des A-Gitters in V . ¤

Definition 5.5 Seien X1, . . . , Xh die einfachen AK-Moduln, Y1, . . . , Ys die einfachen A-
Moduln. Dann heißt

D := (dij) := (d(Xi, Yj)) ∈ Zh×s
≥0

die Zerlegungsmatrix der R-Ordnung A.

Beispiele. Zerlegungsmatrix von Z3S3, Z2S3, Z2C2.

Satz 5.6 (Brauersches Reziprozitätsgesetz) Sei (K,R, F ) ein p-modulares System und A
eine R-Ordnung so dass AK eine halbeinfache K-Algebra ist. Seien e1, . . . , es Vertreter der
Konjugiertenklassen primitiver Idempotente in A, so dass Yi = eiA/eiJ(A) ist. Schreibe

ejAK =
h
⊕

i=1

∆ijXi

Dann gilt
∆ij dimK(EndAK

(Xi)) = dij dimF (EndA(Yj)).
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Beweis. Sei Mi ein A-Gitter in Xi. Dann ist

∆ij dimK(EndAK
(Xi)) = dimK(HomAK

(ejAK , Xi)) = dimK(Xiej) = dimR(Miej) =
dimF (Miej) = dimF (HomA(ejA,Mi)) = dij dimF (EndA(Yj).

¤

Folgerung 5.7 Sind K und F Zerfällungskörper für AK bzw. A, so ist ∆ij = dij und für
die Cartanmatrix gilt

C = DtrD.

Beweis. cij ist die Anzahl der Kompositionsfaktoren von eiA, die isomorph zu Yj ∼= ejA/ejJ(A)
sind. Da diese Anzahl unabhängig von der Wahl des A-Gitters ist, ist sie die Anzahl der Kon-
positionsfaktoren Yj in

⊕h
l=1∆liMl, wo Ml ein A-Gitter in Xl bezeichnet, also gleich

h
⊕

l=1

∆lidlj =
h
∑

l=1

dlidlj = (DtrD)i,j

nach dem Brauerschen Reziprozitätsgesetz und da die Endomorphismenringe alle eindimen-
sional sind. ¤

Ende am 3.11.2006

Lemma 5.8 Seien K und F Zerfällungskörper für AK bzw. A. Ordnet man die einfachen
AK-Moduln Xi und die einfachen A-Moduln Yj nach Blöcken, dann ist

D =











D1 0 . . . 0

0 D2
. . .

...
...

. . . . . .
...

0 . . . 0 Dm











eine Blockmatrix für die Ci = Dtr
i Di gilt. Weiter gibt es keine Anordnung, für die Di in noch

kleinere Blöcke zerfällt

Beweis. Sei b ein zentral primitives Idempotent in A (Blockidempotent). Dann gilt für die
einfachen AK-Moduln Xi, dass Xi zum Block b gehört genau dann wenn b wie die Identität
auf Xi operiert. Dann ist b aber auch die Identität auf allen Kompositionsfaktoren von
Mi/πMi (für ein beliebiges A-Gitter Mi in Xi), d.h. alle Kompositionsfaktoren Yj von M i

gehören auch zum Block b. Daher hat D die gewünschte Blockgestalt. ¤

Bemerkung 5.9 Sei A eine e.e. F -Algebra, ε1, . . . , εs Vertreter der Konjugiertenklassen
primitiver Idempotente in A so dass εiA die projektive Decke von Yi ist. Dann ist die Anzahl
ni der direkten Summanden in A die isomorph zu εiA sind gleich

ni = dimF (Yi)/ dimF (EndA(Yi)).
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Beweis. A ∼=
⊕s

i=1 niεiA als A-Rechtsmodul. Also ist

A/J(A) ∼=
s
⊕

i=1

niεiA/εiJ(A) =
s
⊕

i=1

niYi.

Auf der anderen Seite ist nach Artin-Wedderburn

A/J(A) ∼=
s
⊕

i=1

EndA(Yi)
ni×ni .

Also ist ni dimF (EndA(Yi)) = dimF (Yi). ¤

6 Der Zentrierungsalgorithmus.

Sei (K,R, F ) ein p-modulares System, A eine freie R-Algebra, (sogenannte R-Ordnung) und
V ein einfacher AK-Modul (endlich dimensional).

Definition 6.1 Z(V ) := {M ⊂ V |M ist A-Gitter in V } bezeichne die Menge der A-Gitter
in V und

Z(V )/ ∼:= {[M ] |M ∈ Z(V )}
wo M ∼ N genau dann wenn es ein n ∈ Z gibt mit M = πnN die Menge der Äquivalenz-
klassen von A-Gittern in V .

Ziel: Bestimme Z(V )/ ∼.
Strategie: (A) Bestimme ein A-Gitter M in V durch ganzzahliges spinning: Ist (v1, . . . , vn)
eine K-Basis von V und a1, . . . , as eine R-Algebren Erzeugendensystem (als Ring) von A, so
setze
M0 := 〈v1, . . . , vn〉
(1) M1 :=M0 +M0a1 + . . .+M0as
(2) M0 =M1 dann ist M0 ein A-Gitter in V .
(3) M0 6=M1, dann setze M0 :=M1 und mache weiter bei (1).
Der Algorithmus terminiert, da irgendwann die Produkte ai1 . . . aik ein R-Modul Erzeugen-
densystem von A bilden.
(B) Bestimme alle A-Teilgitter von M .

Satz 6.2 Sind M und N zwei A-Gitter in V , so gibt es ein m ∈ N mit πmN ⊂M .

Beweis. Ist B := (b1, . . . , bn) eine R-Basis von M und C := (c1, . . . , cn) eine R-Basis von N
so hat die n×n-Matrix C idB einen Hauptnenner, d.h. es gibt m ∈ N mit πm C idB ∈ Rn×n.
Für dieses m liegt dann πmN ⊂M . ¤
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Bemerkung 6.3 (a) M/πmN hat eine A-Kompositionsreihe

N0 =M > N1 > N2 > . . . > Ns = πmN

so dass Ni−1/Ni
∼= Yji einfache A-Moduln.

(b) Yj kommt nur dann in (a) vor, wenn d(V, Yj) > 0.
(c) Es gibt einen A-Modulepimorphismus ϕ : Ni−1 → Yji, so dass Ni = ker(ϕ).
(d) Die maximalen A-Teilgitter von M sind gegeben als ker(ϕj) wo 〈ϕj〉 die eindimensio-
nalen EndA(Yj)-Teilräume von HomA(M,Yj) durchläuft und Yj die einfachen A-Moduln mit
d(V, Yj) > 0.

Satz 6.4 (Jordan-Zassenhaus) Z(V )/ ∼ ist eine endliche Menge.

Beweisskizze. Das Bild von AK in EndK(V ) ist eine einfache K-Algebra also von der Form
Dm×m für eine K-Divisionsalgebra D und ein m ∈ N. Ersetze AK durch sein Bild, also Œ
AK ∼= Dm×m. Es gibt eine R-Maximalordnung Λ ∼= Om×m (O die R-Maximalordnung in D,
wieder vollständiger diskreter Bewertungsring), die A enthält, sowie ein a ∈ N mit

πaΛ ⊂ A ⊂ Λ.

Ist L ein Λ-Gitter in V , so sind Z(Λ) = {ΠjL | j ∈ Z} alle Λ-Gitter in V , wobie Π ein
Primelement von O ist. Es gibt e ∈ N mit πO = ΠeO, d.h. Z(Λ)/ ∼ enthält genau e
Elemente. Ist N ein A-Gitter in V , so gibt es ein j ∈ Z mit

πaΠjL ⊂ N ⊂ NΛ = ΠjL

d.h. ein Gitter in [N ] liegt zwischen πa+eL und L. Da L/πa+eL aber nur endlich viele R-
Teilmoduln enthält, gibt es auch nur endlich viele A-Gitter. ¤

Algorithmus 6.5 (Zentrierungsalgorithmus) Gegeben ein A-Gitter M in V durch Matrizen
∆M(a1), . . .∆M(as) ∈ Rn×n (a1, . . . , as R-Algebren Erzeuger von A).
Gesucht: Z(V )/ ∼.
Algorithmus:
(0) Bestimme zunächst alle Kompositionsfaktoren von M/πM : {Y1, . . . , Ym} sowie die Divi-
sionsalgebren (im Fall F endlich, Körper) Ei := EndA(Yi) mit der meataxe (s. Darst. I). Yi
ist gegeben durch Matrizen di(a1), . . . , di(as) ∈ F xi×xi.
(1) Bestimme die maximalen Teilgitter von M : Bestimme für alle i die Ei-Vektorräume
HomA(M,Yi) durch Lösen des linearen Gleichungssystems

∆M(aj)X = Xdi(aj) für alle j = 1, . . . , s

sowie alle 1-dimensionalen Ei-Teilräume 〈ϕij〉 von HomA(M,Yi). Die maximalen Teilgitter
von M ergeben sich als Mij := ker(ϕij). Bestimme R-Basen dieser Gitter Mij und transfor-
miere die Darstellung ∆M auf diese Basen zu ∆Mij

: A→ Rn×n.
Mache weiter mit Mij anstelle von M in (1) für alle Mij, die nicht von der Form πmM ′ sind
für ein schon gefundenes M ′ (Basen vergleichen).
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Beispiel: A = Z3S3 und V der 2-dimensionale AK-Modul. Auf einem Z3S3-Gitter M ist die
Darstellung gegeben durch

∆M((1, 2)) :=

(

0 1
1 0

)

, ∆M((2, 3)) :=

(

1 0
−1 −1

)

.

A hat 2 einfache Moduln gegeben durch

δ1((1, 2)) = δ1((2, 3)) = (1), δ2((1, 2)) = δ2((2, 3)) = (−1)

Das GLS

∆M((1, 2))

(

x1
x2

)

=

(

x1
x2

)

δj((1, 2)), ∆M((2, 3))

(

x1
x2

)

=

(

x1
x2

)

δj((2, 3))

hat für j = 2 nur Null und für j = 1 den Raum 〈
(

1
1

)

〉 ≤ F1×23 als Lösungsmenge. Also

hat M genau ein maximales A-Teilgitter,

M ′ := {(a, b) ∈M | a+ b ≡3 0}

mit Basiswechselmatrix T :=

(

1 1
0 3

)

. Es ist

∆M ′((1, 2)) = T∆M((1, 2))T−1 =

(

−1 0
3 1

)

, ∆M ′((2, 3)) = T∆M((2, 3))T−1 =

(

2 1
−3 −2

)

.

Das GLS

∆M ′((1, 2))

(

x1
x2

)

=

(

x1
x2

)

δj((1, 2)), ∆M ′((2, 3))

(

x1
x2

)

=

(

x1
x2

)

δj((2, 3))

hat für j = 2 nur Null und für j = 1 den Raum 〈
(

1
0

)

〉 ≤ F1×23 als Lösungsmenge. Also

hat M ′ genau ein maximales A-Teilgitter,

M ′′ := {(a, b) ∈M | a+ b ≡3 0, a ≡3 0} = 3M.

Ende am 7.11.2006
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II. Gruppenringe und Brauercharaktere.

7 Dualität.

Sei G eine endliche Gruppe, R ein HIB, F ein Körper.

Bemerkung 7.1 (a) Sind M1 und M2 zwei RG-Gitter, so ist auch HomR(M1,M2) ein RG-
Gitter mit fg : m1 7→ (m1g

−1)fg für alle f ∈ HomR(M1,M2) und alle g ∈ G. Insbesondere ist
M∗ := HomR(M,R) wieder ein RG-Gitter (m)(fg) = (mg−1)f für m ∈M, g ∈ G, f ∈M ∗.
(b) Ist M ein FG-Modul, so ist

⊥ : {U ≤FG M} → {V ≤FG M
∗}, U 7→ U⊥ := {f ∈M ∗ | uf = 0 für alle u ∈ U}

ein Verbandsantiisomorphismus zwischen der Menge der FG-Teilmoduln von M und M ∗.
(c) Ist M ein RG-Gitter und W ein RG-Modul, so ist HomR(M,W ) ∼= M∗ ⊗R W als RG-
Modul. Genauer ist die Abbildung ϕ : M ∗ ⊗W → HomR(M,W ), f ⊗ w 7→ (m 7→ (mf)w)
ein RG-Modulisomorphismus.

Lemma 7.2 Seien M,M1,M2,M3 RG-Gitter.
(a) HomR(M1 ⊕M2,M3) ∼= HomR(M1,M3)⊕ HomR(M2,M3) als RG-Gitter.
(b) RG ∼= RG∗ vermöge 1 7→ α, wobei (

∑

g∈G agg)α = a1 (Augmentation).
(c) M e.e. projektiv ⇔ M ∗ e.e. projektiv.
(d) M projektiv unzerlegbar ⇔ M ∗ projektiv unzerlegbar.

Beweis. (a) ist klar.
(b) Für h ∈ G bildet der Homomorphismus αh das Element

∑

g∈G agg auf ah ab. Also ist
(αg | g ∈ G) die zu (g | g ∈ G) duale Basis von RG∗.
(c) M projektiv genau dann, wenn M direkter Summand eine freien RG-Gitters, also von
⊕nRG. Dann ist aber M ∗ direkter Summand des dualen Gitter

⊕nRG∗ ∼=
⊕nRG.

(d) Die unzerlegbaren direkten Summanden von RG und RG∗ ∼= RG stehen in Bijektion.
¤

Satz 7.3 Sei Y ein einfacher FG-Modul mit projektiver Hülle P (Y ). Dann ist der duale
Modul P (Y )∗ ∼= P (Y ∗) die projektive Hülle von Y ∗. Insbesondere hat P (Y ) auch genau
einen minimalen Teilmodul und dieser ist isomorph zu Y .

Beweis. P (Y )∗ ist auch projektiv unzerlegbar und hat genau einen minimalen Teilmodul,
nämlich X⊥ mit X ≤ P (Y ) der maximale Teilmodul. Es ist X⊥ ∼= (P (Y )/X)∗ ∼= Y ∗. Ist Y ′

der einfache Faktormodul von P (Y )∗, so hat auch P (Y ) = P (Y )∗∗ genau einen minimalen
Teilmodul und dieser ist isomorph zu (Y ′)∗. Wollen zeigen: Y ′ ∼= Y ∗.
Es ist P (Y ) = eFG mit einem primitiven Idempotent e ∈ FG. Also gilt auch für den
minimalen Teilmodul Z ≤ P (Y ), dass eZ 6= 0 ist.

26



Behauptung: Es ist auch Ze 6= 0. Sei dazu x ∈ Z mit ex =
∑

g∈G agg
−1 6= 0 und h ∈ G mit

(exh)α = ah 6= 0. Da (ab)α = (ba)α für beliebige a, b ∈ FG gilt dann auch (xhe)α 6= 0. Also
ist

Ze ∼= HomFG(P (Y ), Z) 6= 0

und daher Z ∼= Y . ¤

8 Relativ projektive Moduln.

Sei R ein HIB, G eine endliche Gruppe,H ≤ G. Für einen RG-ModulM (immer e.e.) seiM|H

der RH-Modul M mit Einschränkung der Operation. Ist M ein RH-Modul, so bezeichnet
MG den induzierten RG-Modul.

Definition 8.1 Ein RG-Modul P heißt H-projektiv, falls für alle RG-Modulepimorphismen
ϕ : V → W und alle RG-Homomorphismen ψ : P → W für die ein RH-Modulhomomorphismus
τ ′ : P → V existiert, der das Diagram kommutativ macht (τ ′ϕ = ψ) auch ein RG-
Modulhomomorphismus τ : P → V mit dieser Eigenschaft existiert.

Bemerkung 8.2 (a) Jeder RG-Modul ist G-projektiv.
(b) P ist ein projektiver RG-Modul, genau dann wenn es eine Untergruppe H ≤ G gibt, so
dass P|H projektiver RH-Modul ist und gleichzeitig P H-projektiv ist.
(c) Ist P ein freier R-Modul, so ist P projektiver RG-Modul ⇔ P ist {1}-projektiv.

Satz 8.3 Für einen RG-Modul P sind äquivalent:
(a) P ist H-projektiv.
(b) Jede exakte Sequenz

0→ V
ϕ→ W

ψ→ P → 0

von RG-Moduln die als Sequenz von RH-Moduln

0→ VH
ϕ→ WH

ψ→ PH → 0

zerfällt, zerfällt auch als Sequenz von RG-Moduln, d.h. es gibt einen RG-Modulmonomorphismus
µ : P → W so dass W = V ϕ⊕ Pµ = ker(ψ)⊕ Bild(µ) ist.
(c) P ist ein direkter Summand von (PH)

G.
(d) Es gibt einen RH-Modul V für den P ein direkter Summand von V G ist.

Beweis. (a) ⇒ (b): direkt aus Definition
(b) ⇒ (c): Sei G =

.∪ni=1 Hgi, g1 = 1. Dann ist

W := (PH)
G = P ⊗RH RG =

n
⊕

i=1

P ⊗ gi
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als R-Modul. ψ : W → P,
∑n

i=1 vi ⊗ gi 7→
∑n

i=1 vigi ist ein RG-Epimorphismus. Sei V :=
ker(ψ) und ϕ : V → W die Inklusion. Dann ist µ : P → W , v 7→ v ⊗ 1 ein RH-
Monomorphismus mit µψ = idP . Nach Voraussetzung zerfällt damit auch die exakte Sequenz

0→ V → (PH)
G =W → P → 0

von RG-Moduln, d.h. P ist direkter Summand von W .
(c) ⇒ (d): klar
(d) ⇒ (a): Sei P ein direkter Summand von V G und ι, π zugehörige RG-Homomorphismen
mit ιπ = idP . Seien ψ : V ′ → W ein RG-Epimorphismus und ϕ : P → W ein RG-
Homomorphismus. Sei τ ′ : P → V ′ ein RH-Homomorphismus mit τ ′ψ = ϕ. Definieren einen
RG-Homomorphismus

σ : V G → V ′,
n
∑

i=1

vi ⊗ gi 7→
n
∑

i=1

((vi ⊗ 1)πτ ′)gi

(nachrechnen, dass σ G-invariant ist). Dann gilt σψ = πϕ denn
∑

(vi ⊗ gi)σψ =
∑n

i=1((vi ⊗
1)πτ ′)giψ =

∑n
i=1((vi⊗ 1)πϕ)gi =

∑n
i=1(vi⊗ gi)πϕ. Daher macht der RG-Homomorphismus

τ := ισ das Diagramm kommutativ. ¤

Folgerung 8.4 Sei Q ≤ H ≤ G.
(a) Ist P ein Q-projektiver RH-Modul, so ist PG ebenfalls Q-projektiv.
(b) Ist P ein Q-projektiver RG-Modul und Q£G, so ist PH ebenfalls Q-projektiv.

Beweis. (a) P | V H = P ⊕ S ⇒ PG | V G = PG ⊕ SG.
(b) Ist P ein direkter Summand von V G (V ein RQ-Modul), so ist PH ein direkter Summand
von (V G)H . Dieser ist nach Mackey

(V G)H =
⊕

G=
.
∪HxQ

((V ⊗ x)H∩Qx)H = (
⊕

V ⊗ x)H

ein von Q nach H induzierter Modul, da Q£G. ¤

Folgerung 8.5 Setzt man Q = 1 in Folgerung 8.4 so erhält man (wegen projektiv = 1-
projektiv + R-frei):
(a) Ist P ein projektiver RH-Modul, so ist PG wieder projektiv.
(b) Ist P ein projektiver RG-Modul, so ist PH projektiv.

Folgerung 8.6 Sei (K,R, F ) ein p-modulares System, P ein projektives RG-Gitter, S ∈
Sylp(G). Dann ist die Einschränkung PS ein freier RS-Modul. Insbesondere ist

dimR(P ) = dimF (P ) = m|S|

für ein m ∈ N.
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Beweis. S hat nur einen einfachen FS-Modul, den trivialen Modul F . Weiter ist RS/J(RS) ∼=
F , also RS die projektive Hülle von F und als solcher der einzige projektiv unzerlegbare RS-
Modul. Da PS projektiv ist, ist er direkte Summe von Moduln ∼= RS also frei. ¤

Übung: Direkte Summanden von H-projektiven Moduln sind wieder H-projektiv.

Ende am 10.11.06

Definition 8.7 Sei G =
.∪ni=1 Hgi und V ein RG-Modul.

InvH(V ) := {v ∈ V | vh = v für alle h ∈ H}.
TrGH : InvH(V )→ InvG(V ), v 7→∑n

i=1 vgi heißt die Spur.

Bemerkung 8.8 (a) TrGH ist unabhängig von der Wahl der Vertreter gi.
(b) TrHU TrGH = TrGU für alle U ≤ H ≤ G.
(c) TrGH ist R-linear.
(d) Sind V und W zwei RG-Moduln, so ist InvH(HomR(V,W )) = HomRH(V,W ).
(e) TrGH : HomRH(V,W )→ HomRG(V,W ) ist R-Modulhomomorphismus.

Lemma 8.9 Seien P und W RG-Moduln.
(a) Für τ ∈ EndRG(P ), ϕ ∈ HomRH(P,W ), ψ ∈ HomRH(W,P ) ist

(τϕ) TrGH = τ(ϕTrGH)
(ψτ) TrGH = (ψTrGH)τ

(b) (EndRH(P )) Tr
G
H £EndRG(P ).

(c) τ ∈ EndRG(P )⇒ (τ) TrGH = [G : H]τ .

Satz 8.10 (Higman, Gaschütz) Der RG-Modul P ist H-projektiv ⇔ (EndRH(P )) Tr
G
H =

EndRG(P ) ⇔ es gibt τ ∈ EndRH(P ) mit (τ) TrGH = idP .

Beweis. Die zweite Äquivalenz ist klar, da das Bild von TrGH ein Ideal in EndRG(P ) ist. Zur
ersten Äquivalenz: Sei P ein H-projektiver RG-Modul und µ : P → (PH)

G, π : (PH)
G → P

zwei RG-Homomorphismen mit µπ = idP . Für v ∈ P ist vµ =
∑n

i=1 vi ⊗ gi. Setze dann

vτ := (v1 ⊗ 1)π.

Dann ist (vh)τ = (v1h⊗ 1)π = (v1 ⊗ 1)πh = vτh für alle h ∈ H. Weiter ist

(v)(τ TrGH) =
n
∑

i=1

(vg−1i )τgi =
n
∑

i=1

(vi ⊗ 1)πgi =
n
∑

i=1

(vi ⊗ gi)π = vιπ = v

also ist τ TrGH = idP und damit TrGH surjektiv.
Sei umgekehrt die Spurabbildung surjektiv und τ ∈ EndRH(P ) mit τ TrGH = idP . Sei
π : PG

H → P,
∑n

i=1 vi ⊗ gi 7→
∑n

i=1 vigi der RG-Epimorphismus und ϕ′ : P → PG
H ein

dazu linksinverser RH-Homomorphismus (dieser exisitiert immer, da PH immer direkter
Summand von (PG

H )H ist). Setze ϕ := (τϕ′) TrGH : P → PG
H . Dann ist

ϕπ = (τϕ′) TrGH π = (τϕ′π) TrGH = (τ) TrGH = idP .

¤
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Folgerung 8.11 (Maschke) Ist [G : H] eine Einheit in R, so ist jeder RG-Modul H-
projektiv.

Folgerung 8.12 Jeder RG-Modul ist S-projektiv, falls S ∈ Sylp(G) und (K,R, F ) ein p-
modulares System.

Folgerung 8.13 Sei (K,R, F ) ein p-modulares System und p |6 |G|. Dann ist jedes RG-Gitter
projektiv und ebenso jeder FG-Modul projektiv. Die Abbildungen V 7→ V = V/πV und
V 7→ VK induzieren Bijektionen zwischen den Isomorphieklassen von RG-Gittern und den
der FG-Moduln bzw. KG-Modul. Es ist V unzerlegbar ⇔ V einfach ⇔ VK einfach.

9 Brauercharaktere.

Sei (K,R, F ) ein p-modulares System, G eine endliche Gruppe.

Definition 9.1 Sei V ein RG-Modul. Der Brauercharakter von V ist eine Abbildung

βV : Gp′ := {g ∈ G | p |6 o(g)} → R

definiert wie folgt: Ist g ∈ Gp′ so gibt es bis auf Isomorphie genau ein R〈g〉-Gitter M mit
M/πM ∼= V/πV (als R〈g〉-Moduln). Setze βV (g) := Spur(∆M(g)).

Bemerkung 9.2 (a) βV = βV und βV (1) = dimF (V ).
(b) Ist g ∈ Gp′ von Ordnung m, so ist βV (g) eine Summe von m-ten Einheitswurzeln in K.
(c) βV ∗(g) = βV (g

−1) und βV 1⊗FV 2
= βV 1

βV 2

(d) βV ist Klassenfunktion auf Gp′.
(e) Ist V ein RG-Gitter mit Charakter ψ : G→ R, g 7→ Spur(∆V (g)), so ist βV = ψ|Gp′

.
(f) V ∼= V ′ ⇒ βV = βV ′.
(g) 0 ≤ V ≤ W RG-Moduln ⇒ βW = βV + βW/V .

Beweis. Zu (d): Sei g1 := hgh−1 ∈ Gp′ und M1 ein R〈g1〉-Gitter mit ϕ : M1 → V 〈g1〉 ein

R〈g1〉-Ismomorphismus. Dann wird M1 zu einem R〈g〉-Gitter vermöge m1g
j := m1g

j
1 für alle

j ∈ N. Es ist ϕ′ :M1 → V , m1 7→ m1ϕh ein R〈g〉-Modulisomorphismus. Also ist

βV (g) = Spur(∆M1(g)) = Spur(∆M1(g1)) = βV (g1).

¤

Satz 9.3 Sei P ein projektives RG-Gitter mit Charakter η : G → R, g 7→ Spur(∆P (g)).
Dann ist η(g) = 0 für alle g ∈ G − Gp′ und η(1) ist durch die Ordnung der p-Sylowgruppe
von G teilbar.
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Beweis. Sei S ∈ Sylp(G). Dann ist P|S frei, also isomorph zur direkten Summe von regulären
RS-Gittern. Ist also 1 6= s ∈ S, so ist η(s) = m Spurreg(s) = 0. Sei nun g ∈ G − Gp′ . Dann
gibt es eindeutige g1, g2 ∈ G mit g = g1g2 = g2g1 und g1 ∈ Gp′ , g2 6= 1 und o(g2) = p-
Potenz. Weiter ist 〈g〉 = 〈g1〉× 〈g2〉 und P|〈g〉 = V1⊗V2 für R〈gi〉-Moduln Vi. Es ist ∆P (g) =

∆V1(g1)⊗∆V2(g2). Da P ein projektiver RG-Modul war, ist P〈g2〉
∼= V

dim(V1)
2 ein projektiver

R〈g2〉-Modul und also frei. Damit gilt Spur(∆V2(g2)) = 0 und also

η(g) = Spur(∆P (g)) = Spur(∆V1(g1)) Spur(∆V2(g2)) = 0.

¤

Definition 9.4 Seien Y1, . . . , Ys Vertreter der Isomorphieklassen einfacher RG-Moduln und

IBr(G) := {ϕ1, . . . , ϕs}

die zugehörigen Brauercharaktere. Bezeichne Ui das projektive RG-Gitter mit Kopf Yi und
sei Φi der Charakter von Ui (i = 1, . . . , s). Weiter sei

Irr(G) := {χ1, . . . , χh}

die Menge der Charaktere irreduzibler KG-Moduln X1, . . . , Xh. Auf dem Raum der Klassen-
funktionen f : Gp′ → K definieren wir ein K-wertiges Skalarprodukt

(ϕ, ψ)Gp′
:=

1

|G|
∑

g∈Gp′

ϕ(g)ψ(g−1).

Satz 9.5 (Orthogonalitätsrelationen)
(a) (Φi, ϕj)Gp′

= δij dimF (EndFG(Yj)).
(b) Sind K und F Zerfällungskörper für G so ist für g1, g2 ∈ Gp′

s
∑

i=1

ϕi(g1)Φi(g
−1
2 ) =

{

0 falls g1 6∼ g2
|CG(g1)| falls g1 ∼ g2

Beweis. (a) Ist P ein projektiver FG-Modul und Y ein beliebiger FG-Modul, so ist P ⊗F Y
wieder ein projektiver FG-Modul, denn:
P projektiv ⇔ P ist 1-projektiv ⇔ P ist direkter Summand eines Moduls V G

1 ⇔ P ⊗F Y
direkter Summand von (V ⊗F Y )G1

∼= Y ⊗F (V G
1 ).

Insbesondere ist U := Ui ⊗ Y ∗j ein projektiver FG-Modul. Sei U das zugehörige projektive

RG-Gitter mit U/πU ∼= U und θ der Charakter von U . Dann ist für g ∈ Gp′ θ(g) =
Φi(g)ϕj(g

−1) und θ(h) = 0 falls h ∈ G−Gp′ . Also ist

(Φi, ϕj)Gp′
= 1

|G|

∑

g∈G θ(g) = (θ, χ1)G = dimK(HomKG(UK , K))
∗
= dimF (HomFG(U, F ))

∗∗
=

dimF (HomFG(F,U)) = dimF (InvFG(U)) = dimF (InvFG(Ui ⊗F Y
∗
j )) =

dimF (InvFG(HomF (Ui, Yj))) = dimF (HomFG(Ui, Yj)) = δij dimF (EndFG(Yj)).

wobei die Gleichheit ∗ folgt, da U projektiv ist und daher Epimorphismen U → F = R/πR
zu Epimorphismen U → R (und damit UK → K) liftbar sind, und die Gleichheit ∗∗ daraus,
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dass beide Dimensionen die Vielfachheit der projektiven Hülle P (F ) in U zählen (vgl. Satz
7.3).
Ende am 14.11.2006

(b) Sei ∆ij die Vielfachheit von Xi in Uj ⊗R K. Dann ist Φj =
∑h

i=1∆ijXi und also für
g ∈ Gp′ :

s
∑

j=1

ϕj(g1)Φj(g
−1
2 ) =

s
∑

j=1

h
∑

i=1

∆ijϕj(g1)χi(g
−1
2 ).

Da K und F Zerfällungskörper für G sind, ist ∆ij = dij und

s
∑

j=1

∆ijϕj(g1) = χi(g1).

Also ergibt sich insgesamt

s
∑

j=1

ϕj(g1)Φj(g
−1
2 ) =

h
∑

i=1

χi(g1)χi(g
−1
2 )

und daraus die Behauptung nach Darstellungstheorie I. ¤

Ab jetzt seien K und F Zerfällungskörper für G.

Bemerkung 9.6 In Matrizen lesen sich die Orthogonalitätsrelationen wie folgt: Seien {g1, . . . , gs′}
Vertreter der G-Konjugiertenklassen in Gp′ und

P := (Φi(g
−1
j )), S := (ϕi(gj)) ∈ Rs×s′ , d := diag(|CG(g1)|, . . . , |CG(gs′)|).

Dann liest sich 9.5 (b) als StrP = d. Wegen

(Φi, ϕj)Gp′
=

1

|G|

s′
∑

l=1

|G|
|CG(gl)|

Φi(g
−1
l )ϕj(gl)

ergibt sich 9.5 (a) im Zerfällungskörperfall als Pd−1Str = Is.

Folgerung 9.7 (a) Die Anzahl s der irreduziblen Brauercharaktere von G ist die Anzahl der
p′-Klassen in G.
(b) IBr(G) und auch (Φ1, . . . ,Φs) sind Basen des Raums der Klassenfunktionen auf Gp′.
(c) Ist V ein FG-Modul mit Brauercharakter

βV =
s
∑

i=1

aiϕi,

so ist ai die Vielfachheit von Yi als Kompositionsfaktor von V .

Beweis. Wegen der Orthogonalitätsrelationen (Satz 9.5 (a)) sind (ϕ1, . . . , ϕs) und auch
(Φ1, . . . ,Φs) K-linear unabhängige Klassenfunktionen auf Gp′ . Also ist s ≤ s′ := Anzahl
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der p′-Klassen in G.
Seien g1, . . . , gs′ Vertreter der p

′-Klassen in G. Wegen Satz 9.5 (b) gilt für die s×s′-Matrizen
S := (ϕi(gj)) und P := (Φi(g

−1
j ))

StrP = diag(|CG(g1)|, . . . , |CG(gs′)|) = d.

Damit ist der Rang von S und P größer oder gleich s′ und daher s ≥ s′. ¤

Beispiel: Z2S3.

Satz 9.8 (a) (Φi,Φj)Gp′
= (Φi,Φj)G = cij, wo C = (cij) die Cartanmatrix ist.

(b) (ϕi, ϕj)Gp′
= γij, wo (γij) = C−1 die Inverse der Cartanmatrix ist.

Beweis. (a) ist klar nach Folgerung 5.7.
(b) Es ist

s
∑

j=1

cijγjk =
s
∑

j=1

cij(ϕj, ϕk)Gp′
= (

s
∑

j=1

cijϕj, ϕk)Gp′
= (Φi, ϕk)Gp′

= δik.

¤

Lemma 9.9 Sei S ∈ Sylp(G), |S| = pa und α : Gp′ → K eine Klassenfunktion. Definiere

ηα : G→ K, g 7→
{

paα(g) falls g ∈ Gp′

0 sonst.

Ist für jede p′-Untergruppe H ≤ G die Einschränkung von α auf H ein verallgemeiner-
ter Charakter (Z-Linearkombination von Charakteren), so ist auch ηα ein verallgemeinerter
Charakter von G.

Beweis. Wir benutzen den Brauerschen Hauptsatz über verallgemeinerte Charaktere aus dem
letzten Semester. Dieser besagt dass eine Klassenfunktion ein verallgemeinerter Charakter
ist, falls ihre Einschränkung auf alle elementaren Untergruppen von G ein verallgemeinerter
Charakter ist. Sei also E = Q × A eine elementare Untergruppe, Q eine p-Gruppe und A
eine p′-Gruppe und bezeichne ρ den regulären Charakter von Q, d.h. ρ(g) = 0 falls g 6= 1
und ρ(1) = |Q| = pb. Dann ist die Einschränkung von ηα auf E gleich pa−b(ρ ⊗ α|A) ein
verallgemeinerter Charakter von E. ¤

Folgerung 9.10 det(C) ist eine p-Potenz.

Beweis. Sei pa = |S| mit S ∈ Sylp(G). Dann ist

p2a(γij) = p2a(ϕi, ϕj)Gp′
= (ηϕi

, ηϕj
)G ∈ Z

da die Einschränkung von ϕi auf jede p
′-Untergruppe von G ein Charakter ist und daher

nach dem Lemma ηϕi
ein verallgemeinerter Charakter. ¤

Ende 17.11.
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Lemma 9.11 Es erzeugen die Zeilen von H := (χi(gj))i∈[1,h],j∈[1,s] den R-Modul aller Zeilen
R1×s.

Beweis. Es genügt, eine Matrix A ∈ Rs×h mit AH ∈ GLs(R) zu finden. Dafür wiederum
genügt es, ĀH̄ ∈ GLs(F ) zu wissen.

Sei i ∈ [1, s]. Es genügt, eine R-Linearkombination ψ von Charakteren von G zu finden mit
ψ(gi) 6≡π 0 und mit ψ(gj) ≡π 0 für j 6= i.

Sei Q eine p-Sylowgruppe von CG(gi). Sei δ : 〈gj〉 → R durch δ(gi) = 1 und δ(x) = 0 für
x 6= gi definiert. Dies ist eine R-Linearkombination von Charakteren, da die Charaktertafel
von 〈gi〉 Determinantenquadrat ±|〈gi〉||〈gi〉| ∈ R∗ hat.
Sei ψ := (1 ⊗ δ)»GQ×〈gi〉

. Es ist ψ(gj) = |Q × 〈gi〉|−1
∑

x∈G, xgjx−1 ∈Q×〈gi〉

(1 ⊗ δ)(xgjx
−1). Ist

xgjx
−1 6= gi, so ist xgjx

−1 6∈ Q×{gi}, da alle Elemente in (Qr{1})×{gi} keine p′-Elemente
sind. Ist also j 6= i, so ist ψ(gj) = 0. Hingegen ist ψ(gi) = |Q×〈gi〉|−1

∑

x∈CG(gi)
(1⊗ δ)(gi) =

|Q× 〈gi〉|−1|CG(gi)| ∈ R∗. ¤

Satz 9.12 Sei g1, . . . , gs ein Vertretersystem der p′-Klassen von G.
(a) Es gibt d̃ij ∈ Z so dass ϕj =

∑h
i=1 d̃ij(χi)|Gp′

. Die Elementarteiler der Zerlegungsmatrix
D sind alle gleich 1.
(b) p |6 det(ϕi(gj))

2 ∈ Z ⊂ R
(c) Sei v die Bewertung zu R mit v(p) = 1 und di := v(|CG(gi)|). Dann sind die Elementar-
teiler von C gleich (pd1 , . . . , pds).
(d) v(Φi(gj)) ≥ dj und für jedes i gibt es ein j mit v(Φi(gj)) = dj.

Beweis. (a) Sei g ∈ G. Dann hat g eine eindeutige Darstellung der Form g = g1g2 = g2g1
mit g2 ∈ Gp′ und o(g1) = p-Potenz. Setze ϕ̃(g) := ϕj(g2). Dann ist ϕ̃ ein verallgmeinerter
Charakter von G, denn für alle p-elementaren Untergruppen E = Q×A ist ϕ̃E = 1Q⊗ (ϕj)A
ein verallgemeinerter Charakter. Also ist ϕj =

∑h
i=1 d̃ij(χi)|Gp′

. Für die Zerlegungszahlen dij
gilt

(χi)Gp′
=

s
∑

j=1

dijϕj =
s
∑

j=1

h
∑

l=1

dij d̃lj(χl)Gp′

und ebenso

ϕj =
h
∑

i=1

s
∑

l=1

d̃ijdilϕl.

Da (ϕ1, . . . , ϕs) eine Basis ist, folgt daraus
∑h

i=1 d̃ijdik = δjk und die Elementarteiler von D
sind alle gleich 1.
(b) Mit vorangegangenem Lemma erzeugen die Zeilen von H den R-Modul R1×s. Da sich H
als Produkt aus Zerlegungsmatrix und S schreiben läßt, gilt dies auch S. Also ist det(ϕi(gj)) ∈
R∗. Weiter ist

diag(|CG(g1)|, . . . , |CG(gs)|) = (Φi(gj))
tr(ϕi(g

−1
j )) = (ϕi(gj))

trC(ϕi(g
−1
j ))
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Also ist det(ϕ(gj))
2 ∈ Z.

(c) In Rs×s ist C äquivalent zu einer Matrix diag(pd1 , . . . , pds) (s.o.). Da die Determinante
von C eine p-Potenz ist, sind also auch die Elementarteiler von C über Z gleich (pd1 , . . . , pds).

¤

10 Charaktere in Blöcken.

Generalvoraussetzung für diesen Abschnitt:
(K,R, F ) ein p-modulares System, so dass K und F Zerfällungskörper, v die Bewertung von
K mit v(p) = 1.
RG =

⊕m
j=1RGbj (Blockzerlegung), Bi := RGbi.

KG =
⊕h

j=1RGcj mit cj =
χj(1)

|G|

∑

g∈G χj(g
−1)g.

Irr(Bi) := {χj | 1 ≤ j ≤ h, cjbi = cj} die Menge der irreduziblen gewöhnlichen Charaktere
im Block Bi und IBr(Bi) ⊂ {ϕ1, . . . , ϕs} die Menge der irreduziblen Brauercharaktere im
Block Bi.

Satz 10.1 (Osima) bi =
∑

χj∈Irr(Bi)
cj =

∑

g∈G rgg mit rg = 0, falls g 6∈ Gp′.

Beweis. Es ist bi =
∑

χj∈Irr(Bi)
cj =

1
|G|

∑

g∈G

∑

χj∈Irr(Bi)
χj(1)χj(g

−1)g. Die Klassenfunktion

g 7→ ∑

χj∈Irr(Bi)
χj(1)χj(g

−1) ist der Charakter des projektiven RG-Moduls Bi, nimmt also
nach Satz 9.3 auf G−Gp′ nur den Wert 0 an. ¤

Definition 10.2 d(χj) := v(|G|)− v(χj(1)) heißt der Defekt des Charakters χj.
d(Bi) := max{d(χj) | χj ∈ Irr(Bi)} heißt der Defekt des Blocks Bi.
Für χj ∈ Irr(Bi) heißt h(χj) := d(Bi)− d(χj) die Höhe von χj.

Ende 21.11.

Lemma 10.3 Sei χ ∈ Irr(B), ϕ ∈ IBr(B).
(a) v(χ(g)) ≥ v(|CG(g)|)− d(χ) ≥ v(|CG(g)|)− d(B) für alle g ∈ G.
(b) Für g ∈ Gp′ ist

min{v(χ(g)) | χ ∈ Irr(B)} = min{v(ϕ(g)) | ϕ ∈ IBr(B)}

(c) v(ϕ(g)) ≥ v(|CG(g)|)− d(B) für alle g ∈ Gp′.
(d) Ist v(|G|) = a so gilt

pa−d(B) | χ(1) für alle χ ∈ Irr(B)
pa−d(B) | ϕ(1) für alle ϕ ∈ IBr(B)

und es gibt χ ∈ Irr(B), ϕ ∈ IBr(B) mit

pa−d(B)+1 |6 χ(1), pa−d(B)+1 |6 ϕ(1).
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Beweis. (a) |G|
|CG(g)|

χ(g)
χ(1)

ganz algebraisch, also in R. Also ist

v(χ(g)) + v(
|G|
χ(1)

)− v(|CG(g)|) = v(χ(g)) + d(χ)− v(|CG(g)|) ≥ 0.

(b) SeiDB die Zerlegungsmatrix des BlocksB, Irr(B) := {χ1, . . . , χk}, IBr(B) := {ϕ1, . . . , ϕeB
},

g1, . . . , gs Vertreter der p
′-Klassen in G. Dann ist

(χi(gj)) = DB(ϕi(gj)) = A1



















1
. . .

1
0 0 0
...

...
...

0 0 0



















A2(ϕi(gj))

wobei A1, A2 ganzzahlig invertierbare Matrizen sind da DB Elementarteiler 1 hat, und
χi|Gp′

=
∑eB

l=1 dilϕl. Die j-te Spalte dieses Produkts ist teilbar durch pmin{v(ϕ(gj))|ϕ∈IBr(B)},
also ist auch die j-te Spalte von (χi(gj)) durch diese p-Potenz teilbar. Damit ist

lj := min{v(ϕ(gj)) | ϕ ∈ IBr(B)} ≤ min{v(χ(gj)) | χ ∈ Irr(B)} =: rj

Die j-te Spalte von (χi(gj)) ist durch prj teilbar, also auch die j-te Spalte von A−11 (χi(gj))
und damit folgt lj = rj. ¤

Achtung: Für Brauercharaktere ϕ ∈ IBr(G) gilt nicht immer ϕ(1) | |G|. Beispiel: G =McL,
|G| = 273653 · 7 · 11. ϕ ∈ IBr(Z2G) mit ϕ(1) = 230.

Satz 10.4 Äquivalent sind für einen Block B = RGb und χ ∈ Irr(B).
(a) d(χ) = 0.
(b) χ(g) = 0 für alle 1 6= g ∈ G von p-Potenzordnung.
(c) χ(g) = 0 für alle g ∈ G−Gp′.

(d) c = χ(1)
|G|

∑

g∈G χ(g
−1)g ∈ RG (ist damit ein Blockidempotent).

(e) {χ} = Irr(B).
(f) d(B) = 0.
(g) DB = (1) (Zerlegungsmatrix von B).
(g’) CB = (1) (Cartanmatrix von B).
(h) χ ist Charakter eines projektiven RG-Gitters.
(i) FGb einfacher Ring.

Beweis. (a) ⇒ (d) klar, da dann χ(1)/|G| ∈ R.
(d) ⇒ (e) klar nach Satz 10.1
(a) ⇔ (f) ebenfalls nach Satz 10.1
(e) ⇔ (g) klar.
(g) ⇔ (g’) klar, da CB = Dtr

BDB und DB nur Einträge in Z≥0 hat.
(g) ⇒ (h) folgt aus Brauerreziprozität.
(h) ⇒ (c) ist Satz 9.3.
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(c) ⇒ (b) klar.
(f) ⇒ (a) klar.

(b) ⇒ (a) Sei S ∈ Sylp(G). Dann ist (χS, 1S)S = 1
|S|

∑

g∈S χ(g) =
χ(1)
|S|
∈ Z also ergibt sich

(a).
(g’) ⇔ (i): Übung. ¤

Bemerkung 10.5 Zu χ ∈ Irr(G) gehört ein K-Algebrenhomomorphismus ω : Z(KG)→ K
definiert auf den Klassensummen σ(gj) durch

ω(σ(gj)) :=
|gGj |χ(gj)
χ(1)

∈ R, da ganz algebraisch.

Die Einschränkung von ω auf Z(RG) liefert einen R-Algebrenhomomorphismus ω : Z(RG)→
R und somit einen F -Algebrenhomomorphismus ω : Z(FG) → F . (Beachte: die Klassen-
summen bilden auch eine Basis von Z(FG).)
Für χi, χj ∈ Irr(KG) mit zugehörigen zentralen Charakteren ωi, ωj und zentral primitiven

Idempotenten ci =
χi(1)
|G|

∑

g∈G χi(g
−1)g ∈ KG gilt ωj(ci) = δij. Wegen Satz 10.1 folgt somit

ω(b) =

{

1 χ ∈ Irr(RGb)
0 sonst

und daher ωi 6= ωj falls χi und χj in verschiedenen Blöcken

liegen.

Satz 10.6 Äquivalent sind für χi, χj ∈ Irr(G).
(a) χi und χj liegen im gleichen Block.
(b) ωi = ωj.
(c) ωi(σ(gl)) ≡πR ωj(σ(gl)) für alle l = 1, . . . , s, wobei σ(gl) die Summe über die G-
Konjugiertenklasse von gl ∈ Gp′ bezeichne.
(d) ωi(σ(gl)) ≡pR ωj(σ(gl)) für alle l = 1, . . . , s.

Beweis. Für ein Blockidempotent b ist ω(b) =

{

1 χ ∈ Irr(RGb)
0 sonst

und daher ωi 6= ωj falls χi

und χj in verschiedenen Blöcken liegen. Weiter ist ωi : Z(FG)→ F ein F -Algebrenhomomorphismus.
Für jeden Algebrenhom. 0 6= λ : Z(FG)→ F ist ker(λ) ein Ideal in Z(FG). Es ist

Z(FG) = Z(FG)b1 ⊕ . . .⊕ Z(FG)bm

und Z(FG)bi =: Bi hat genau ein maximales Ideal Ri := J(Z(FG))bi. Es ist Bi/Ri
∼= F

(da F Zerfällungskörper). Also gibt es genau m maximale Ideale in Z(FG) und damit auch
genau m Algebrenhom. λ : Z(FG)→ F und diese sind dann {ω1, . . . , ωh}
(b) ⇒ (c): klar.
(c)⇒ (b): Folgt aus Satz 10.1, da die zentral primitiven Idempotente R-Linearkombinationen
der p′-Klassensummen σ(gl) sind.
(c) ⇒ (d): Sei ωi(σ(gl)) ≡πR ωj(σ(gl)) für alle l = 1, . . . , s. Da ωi(σ(gl)) eine Summe von
p′-Einheitswurzeln ist, liegt ωi(σ(gl)) ∈ Zp[ζ] für eine primitive n-te Einheitswurzel ζ mit
p |6 n. Also liegt ωi(σ(gl))−ωj(σ(gl)) ∈ Zp[ζ]∩πR ⊂ pZp[ζ]. (Unverzweigtheit z.B. mit Hensel
zeigen, xn−1 hat mod p n verschiedene Nullstellen. Daraus ergibt sich [Qp[ζ] : Qp] = [Fp[ζ] :
Fp] =: f und e = 1.)
(d) ⇒ (c) ist klar. ¤
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Satz 10.7 (Schwache Blockorthogonalität) Ist g ∈ Gp′, h ∈ G − Gp′, B ein Block von RG,
so ist

∑

χ∈Irr(B)

χ(g)χ(h) = 0.

Beweis. Sei IBr(B) = {ϕ1, . . . , ϕl} und Φi der Charakter der projektiven Hülle des einfachen
Moduls mit Brauercharakter ϕi. Dann ist Φi(h) = 0. Sei Irr(B) = {χ1, . . . , χk}. Es ist

0 =
∑l

i=1 ϕi(g)Φi(h) =
∑l

i=1 ϕi(g)
∑k

j=1 djiχj(h) =
∑k

j=1(
∑l

i=1 djiϕi(g))χj(h) =
∑k

j=1 χj(g)χj(h).

¤

Ende 24.11.

11 Anzahl der Blöcke von maximalem Defekt.

Sei G eine endliche Gruppe, (K,R, F ) ein p-modulares System, K und F Zerfällungskörper
für G. Sei B ein Block von RG, kB = | Irr(B)| und `B := | IBr(B)|.

Lemma 11.1 Ist ψ ∈ IBr(B) oder ψ ∈ Irr(B) so sei

ηψ : G→ K, g 7→
{

pd(B)ψ(g) falls g ∈ Gp′

0 sonst.

Dann ist ηψ ein verallgemeinerter Charakter von G.

Beweis. Wir benutzen den Brauerschen Hauptsatz über verallgemeinerte Charaktere aus dem
letzten Semester. Dieser besagt dass eine Klassenfunktion ein verallgemeinerter Charakter
ist, falls ihre Einschränkung auf alle elementaren Untergruppen von G ein verallgemeinerter
Charakter ist. Sei also E = Q × A eine elementare Untergruppe, |Q| = pb und A eine p′-
Gruppe. Dann ist v(|CG(g)|) ≥ b für alle g ∈ A. Sei ξ ∈ Irr(E). Zu zeigen: (ηψ, ξ)E ∈ Z. Es
ist

(ηψ, ξ)E =
1

|E|
∑

g∈A

ηψ(g)ξ(g
−1) =:

1

|E|α

wo α = |A|(ηψ, ξ)A. Nach Lemma 10.3 (a) ist für g ∈ A

v(ψ(g)) ≥ v(|CG(g)|)− d(B) ≥ b− d(B)

und daher v(ηψ(g)) ≥ b. Da |A| eine Einheit in R ist, ist auch v((ηψ, ξ)A) ≥ b und damit
α ∈ |A|pbZ≥0, d.h. (ηψ, ξ)E ∈ Z.
Dann ist die Einschränkung von ηψ auf E ein verallgemeinerter Charakter von E und nach
dem Brauerschen Hauptsatz daher auch ηψ. ¤
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Lemma 11.2 Bezeichnet CB die Cartanmatrix von B, dann ist pd(B)C−1B ∈ Z`B×`B . Die
Elementarteiler von CB sind Teiler von pd(B) und mindestens ein Elementarteiler ist gleich
pd(B).
Ist d(B) 6= 0, dann ist

kB = | Irr(B)| > | IBr(B)| = `B.

Beweis. Sei ϕ ∈ IBr(B). Dann gibt es nach Satz 9.12 d̃ϕ,χ ∈ Z mit ϕ =
∑

χ∈Irr(B) d̃ϕ,χχ|Gp′
.

Setze
ϕ̂ :=

∑

χ∈Irr(B)

d̃ϕ,χχ.

Dann ist ϕ̂ ein verallgemeinerter Charakter von G. Für ϕ′ ∈ IBr(B) ist

(ϕ̂, ηϕ′)G =
1

|G|p
d(B)

∑

g∈Gp′

ϕ̂(g)ϕ′(g−1) = pd(B)(ϕ, ϕ′)Gp′
= pd(B)γϕ,ϕ′

wobei (γij) = C−1B wie in Satz 9.8 die Inverse der Cartanmatrix bezeichnet. Also ist pd(B)C−1B
ganzzahlig und daher teilen die Elementarteiler von CB alle pd(B).
Es ist

CB







ϕ1(1)
...
ϕ`(1)






=







Φ1(1)
...
Φ`(1)






∈ paZ`

Nach Lemma 10.3 gibt es ein i mit pa−d(B)+1 |6 ϕi(1). Wäre schon pd(B)−1C−1B ∈ Z`B×`B , so
würde schon ϕ(1) ∈ pa−d(B)+1Z liegen für alle ϕ ∈ IBr(B), ein Widerspruch zu Lemma 10.3.
Aus kB = `B folgt, dass die Zerlegungsmatrix DB quadratisch ist. Da die Elementarteiler
von DB alle gleich 1 sind, ist damit det(DB) = 1 und also auch det(CB) = det(Dtr

BDB) = 1,
ein Widerspruch zu d(B) > 0. ¤

Lemma 11.3 Für χi, χj ∈ Irr(B) sei aij := (χi, ηχj
)G = pd(B)(χi, χj)Gp′

und AB := (aij) ∈
ZkB×kB . Dann gilt
(a) AB = pd(B)DBC

−1
B Dtr

B , insbesondere ist AB = AtrB .
(b) A2B = pd(B)AB. Insbesondere ist die Spur von AB gleich Spur(AB) = pd(B)`B.
(c) AB und pd(B)C−1B haben die gleichen Elementarteiler 6= 0. Insbesondere gibt es ein Paar
i, j mit p |6 aij.
(d) Sei hi := h(χi) := d(B)− v( |G|

χi(1)
) die Höhe von χi ∈ Irr(B). Dann ist

aij ≡phi+1

χi(1)

χk(1)
akj.

Beweis. (a)
aij =

1
|G|
pd(B)

∑

g∈Gp′
χi(g)χj(g

−1)

= pd(B)

|G|

∑

g∈Gp′

∑`B
k,l=1 dikϕk(g)djlϕl(g

−1)

= pd(B)
∑`B

k,l=1 dikdjlγkl.
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Also ist AB = pd(B)DBC
−1
B Dtr

B .
(b) A2B = p2d(B)DBC

−1
B (Dtr

BDB)C
−1
B Dtr

B = p2d(B)DBC
−1
B Dtr

B = pd(B)AB. Der Rang von AB ist
gleich `B, da CB = Dtr

BDB und damit auch C−1B positiv definit sind und der Rang von DB

gleich `B ist. AB ist diagonalisierbar mit Eigenwerten 0 und pd(B) mit Vielfachheiten kB− `B
bzw. `B. Also ist Spur(AB) = `Bp

d(B).
(c) Folgt, da die Elementarteiler von DB alle gleich 1 sind: Durch Hinzufügen geeigneter
Spalten zu DB erhält man eine Matrix D̂B ∈ GL(kB,Z) mit

AB = D̂B

(

pd(B)C−1B 0
0 0

)

D̂tr
B .

Nach Lemma 11.2 hat CB einen Elementarteiler pd(B), also hat AB einen Elementarteiler 1.
(d) Es ist

aij =
pd(B)

|G|

`B
∑

k=1

|gGk |χi(gk)χj(g−1k ).

Für den zentralen Charakter ωi gilt

ωi(σ(gj)) =
|gGj |χi(gj)
χi(1)

.

Weiter ist

|G|
pd(B)χi(1)

aij =

`B
∑

m=1

ωi(σ(gm))χj(g
−1
m ) ≡p

`B
∑

m=1

ωk(σ(gm))χj(g
−1
m ) =

|G|
pd(B)χk(1)

akj

da ωi ≡p ωk. Insbesondere gilt v(aij) ≥ v(χi(1)) + d(B) − v(|G|) = h(χi) = hi. Setze a
′
ij :=

aij

phi
∈ R und schreibe |G| = paq mit p |6 q ∈ Z. Dann ist χi(1) = pa−d(B)+hifi mit p |6 fi ∈ Z.

Dann liest sich das oben gezeigte als
qa′ij
fi
≡p

qa′kj

fk
und daher a′ij ≡p

fi

fk
a′kj ⇒ aij ≡phi+1

χi(1)
χk(1)

akj.
¤

Satz 11.4 (a) CB hat genau einen Elementarteiler pd(B).
(b) kB = | Irr(B)| ≤ 1

4
p2d(B) + 1 (Vermutung von Brauer: kB ≤ pd(B)).

(c) Gibt es ein χ ∈ Irr(B) mit d(χ) = 1, so ist auch d(B) = 1.

Beweis. Sei Irr(B) = {χ1, . . . , χkB
} mit h1 = h(χ1) = 0. Nach Lemma 11.3 ist

? aj1 ≡ χj(1)

χ1(1)
a11 (mod phj+1)

?? aij ≡ χi(1)
χ1(1)

a1j (mod phi+1)

da aj1 = a1j. Also ist

aij ≡
χi(1)χj(1)

χ1(1)2
a11 (mod pmin(hi,hj)+1)

Nach Lemma 11.3 (c) gibt es ein aij das nicht durch p teilbar ist. Also ist a11 nicht durch p
teilbar und modulo p hat AB den Rang 1. Da alle Elementarteiler von AB p-Potenzen sind,
folgt daraus, dass AB genau einen Elementarteiler gleich 1 hat und damit mit Lemma 11.3
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(c) hat CB genau einen Elementarteiler pd(B).
Weiter ist v(a11) = 0 und daher v(aj1) = hj für alle j. Insbesondere ist aj1 6= 0. Mit Lemma
11.3 (b) ist

pd(B)a11 =

kB
∑

j=1

a1jaj1 ≥ a211 + kB − 1

also ist a211 − pd(B)a11 + (kB − 1) ≤ 0. Nun ist x2 − ax + b ≤ 0 lösbar (mit x ∈ R) nur
dann, wenn das Polynom eine reelle Nullstelle hat, also a2 − 4b ≥ 0 ist. Also ergibt sich
p2d(B) − 4(kB − 1) ≥ 0, woraus (b) folgt.
zu (c) zeigen wir: d(χ) = 1 ⇒ h(χ) = 0 (woraus dann d(χ) = d(B) = 1 folgt). Sei χ = χj
mit d(χj) = 1 und angenommen hj > 0. Nach ?? ergibt sich ajj ≡ χj(1)

χ1(1)
a1j (mod phj+1) und

wegen v(a1j) = hj folgt daraus v(ajj) ≥ hj + 1. Nach Lemma 11.3 (b) ergibt sich

0 6= pd(B)ajj =

kB
∑

i=1

a2ij ≥ a2jj + a21j > a2jj

also pd(B) > ajj ≥ phj+1. Dies ist unmöglich, falls d(χj) = 1, da dann hj + 1 = hj + d(χj) =
d(B). ¤

Ende 28.11.

Folgerung 11.5 (a) Die Anzahl der Blöcke von maximalem Defekt a = v(|G|) ist gleich der
Anzahl der p′-Klassen gGj mit v(|CG(gj)|) = a. v(|CG(gj)|) heißt auch der Defekt der Klasse
gGj .
(b) Ist S ∈ Sylp(G), so ist die Anzahl der Blöcke von G mit maximalem Defekt a = v(|G|) =
v(|S|) gleich der Anzahl der p′-Klassen von NG(S), die in CG(S) liegen. Insbesondere ist
diese Anzahl gleich der Anzahl der Blöcke von maximalem Defekt von jeder Untergruppe
H ≤ G, die NG(S) enthält.

Beweis. Nach Satz 9.12 (c) hat die Cartanmatrix von G die Elementarteiler pd1 , . . . , pds mit
di = v(|CG(gi)|). Da der maximale Elementarteiler der Cartanmatrix CB von jedem Block
mit Vielfachheit 1 auftritt, ist die Anzahl der Elementarteiler pa von C gleich der Anzahl
der Blöcke mit maximalem Defekt. Also ergibt sich (a).
(b) ist nur eine Umformulierung: Ist di = a, so enthält CG(gi) eine p-Sylowgruppe von G,
d.h. Sg ≤ CG(gi) für ein g ∈ G. Also ist die Anzahl der Blöcke von maximalem Defekt genau
die Anzahl der p′-Klassen gGj von G mit gGj ∩CG(S) 6= ∅. Sind nun x, y ∈ CG(S) konjugiert in
G, z.B. y = xg, so liegt S und Sg in CG(y). Nach Sylow gibt es ein c ∈ CG(y), mit S = (Sg)c.
Dann ist gc ∈ NG(S) und y = xgc, d.h. x und y sind schon im Normalisator von S konjugiert.
Also ist die Anzahl der Blöcke von maximalem Defekt genau die Anzahl der p′-Klassen von
NG(S) die in CG(S) liegen. ¤
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III. Die Brauerschen Hauptsätze.

Wiederholung, relativ projektive Moduln.

12 Vertices.

Generalvoraussetzung: (K,R, F ) ein p-modulares System, G endliche Gruppe.

Lemma 12.1 Seien Q,H ≤ G und sei S ein RQ-Modul. Sei weiter V ein unzerlegbarer
direkter Summand von SG, der H-projektiv ist. Dann gibt es ein g ∈ G, so dass V ein
direkter Summand von ((S ⊗ g)|Qg∩H)

G ist.

Beweis. Direkte Summe und Induktion vertauschen. Also gilt

V | (V|H)G | ((SG)|H)G =
⊕

g∈Q\G/H

((S ⊗ g)|Qg∩H)
G.

Da V unzerlegbar ist, ist er direkter Summand eines der direkten Summanden. ¤

Satz 12.2 Sei V ein unzerlegbarer RG-Modul. Dann gibt es bis auf Konjugation in G eine
endeutige kleinste Untergruppe Q für die V relativ Q-projektiv ist, d.h. für jede Untergruppe
H ≤ G gilt:
V ist H-projektiv ⇔ Q ≤G H, d.h. es gibt ein g ∈ G mit Qg ≤ H.
Q ist eine p-Gruppe.

Beweis. Sei
M := {U ≤ G | V ist U − projektiv }.

Sei weiter Q ∈M minimal bezüglich Inklusion. Dann gilt:
(a) P ∈ Sylp(G)⇒ P ∈M, nach Satz von Maschke.
(b) U ∈M und U ≤ H ≤ G ⇒ H ∈M.
(c) Sei H ∈ M und S ein RH-Modul mit V | SG. Da V aber auch RQ-projektiv ist, gibt
es nach Lemma 12.1 ein g ∈ G für das V ein direkter Summand von ((S ⊗ g)|Hg∩Q)

G ist
und somit ein Q ∩ Hg-projektiver Modul. Wegen der Minimalität von Q folgt Q ≤ Hg

also Q ≤G H. Damit sind die minimalen Elemente in M alle in G konjugiert. Da die p-
Sylowgruppen von G in M liegen, ist jedes minimale Element von M eine p-Gruppe.
¤

Bemerkung 12.3 Ist V ein unzerlegbarer RG-Modul, H ≤ G, W ein RH-Modul mit V |
WG, so gibt es einen unzerlegbaren direkten Summanden S von W , mit V | SG.

Definition 12.4 Die (bis auf Konjugation eindeutig bestimmte) p-Untergruppe Q =: vx(V )
aus Satz 12.2 heisst Vertex des unzerlegbaren RG-Moduls V .
Jeder unzerlegbare RQ-Modul S mit V | SG heisst Quelle von V .
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Bemerkung 12.5 Für einen unzerlegbaren RG-Modul V und eine Untergruppe H ≤ G gilt:
V ist H-projektiv genau dann wenn vx(V ) ≤G H.

Lemma 12.6 Sei H ≤ G, V ein unzerlegbarer RG-Modul und W ein unzerlegbarer RH-
Modul. Dann gilt:
(a) V | WG ⇒ vx(V ) ≤G vx(W ).
(b) V | VH ⇒ vx(W ) ≤G vx(V ).

Beweis. Sei P := vx(V ), Q = vx(W ), S ein RP -Modul mit V | SG und T ein RQ-Modul
mit W | TH .
(a) V | WG | TG also ist V ein Q-projektiver RG-Modul und daher vx(V ) ≤G Q = vx(W ).
(b) W | VH | (SG)H . Also ist W ein direkter Summand von (SgP g∩H)

H für ein g ∈ G, also ist
W ein P g ∩H projektiver RH-Modul und daher vx(W ) ≤H P g ∩H ≤G P = vx(V ). ¤

Lemma 12.7 (i) Sei H ≤ G und W ein unzerlegbarer RH-Modul. Dann gibt es einen
unzerlegbaren RG-Modul V mit
(a) V | WG, (b) W | V|H , (c) vx(V ) =G vx(W ).
(ii) Ist V ein unzerlegbarer H-projektiver RG-Modul, so gibt es einen unzerlegbaren RH-
Modul W , der (a),(b),(c) erfüllt.

Beweis. Vorbemerkung: Nach Lemma 12.6 gilt (a) + (b) ⇒ (c).
(i) Es ist nach Mackey, W | (WG)|H . Sei V ein unzerlegbarer direkter Summand von WG

mit W | V|H . Dann erfüllt V die beiden Eigenschaften (a) und (b).
(ii) Da V | (VH)G gibt es auch einen unzerlegbaren Summanden W von VH mit V | WG.
¤

Satz 12.8 Sei V ein unzerlegbarer RG-Modul und Q sein Vertex. Dann gibt es einen un-
zerlegbaren RQ-Modul S mit
(a) V | SG, (b) S | V|Q, (c) Q ist der Vertex von S.
Ist T ein weiterer unzerlegbarer RQ-Modul mit V | TG, so gibt es ein g ∈ NG(Q) mit T g = S.
In diesem Sinn sind die Quellen eine unzerlegbaren RG-Moduls alle konjugiert.

Beweis. Die Existenz von S folgt aus Lemma 12.7 (ii).
Es ist S | V|Q | (TG)|Q, also ist mit Mackey S ein direkter Summand von ((T ⊗ g)Qg∩Q)

Q. Da
der Vertex von S gleich Q ist, folgt Qg ∩Q = Q und S = T g. ¤

Lemma 12.9 Ist P eine p-Gruppe und Q ≤ P , so ist (RQ)
P ein unzerlegbarer RP -Modul.

Beweis. P hat nur einen einfachen RP -Modul, nämlich den trivialen Modul FP . Es ist nach
Frobenius Nakayama Reziprozität

HomRP (R
P
Q, FP )

∼= HomRQ(RQ, FQ) ∼= FQ.

Also ist der Kopf RP
Q/R

P
QJ(RP ) einfach und daher RP

Q unzerlegbar. ¤
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Folgerung 12.10 (a) vx(FG) = vx(RG) = P ∈ Sylp(G).
(b) Jede p-Untergruppe Q von G kommt als Vertex eines unzerlegbaren RG-Moduls vor.

Ende 1.12.2006

Beweis. (a) Zeigen zunächst dass vx(RP ) = P ist. Angenommen vx(RP ) = Q < P . Dann ist
RP ein direkter Summand von (RQ)

P . Letzterer ist aber unzerlegbar nach Lemma 12.9.
Sei V := RG. Dann ist RP ein direkter Summand von VP und also nach Lemma 12.6 P =
vx(RP ) ≤G vx(V ) = vx(RG). Da vx(RG) aber eine p-Gruppe ist, folgt P = vx(RG).
(b) Sei W := RQ. Dann gibt es nach Lemma 12.7 einen unzerlegbaren RG-Modul V mit
vx(V ) = vx(W ) = Q. ¤

Satz 12.11 (Green’s indecomposability theorem, ohne Beweis, s.z.B. Nagao/Tsushima: Satz
(4.7.2) S. 291, Korollar (4,7,3) S. 292)
(a) Ist F algebraisch abgeschlossen, P endliche p-Gruppe, Q ≤ P und W ein unzerlegbarer
RQ-Modul, so ist W P unzerlegbar.
(b) Sei H £ G ein Normalteiler und G/H eine p-Gruppe. Ist F algebraisch abgeschlossen
und W ein unzerlegbarer RH-Modul, so ist WG unzerlegbar.

Folgerung 12.12 Sei V unzerlegbares RG-Gitter mit Charakter χ, vx(V ) = Q ≤ P ∈
Sylp(G).
(a) [P : Q] | χ(1).
(b) Ist g = gpgp′ = gp′gp ∈ G mit gp 6∈G Q, so ist χ(g) = 0.

Beweis. Œ sei F algebraisch abgeschlossen.
(a) (VP ) | (V G

Q )P =
⊕

(VQ ⊗ g)Pg−1Qg∩P =
⊕

g,i Y
P
i,g wobei die Yi,g die unzerlegbaren Sum-

manden von (VQ ⊗ g)g−1Qg∩P bezeichnen. Nach Satz 12.11 ist dann Y P
i,g unzerlegbar und die

Dimension durch [P : g−1Qg ∩ P ] teilbar. Also ist auch χ(1) durch [P : Q] teilbar.
(b) Sei H := 〈g〉, M := 〈gp〉. Da V Q-projektiv ist, gilt V | (VQ)G. Es ist

(V G
Q )H =

⊕

t∈Q\G/H

((V ⊗ t)Qt∩H)
H

nach Mackey. Da gp 6∈ Q ist auch gp 6∈ Qt∩H für alle t. Also Qt∩H ≤M . Bezeichnen Yi die
unzerlegbaren direkten Summanden von

⊕

t∈Q\G/H((V ⊗ t)Qt∩H)
M so ist (V G

Q )H =
⊕

Y H
i

und Y H
i unzerlegbar nach Satz 12.11. Also ist VH eine direkte Summe von solchen von M

induzierten Moduln Y H
i . Da g 6∈ M ist die Spur von g auf Y H

i gleich Null und daher auch
auf V . ¤

Satz 12.13 (a) Ist P = 〈g〉 eine zyklische p-Gruppe, |P | = pn, so ist

FP > (1− g)FP > (1− g)2FP > . . . > (1− g)p
n−1FP > 0

die einzige Kompositionsreihe von FP .
FP hat genau pn unzerlegbare Moduln.
(b) Ist P = 〈a〉 × 〈b〉 ∼= Cp ×Cp, so gibt es unzerlegbare FP -Moduln beliebig grosser Dimen-
sion.

44



Beweis. (a) Sei B := (1, (1− g), (1− g)2, . . . , (1− g)p
n−1). Dann ist B eine F -Basis von FP

und es ist MB(1− g) ein Jordanblock Jpn(0). Also ist das Minimalpolynom von (1− g) auf
FP gleich Xpn

und FP ∼= F [X]/(Xpn

) als Ring. Die FP -Teilmoduln von FP entsprechen
genau den Idealen in diesem Ring und dies sind nur die Potenzen von (X). Daraus ergibt
sich die erste Behauptung.
Sei nun V ein unzerlegbarer FP -Modul. Dann ist das Minimalpolynom von (1 − g) auf V
ein Teiler von Xpn

. Da V unzerlegbar ist, operiert g und damit auch 1 − g als einziger
Jordanblock, also ist dies auch gleichzeitig das Minimalpolynom von (1− g) auf V . Also hat
V eine F -Basis, bezüglich der (1 − g) gleich Jdim(V )(0) ist. D.h. P hat zu jeder Dimension
1, . . . , pn genau einen unzerlegbaren FP -Modul.
(b) Übung. ¤

Folgerung 12.14 (Higman) Sei D ≤ G eine p-Gruppe.
Ist D zyklisch, so gibt es bis auf Isomorphie höchstens |G| unzerlegbare FG-Moduln mit
Vertex in D.
Ist D nicht zyklisch, so gibt es unzerlegbare FG-Moduln beliebig grosser Dimension mit Vertex
in D.

Beweis. Sei D zyklisch, V ein unzerlegbarer FG-Modul mit vx(V ) ≤ D. Dann ist V ein

D-projektiver FG-Modul. Also gilt V | (VD)G. Weiter ist VD =
⊕|D|

i=1 niUi mit dem unzerleg-
baren FD-Modul Ui der Dimension i. Also gibt es ein i mit V | UG

i . U
G
i hat maximal [G : D]

direkte Summanden, (vgl. Übungsaufgabe 29) also insgesamt maximal |D|[G : D] = |G|
unzerlegbare FG-Moduln.
Ist D nicht zyklisch, so gibt es unzerlegbare FD-Moduln Ui der Dimension ≥ i (für alle
i ∈ N). Nach Lemma 12.7 gibt es auch einen unzerlegbaren FG-Modul Vi mit vx(Vi) = vx(Ui)
und Ui | (Vi)D. Also auch dim(Vi) ≥ i. ¤

13 Die Green Korrespondenz.

Lemma 13.1 Sei V ein unzerlegbarer RG-Modul mit Vertex P und P ≤ H ≤ G. Für je
zwei der folgenden drei Bedingungen gibt es einen unzerlegbaren RH-Modul W , der diese
zwei Bedingungen erfüllt:
(a) V | WG, (b) W | VH , (c) vx(W ) =H P .

Beweis. (a) + (b) ist Lemma 12.7 (ii) welches die Existenz eines solchen ModulsW zusichert,
wenn man in (c) Konjugation in ganz G zulässt.
Sei S eine Quelle von V , also ein unzerlegbarer RP -Modul, der nach Satz 12.8 (a),(b),(c) für
H = P (W = S) erfüllt.
(a)+(c): Da V | SG = (SH)G gibt es einen unzerlegbaren RH-Modul W mit V | WG,
W | SH . Also ist vx(V ) = P ≤G vx(W ) ≤H vx(S) = P und damit vx(W ) =H P .
(b)+(c): Da S | VP = (VH)P gibt es einen unzerlegbaren RH-Modul W mit S | WP und
W | VH . Also vx(S) = P ≤H vx(W ) ≤G vx(V ) = P woraus wieder vx(W ) =H P folgt. ¤
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Definition 13.2 Sei X eine Menge von Untergruppen von G.
(a) H ∈G X bedeutet, es gibt g ∈ G mit Hg ∈ X .
(b) Für einen RG-Modul V schreiben wir V = U ⊕ O(X ), falls V = U ⊕ L, so dass es
für jeden unzerlegbaren direkten Summanden Li von L ein Hi ∈ X gibt für welches Li ein
Hi-projektiver RG-Modul ist.
(c) Ind(RG,X ) := {V unzerlegbarer RG−Modul | vx(V ) ∈G X}.

Generalvoraussetzung: P ≤ H ≤ G.

X = X (G,P,H) = {Q ≤ G | Q ≤ P g ∩ P für ein g ∈ G−H}
Y = Y(G,P,H) = {Q ≤ G | Q ≤ P g ∩H für ein g ∈ G−H}
A = A(G,P,H) = {Q ≤ G | Q ≤ P aber Q 6∈G X}

Lemma 13.3 Sei |P | = pb, NG(P ) ≤ H.
(i) Für Q und Q′ in A sind äquivalent:
(a) Q und Q′ sind konjugiert in H.
(b) Q und Q′ sind konjugiert in G.
(ii) Sei Q ≤ P . Äquivalent sind:
(a) Q ∈G X .
(b) Q ∈ X .
(c) Q ∈ Y.
(d) Q ∈H Y.

Beweis. (i) (a) ⇒ (b) ist klar. (b) ⇒ (a):
Sei g ∈ G, Q,Q′ ∈ A mit Qg = Q′. Dann ist Q′ ≤ P ∩ P g und also Q′ ∈ X falls g 6∈ H.
(ii) (a) ⇒ (b): Sei t ∈ G mit Qt ≤ P g ∩P für ein g ∈ G−H. Dann ist Q ≤ P gt−1 ∩P t−1 ∩P
und entweder gt−1 oder t−1 liegt nicht in H. Also ist Q ∈ X .
(b) ⇒ (c) und (c) ⇒ (d) sind klar.
(d) ⇒ (a): Sei h ∈ H mit Qh ≤ P g ∩H für ein g ∈ G −H. Dann ist auch Q ≤ P gh−1 ∩H
und gh−1 ∈ G−H, also Q ∈ Y . Da Q ≤ P gilt auch Q ≤ P ∩P gh−1

und damit Q ∈ X . ¤

Ende am 5.12.2006

Lemma 13.4 (i) Sei G ≥ H ≥ P und W ein P -projektiver RH-Modul. Dann gilt (WG)H =
W ⊕O(Y).
(ii) Sei |P | = pb, NG(P ) ≤ H. Ist W ∈ Ind(RH,A), so ist W der eindeutige unzerlegbare
direkte Summand von (WG)H mit Vertex in A.
(iii) Sei |P | = pb, NG(P ) ≤ H. Ist V ein P -projektiver RG-Modul, so ist V = O(X ) ⇔
VH = O(Y).

Beweis. (i) Sei M ein RP -Modul mit MH = W ⊕W1. Setze (WG)H =: W ⊕W ′, (WG
1 )H =

W1 ⊕W ′
1 dann ist

(MG)H = (WG)H ⊕ (WG
1 )H =MH ⊕W ′ ⊕W ′

1.
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Nach Mackey ist

(MG)H =MH ⊕
⊕

t∈P\G/H,t6∈H

(M t
P t∩H)

H .

Zerlegt man W ′ = ⊕iXi in unzerlegbare RH-Moduln, so ist jedes der Xi ein direkter Sum-
mand von einem Modul (M t

P t∩H)
H mit t 6∈ H. Also ist jedes Xi ein P t ∩ H-projekiver

RH-Modul und daher W ′ = O(Y).
(ii) Wie in (i) gilt (WG)H = W ⊕W ′ wobei alle unzerlegbaren Summanden von W ′ einen
Vertex in Y haben. Angenommen einer der direkten Summanden Xi von W

′ hat einen Ver-
tex vx(Xi) ∈ A. Dann ist vx(Xi) ≤H P und vx(Xi) 6∈ X . Dann aber nach Lemma 13.3
vx(Xi) 6∈ Y ein Widerspruch.
(iii) Œ sei V unzerlegbar und Q := vx(V ) ≤ P .
⇒: Nach Lemma 13.1 gibt es einen unzerlegbaren RH-ModulW mit V | WG und vx(W ) =H

Q. Ist Q ∈G X , so ist auch vx(W ) ∈G X . Mit Lemma 13.3 (ii) ist auch vx(W ) ∈ Y . Also ist
VH | (WG)H = W ⊕O(Y) (nach Teil (i)) und W = O(Y) und daher VH = O(Y).
⇐: Nach Lemma 13.1 gibt es einen unzerlegbaren RH-Modul W mit der W | VH und
vx(W ) =H Q. Nach Annahme ist VH = O(Y), d.h. jeder direkte Summand von VH hat einen
Vertex in Y . Damit gilt Q ∈H Y und wegen Lemma 13.3 auch Q ∈G X . ¤

Satz 13.5 Sei |P | = pb, NG(P ) ≤ H.
(i) Es gibt eine Bijektion f = f(G,H, P ) : Ind(RG,A)→ Ind(RH,A) mit folgenden Eigen-
schaften:
(a) Für V ∈ Ind(RG,A) ist VH = f(V )⊕O(Y).
(b) Für W ∈ Ind(RH,A) ist WG = f−1(W )⊕O(X ).
(c) Ist V ∈ Ind(RG,A) und vx(V ) ∈ A, so ist vx(f(V )) =H vx(V ).
(ii) Für V ∈ Ind(RG,A) und W ∈ Ind(RH,A) gilt

W | VH ⇔ W = f(V )⇔ V | WG.

Beweis. (i) Sei V ∈ Ind(RG,A) mit vx(V ) = Q ∈ A. Dann gibt es nach Lemma 13.1 einen
unzerlegbaren RH-Modul W mit V | WG und vx(W ) =H Q. Also ist W ∈ Ind(RH,A).
Wegen Lemma 13.4 (i) ist (WG)H = W ⊕ O(Y). Ist W kein direkter Summand von VH , so
ist VH = O(Y) und damit wegen Lemma 13.4 (iii) V = O(X ) ein Widerspruch zu vx(V ) ∈ A.
Also ist auch VH =W ⊕O(Y) Definiere

f = f(G,H, P ) : Ind(RG,A)→ Ind(RH,A) durch f(V ) := W.

Dann hat f die Eigenschaften (a) und (c).
Zeigen noch (b): Sei dazu W = f(V ) und WG = V ⊕ U . Dann ist

(WG)H = VH ⊕ UH =W ⊕ UH ⊕O(Y).

Andererseits ist W ein P -projektiver RH-Modul und daher (WG)H = W ⊕ O(Y) nach
Lemma 13.4 (i). Also UH = O(Y) und mit Lemma 13.4 (iii) auch U = O(X ), da U ein
P -projektiver RG-Modul ist. Insbesondere ist f injektiv und (b) folgt auch.
Zeigen jetzt, dass f auch surjektiv ist: Sei W ∈ Ind(RH,A) beliebig. Nach Lemma 12.7 gibt
es einen unzerlegbaren RG-Modul V mit V | WG, W | VH und vx(V ) =G vx(W ). Dann ist
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V ∈ Ind(RG,A) und daher VH = f(V )⊕O(Y). Also gilt W = f(V ).
(ii) folgt aus (i): Die erste Äquivalenz folgt aus Eigenschaft (a) der Green Korrespondenz
und die zweite aus (b). ¤

Definition 13.6 Die Abbildung f = f(G,H, P ) heißt Green-Korrespondenz.

Satz 13.7 Sei |P | = pb, NG(P ) ≤ H. f(G,H, P ) liefert eine Bijektion zwischen Ind(RH, {P})
und Ind(RG, {P}). also zwischen den unzerlegbaren RH-Moduln mit Vertex P und den un-
zerlegbaren RG-Moduln mit Vertex P .

Beweis. Sezialfall von Satz 13.5 (c). ¤

Zum Abschluß: TI-Gruppen, d.h. P ∩ P g = {1} für alle P ∈ Sylp(G) und g ∈ G−NG(P ).

Folgerung 13.8 Sei P ∈ Sylp(G), H := NG(P ) und P ∩ P g = {1} für alle g ∈ G − H.
Dann ist X = Y = {{1}}.
Ist V ein unzerlegbarer RG-Modul, so ist VH = f(V )⊕M mit einem projektiven RH-Modul
M .
Ist U ein unzerlegbarer RH-Modul, so ist UG = f−1(U)⊕N mit einem projektiven RG-Modul
N .

Folgerung 13.9 Sei P ∈ Sylp(G), H := NG(P ) und P ∩P g = {1} für alle g ∈ G−H. Seien
V1, V2 nicht projektive unzerlegbare FG-Moduln mit Green Korrespondenten U1 = f(V1) und
U2 = f(V2). Dann gilt:
Genau dann gibt es eine nicht zerfallende kurze exakte Sequenz von FG-Moduln 0 → V1 →
V → V2 → 0, wenn es eine nicht zerfallende kurze exakte Sequenz von FH-Moduln 0 →
U1 → U → U2 → 0 gibt.

Beweis. Sei zunächst 0→ U1 → U → U2 → 0 eine nicht zerfallende k.e.S. von FH-Moduln.
Dann ist auch die induzierte k.e.S. 0 → UG

1 → UG → UG
2 → 0 nicht zerfallend (Übung).

Schreiben UG
i = Vi ⊕Ri mit projektiven FG-Moduln Ri. Œ sei U1 ≤ U . Dann gibt es einen

Teilmodul W von UG, der UG
1 enthält, so dass UG/W ∼= R2, W/U

G
1
∼= V2. Dies liefert die

k.e.S.
0→ V1 → W/R1 → V2 → 0.

Behauptung: Diese zerfällt nicht. Angenommen es gibt ein splitting, also einen Teilmodul
X ≤ W mit W = X + UG

1 , R1 = X ∩ UG
1 . R1 projektiver FG-Modul ⇒ nach Dualisieren

R1 ist auch injektiver FG-Modul, d.h. auch X = Y ⊕ R1 ist direkte Summe und daher
W = Y ⊕ UG

1 . Da R2 projektiv ist zerfällt 0 → W/Y → UG/Y → R2 → 0 und es gibt ein
Z ≤ UG mit UG = Z +W , Z ∩W = Y . Also ist UG = Z ⊕ UG

1 , ein Widerspruch.

Ist nun 0→ V1 → V → V2 → 0 eine nicht zerfallende k.e.S. von FG-Moduln. Dann ist auch
die Einschränkung 0→ (V1)H → VH → (V2)H → 0 nicht zerfallend, da alle FG-Moduln FH-
projektiv sind, da H eine p-Sylowgruppe von G enthält. Da (Vi)H = Ui⊕Qi mit projektiven
FH-Moduln Qi ist, konstruiert man wie eben eine k.e.S. 0 → U1 → U → U2 → 0 von
FH-Moduln (Übung). ¤
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13.1 Ein Beispiel: SL2(p).

Sei p ≥ 3 eine Primzahl und G = SL2(p) = {
(

a b
c d

)

∈ F2×2p | ad − bc = 1}. Dann

operiert G auf F [X,Y ] und der Raum der homogenen Polynome vom Grad n − 1 bildet
einen FG-Modul Vn der Dimension n.

Satz 13.10 V1, . . . , Vp ist ein Vertretersystem der einfachen FG-Moduln.

Beweis. Sei 〈a〉 = F∗p, b ∈ Fp2 mit bp+1 = 1 und µb = X2 − cX + 1 sein Minimalpolynom. Sei
weiter ε ∈ F∗p − (F∗p)2. Die Konjugiertenklassen in G sind vertreten durch

g 1 −1
(

a 0
0 a−1

)d (

0 −1
1 c

)t (

1 1
0 1

) (

1 ε
0 1

) (

−1 1
0 −1

) (

−1 ε
0 −1

)

Anz. 1 1 1 ≤ d ≤ p−3
2

1 ≤ t ≤ p−1
2

1 1 1 1
|gG| 1 1 p(p+ 1) p(p− 1) (p2 − 1)/2 (p2 − 1)/2 (p2 − 1)/2 (p2 − 1)/2

Also hat G genau p p′-Klassen. Es genügt daher zu zeigen, dass Vn ein einfacher FG-Modul
ist.
Ende 12.12.2006

Dazu sei g :=

(

1 1
0 1

)

und h :=

(

1 0
1 1

)

zwei Elemente der Ordnung p in G. Sei Wi+1 :=

〈X iY n−i, . . . , Y n〉 ≤ Vn+1. Dann ist Wi+1 ≤ Vn+1 ein F 〈g〉-Teilmodul und

Vn+1 =Wn+1 > Wn > . . . > W1 > W0 = {0}

eine F < g >-Kompositionsreihe von Vn+1 mit Faktoren der Dimension 1.
Mit Induktion über i zeigen wir: Jedes Element von Wi −Wi−1 erzeugt Wi als F 〈g〉-Modul.
i = 1: Klar. i⇒ i+ 1:

(X iY n−i)g = (X + Y )iY n−i = X iY n−i +

(

i

2

)

X i−1Y n−i+1 + u

mit einem u ∈ Wi−1. Da i < p ist, ist
(

i
2

)

6= 0. Also ist für a, b ∈ F , a 6= 0 und v ∈Wi−1

(aX iY n−i + bX i−1Y n−i+1 + v)g = aX iY n−i + (b+ a

(

i

2

)

)X i−1Y n−i+1 + w

mit w ∈Wi−1. Die Differenz (aX iY n−i+ bX i−1Y n−i+1+ v)g− (aX iY n−i+ bX i−1Y n−i+1+ v)
erzeugt mit Indukionsvoraussetzung damit Wi.
Insbesondere hat (Vn)〈g〉 den Sockel 〈Y n〉 und (Vn)〈h〉 wird von Y n erzeugt. Ist nun 0 6=W ≤
Vn ein FG-Teilmodul, so enthält dieser als F 〈g〉-Teilmodul das Element Y n und damit als
F 〈h〉-Teilmodul auch den ganzen Modul Vn. ¤

Folgerung 13.11 (aus Beweis) (a) (Vn)〈g〉 ist unzerlegbarer F 〈g〉-Modul (1 ≤ n ≤ p).
(b) (Vp)〈g〉 ist freier F 〈g〉-Modul.
(c) Vp ist projektiver F SL2(p)-Modul.
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Lemma 13.12 Es gibt nicht zerfallende kurze exakte Sequenzen von F SL2(p)-Moduln:

0→ Vp−1−i → V → Vi → 0 (1 ≤ i ≤ p− 1)

0→ Vp+1−i → V → Vi → 0 (2 ≤ i ≤ p− 1)

Beweis. Übung, zeigen Sie, dass solche k.e.S. für die eingeschränkten F 〈g〉-Moduln existie-
ren und benutzen Sie Folgerung 13.9. Beachten Sie, die unzerlegbaren F 〈g〉-Moduln sind
isomorph zu F [X]/(Xn) n = 1, . . . , p von Dimension n. In der ersten k.e.S. kann man den
Modul F [X]/(Xp−1) als V wählen, in der zweiten k.e.S. muss dieser zerlegbar (als F 〈g〉-
Modul) sein. ¤

Satz 13.13 Die projektiv unzerlegbaren F SL2(p) Moduln P1, . . . , Pp haben folgende Radi-
kalquotienten:

Pi/J(Pi) ∼= Vi ∼= J2(Pi)(1 ≤ i ≤ p− 1)

J(P1)/J
2(P1) ∼= Vp−1, J(Pi)/J

2(Pi) ∼= Vp+1−i⊕Vp−1−i(2 ≤ i ≤ p−2) J(Pp−1)/J
2(Pp−1) ∼= V2

sowie Pp = Vp.

Beweis. Der Isomorphietyp vom Kopf Pi/J(Pi) ist klar. Ebenso der Sockel nach allgemeiner
Theorie. Wegen Lemma 13.12 gibt es Epimorphismen von Pi auf die dort beschriebenen
Moduln V . Daraus ergibt sich J(Pi)/J

2(Pi). Also gilt

dim(Pp) = p, dim(P1) ≥ p, dim(Pi) ≥ 2p (2 ≤ i ≤ p− 1).

Insgesamt ergibt sich |G| = p(p2−1) =
∑p

i=1 dim(Vi) dim(Pi) ≥ p+p2+2p
∑p−1

i=2 i = p(p2−1).
¤

14 Defektgruppen.

Lemma 14.1 RG ist ein R(G×G)-Modul mit der Operation x(g1, g2) := g−11 xg2. Die Block-
zerlegung

RG = B1 ⊕ . . .⊕Bm

ist die Zerlegung von RG in unzerlegbare direkte Summanden (als R(G×G)-Modul). Es gilt
für alle i

vx(Bi) ≤ ∆(G) := {(g, g) | g ∈ G} ≤ G×G.

Beweis. G×G operiert transitiv auf der Basis (g | g ∈ G) von RG, mit StabG×G(1) = ∆(G).
Also ist

RG = RG×G
∆(G)

und somit jeder Block ein direkter Summand eines von ∆(G)-induzierten Moduls und damit
∆(G)-projektiv. Daraus folgt vx(Bi) ≤ ∆(G) für alle i. ¤
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Definition 14.2 Sei vx(B) = ∆(D) = {(g, g) | g ∈ D} ≤ ∆(G). Dann heisst D = δ(B) ≤
G die Defektgruppe des Blocks B.

Lemma 14.3 Ist H ≤ G und g ∈ G, so ist

R(HgH) ∼= RH×H
H(g) als R(H ×H)-Modul

wo H(g) := ∆(H ∩ gH)(1,g) = {(h, g−1hg) | h ∈ H ∩ gH} ≤ ∆(H).

Beweis. H ×H operiert transitiv auf HgH.

StabH×H(g) = {(h1, h2) ∈ H ×H | h−11 gh2 = g} = {(h1, h2) ∈ H ×H | h2 = g−1h1g}

¤

Satz 14.4 (Green) Ist D = δ(B) Defektgruppe eines Blocks B, so gibt es ein P ∈ Sylp(G)
und ein g ∈ G mit D = P ∩ P g. Insbesondere enthält D jeden p-Normalteiler von G.

Beweis. Sei P ∈ Sylp(G) mit D ≤ P . Es ist

BP×P | RGP×P =
⊕

g∈P\G/P

R(PgP ) =
⊕

g∈P\G/P

RP×P
P (g) .

Da P × P eine p-Gruppe ist, sind die Moduln RP×P
P (g) nach Lemma 12.9 unzerlegbar. Da

vx(RP (g)) = P (g) ist, ist also vx(RP×P
P (g) ) = P (g). Weiter ist vx(B) = ∆(D), also gibt es

einen direkten Summanden mit Vertex ∆(D). Also ist ∆(D) in P × P konjugiert zu einem
der P (g) und damit D konjugiert zu P ∩ P g für ein g ∈ G. ¤

Satz 14.5 Sei D = δ(B), B = RGe Block. Für eine Untergruppe H ≤ G sind äquivalent:
(a) D ≤G H.

(b) Tr
∆(G)
∆(H)(Inv∆(H)(B)) = Inv∆(G)(B)

(c) e ∈ Tr
∆(G)
∆(H)(Inv∆(H)(B)).

Beweis. (b)⇔ (c) liegt daran, dass Tr
∆(G)
∆(H)(Inv∆(H)(B)) ein Ideal in Inv∆(G)(B) ist.

Die G-Operation auf B ist gegeben durch Konjugation, (b, g) 7→ g−1bg. Also ist

Inv∆(G)(B) = {b ∈ B | g−1bg = b für alle g ∈ G} = Z(B).

Weiter wissen wir schon, dass D = vx(B) für den R(G×G)-Modul B ist.
(a)⇒ (b): Dazu sei D ≤G H ≤ G und G =

.∪ni=1 Hgi und G×G =
.∪ni=1,g∈G ∆(H)(g, gi). Als

G×G-Modul ist B dann H-projektiv, also existiert nach dem Higman Kriterium Satz 8.10
ein θ ∈ End∆(H)(B) mit idB = TrG×G∆(H)(θ). Dann ist für alle x ∈ B

x =
n
∑

g∈G,i=1

g−1(gxg−1i )θgi =
n
∑

i=1

g−1i (
∑

g∈G

gig
−1(gxg−1i )θ)gi
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Insbesondere gilt dies für x = e ∈ Z(RG). Setzt man also z :=
∑

g∈G g
−1(eg)θ, so ist

z ∈ Inv∆(H)(B), denn für h ∈ H ist

h−1zh = h−1
∑

g∈G

g−1(eg)θh =
∑

g∈G

h−1g−1(egh)θ = z

da θ ein RH-Endomorphismus ist und mit g auch gh die ganze Gruppe durchläuft. Weiter
gilt

Tr
∆(G)
∆(H)(z) =

n
∑

i=1

g−1i zgi =
n
∑

i=1

g−1i
∑

g∈G

g−1(eg)θgi =
n
∑

i=1

g−1i
∑

g∈G

(gig
−1)(e(gig

−1)−1)θgi

da mit g auch gg−1i die gesamte Gruppe durchläuft. Da e zentral ist, gilt

Tr
∆(G)
∆(H)(z) =

n
∑

i=1

g−1i
∑

g∈G

gig
−1(geg−1i )θgi = e.

(c) ⇒ (a) Sei H ≤ G so dass es ein z ∈ Inv∆(H)(B) gibt mit e = Tr
∆(G)
∆(H)(z). Definieren

θ ∈ EndRG×H(B) durch (x)θ := xz. Dann ist für h ∈ H, g ∈ G:

(g−1xh)θ = g−1xhz = g−1xhz = x(g, h)z = (x)θ(g, h)

also θ ∈ EndRG×H(B). Weiter ist

TrG×GG×H(θ) : x 7→
n
∑

i=1

(x(1, g−1i ))θ(1, gi) =
n
∑

i=1

(xg−1i )θgi =
n
∑

i=1

xg−1i zgi = xe = x.

Also ist B ein G × H-projektiver G × G-Modul und damit ∆(D) ≤G×G G × H woraus
D ≤G H folgt. ¤

Bemerkung 14.6 B ↪→ EndR(B), b 7→ (x 7→ xb). Dabei wird e ∈ B = RGe auf die
Identität abgebildet. Die G-Operation auf B ≤ EndR(B) ist dieselbe wie die ∆(G)-Operation
auf B. Insbesondere ist der ∆(G)-Modul B wegen Satz 14.5 (c) und dem Higman Kriterium
Satz 8.10 ein D = δ(B)-projektiver RG-Modul.

Satz 14.7 Ist V ein unzerlegbarer RG-Modul im Block B, so ist vx(V ) ≤G δ(B).

Beweis. Sei D := δ(B) die Defektgruppe von B. Wir müssen zeigen, dass V ein D-projektiver
RG-Modul ist.
V ⊗R B ist ein RG-Modul mit (v ⊗ b)g := vg ⊗ (g−1bg). Sei e das Blockidempotent von
B = RGe und definiere ϕ : V → V ⊗RB, v 7→ v⊗ e und ψ : V ⊗RB → V, v⊗ a 7→ va. Dann
sind ϕ und ψ beides RG-Modulhomomorphismen mit ϕψ = idV . Also ist V ein direkter
Summand von V ⊗R B und es genügt zu zeigen, dass V ⊗R B ein D-projektiver RG-Modul
ist. Da Induktion und Tensorprodukt vertauschen, folgt dies daraus dass der RG-Modul B
ein D-projektiver Modul ist (Bemerkung 14.6). ¤
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Definition 14.8 Sei C = gG eine Konjugiertenklasse von G. Dann heißt jede p-Sylowgruppe
P ∈ Sylp(CG(g)) eine Defektgruppe von C, P =: δ(C).

Satz 14.9 Für eine Konjugiertenklasse C ⊂ G bezeichnet C+ =
∑

g∈C g ∈ FG die Klassen-
summe. Ist D eine p-Untergruppe von G so sei

JD := {
∑

δ(C)≤GD

αCC
+ | αC ∈ F} ≤ Z(FG).

Dann ist JD = Tr
∆(G)
∆(D)(Inv∆(D)(FG)).

Beweis. Die D-Konjugiertenklassensummen bilden eine F -Basis von Inv∆(D)(FG) = {x ∈
FG | d−1xd = x für alle d ∈ D}. Sei also G =

.∪mj=1 Cj mit Cj := {hxh−1 | h ∈ D} und
z =

∑m
j=1 αjC

+
j ∈ Inv∆(D)(FG), αj ∈ F . Dann ist

Tr
∆(G)
∆(D)(z) =

m
∑

j=1

αj Tr
∆(G)
∆(D)(C

+
j ).

Ist nun x ∈ Cj und D =
.∪k CD(x)hk, G =

.∪i Dgi, so ist

Tr
∆(G)
∆(D)(C

+
j ) =

∑

i,k

g−1i h−1k xhkgi = [CG(x) : CD(x)]
∑

y∈xG

y.

Ist nun δ(C) 6≤G D, so ist [CG(x) : CD(x)] ≡p 0, und somit Tr
∆(G)
∆(D)(C

+
j ) = 0. Also gilt

Tr
∆(G)
∆(D) Inv∆(D)(FG) ⊂ JD.

Für die Umkehrung sei δ(C) ≤G D und x ∈ C = xG mit CG(x) ∩D ≥G δ(C). Dann ist

C+ =
1

[CG(x) : CD(x)]

∑

G=
.
∪CD(x)g

g−1xg =
1

[CG(x) : CD(x)]
Tr
∆(G)
∆(D)

∑

y∈xD

y ∈ JD.

¤

Folgerung 14.10 Ist B = RGe ein Block mit Defektgruppe D, so ist e =
∑

δ(Ci)≤GD
αiC

+
i

mit αi ∈ F . Es gibt ein i0 mit αi0 6= 0 und δ(Ci0) =G D.

Beweis. Da B ein D-projektiver RG-Modul ist, ist e ∈ Tr
∆(G)
∆(D)(Inv∆(D)(FG)) = JD. Gäbe es

kein solches i0, so wäre e ∈ ∑Q<GD
JQ. Die Mengen JQ sind als Bilder der Spurabbildung

Ideale in Z(FG). Inv∆(G)(B) = Z(B) = Z(FG)e ist ein lokaler Ring, also gibt es ein Q <G D
mit e ∈ JQ. Dann ist aber nach Satz 14.5 D ≤G Q, ein Widerspruch. ¤

Folgerung 14.11 Sei F Zerfällungskörper für FG, B = FGe ein Block mit Defektgruppe
D = δ(B) und ω : Z(FG)→ Z(B)→ F zugehöriger zentraler Charakter.
(a) Ist I £ Z(FG) mit ω(I) 6= 0, dann ist e ∈ I.
(b) Ist C eine Konjugiertenklasse in G, so ist ω(C+) = 0 falls D 6≤G δ(C).
(c) Ist e =

∑

αiC
+
i so gibt es ein i0 mit δ(Ci0) =G D, αi0 6= 0 und ω(C+i0 ) 6= 0.
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Beweis. (a) ω(I) 6= 0 ⇒ ω(I) = F (als Ideal in F ). D.h. es gibt u ∈ I mit ω(u) = ω(e) und
damit u − e ∈ ker(ω) = Z(FG)(1 − e) + J(Z(FG)e). Also ist u − e = z(1 − e) + re mit
r ∈ J(Z(FG)). Damit folgt e = ue− re und e(1− u) ∈ J(Z(FG)) ist nilpotent. Also gibt es
ein s ∈ N mit

0 = (e− eu)p
s

= e− eup
s ∈ e+ I.

(b) Ist ω(C+) 6= 0, so ist ω(Jδ(C)) 6= 0 und damit e ∈ Jδ(C) (wegen (a)), denn Jδ(C)£Z(FG).
(c) Denn 1 = ω(e). Benutze (b) und Folgerung 14.10. ¤

Satz 14.12 Ist B ein Block von Defekt d = d(B) und D = δ(B) eine Defektgruppe, so gilt
|D| = pd.

Beweis. Sei e =
∑

δ(Ci)≥GD
αiCi und i0 wie in Folgerung 14.11. Sei weiter χ ∈ Irr(B). Dann

ist für g ∈ Ci0 und den zu χ gehörenden zentralen Charakter ω

ω(C+i0 ) =
|G|

|CG(g)|χ(1)
χ(g) 6≡π 0.

Nach Satz 10.1 teilt p dann nicht die Ordnung von g. Schreibe |D| = pd und |C| = |G|
|CG(g)|

=

pa−dq mit p |6 q. Dann gilt pa−d | χ(1) (da χ(g) ∈ R). Angenommen pa−d+1 | χ(1) für alle
χ ∈ Irr(B). Dann gilt p | χ(g) für alle χ ∈ Irr(B). Der Koeffizient von C+i0 in e ist dann

1

|G|
∑

χ∈Irr(B)

χ(1)χ(g−1) =
1

|G|
∑

χ∈Irr(B)

χ(1)
∑

ϕ∈IBr(B)

dχ,ϕϕ(g
−1) =

1

|G|
∑

ϕ∈IBr(B)

Φϕ(1)ϕ(g
−1)

nach der Brauerreziprozität. Nun ist Φϕ der zu dem irreduziblen Brauercharakter ϕ gehörige
projektive Charakter und daher teilt pa den Grad Φϕ(1). Ausserdem ist ϕ(g−1) ∈ 〈χ(g−1) |
χ ∈ Irr(B)〉Z wegen Satz 9.12. Da χ(g) genau dann durch p teilbar ist, wenn χ(g−1) durch p
teilbar ist, folgt aus der Annahme, dass der Koeffizient von C+i0 in e durch p teilbar ist, ein
Widerspruch. Also ist a − d = min{v(χ(1)) | χ ∈ Irr(B)} und damit d = d(B) der Defekt
von B. ¤

Ende am 19.12.2006

15 Brauerkorrespondenz.

Ziel: Vergleiche Blöcke von RG mit denen von RH, H ≤ G. Ist RG = B1 ⊕ . . .⊕Bm, so ist

RGH×H =
⊕

G=
.
∪HgH

RHgH = RH ⊕
⊕

G=
.
∪HgH,g 6∈H

RHgH = (b1 ⊕ . . .⊕ bn)⊕M

wo b1, . . . , bn die Blöcke von RH sind und M =
⊕

G=
.
∪HgH,g 6∈H RHgH.

Definition 15.1 Ist bi kein direkter Summand von M , so gibt es genau ein Bj mit bi |
(Bj)H×H . In diesem Fall ist bGi definiert und wir setzen bGi := Bj. Die Abbildung bi 7→ bGi
von der Menge der Blöcke von RH für die bGi definiert ist in die Menge der Blöcke von RG
heißt die Brauerkorrespondenz.
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Beispiel: SL2(p) und H = Cp : Cp−1 (mit Z(H) = C2).

Lemma 15.2 (a) Ist bG definiert, so ist δ(b) ≤G δ(b
G).

(b) H1 ≤ H2 ≤ G, bi Block von Hi, b
H2
1 = b2 definiert, b

G
2 = B definiert, dann ist bG1 = B.

Beweis. (a) Sei B := bG, D := δ(B). Dann ist B ein ∆(D)-projektiver G×G-Modul, also gibt
es einen ∆(D)-Modul V mit B | V G×G

∆(D) . Nun ist b ein direkter Summand von BH×H = b⊕ . . .,
also auch von

(V G×G
∆(D) )H×H =

⊕

(V
(g1,g2)

∆(D)(g1,g2)∩(H×H)
)H×H

nach Mackey. Also ist b ein direkter Summand von einem (V
(g1,g2)

∆(D)(g1,g2)∩(H×H)
)H×H und somit

∆(D)(g1,g2) ∩ (H ×H)-projektiv.
(b) ist klar. ¤

Lemma 15.3 Sei RGH×H = RH ⊕M und sei D eine p-Gruppe mit DCG(D) ≤ H. Dann
gilt für jeden unzerlegbaren direkten Summanden U von M dass ∆(D) 6≤H×H vx(U).

Beweis. Nach Lemma 14.3 ist jeder direkte Summand vonRHgH einH(g)-projektiverH×H-
Modul wo H(g) := ∆(H ∩ gH)(1,g) = {(h, g−1hg) | h ∈ H ∩ gH} ≤ H × H. Sei U | M .
Angenommen ∆(D) ≤H×H vx(U). Da M =

⊕

g 6∈H R(HgH) gibt es ein g 6∈ H mit U |
R(HgH). Dann ist aber vx(U) ≤H×H H(g). Also gibt es h1, h2 ∈ H mit (h−11 xh1, h

−1
2 xh2) ∈

H(g) für alle x ∈ D. Dann muss gelten g−1h−11 xh1g = h−12 xh2 für alle x ∈ D und also
h1gh

−1
2 ∈ CG(D) ≤ H ein Widerspruch da g 6∈ H. ¤

Folgerung 15.4 Ist b ein Block von RH mit DCG(D) ≤ H, D = δ(b), so ist bG definiert.

Satz 15.5 Sei b ein Block von RH mit zentralem Charakter ω : Z(b) → R (modulo π
eindeutig bestimmt nach Satz 10.6) und definiere

ωG : Z(FG)→ F durch (C+)ωG := (
∑

h∈C∩H

h)ω.

Dann gilt: Ist bG ist definiert und gleich B, so ist ωG der zentrale Charakter zum Block B.

Beweis. Sei FGH×H = b⊕U mit b |6 U und π1, π2 die zugehörigen Projektionen auf b bzw. U ,
µ1, µ2 die Einbettungen. Dann ist idFG = π1µ1 + π2µ2. Für f, g ∈ EndF (G×G)(FG) ist

µ1fgπ1 = µ1f(π1µ1 + π2µ2)gπ1 = µ1fπ1µ1gπ1 + µ1fπ2µ2gπ1 = µ1fπ1µ1gπ1 + f1g2

mit f1 = µ1fπ2 ∈ HomF (H×H)(b, U) und g2 = µ2gπ1 ∈ HomF (H×H)(U, b). Da b kein di-

rekter Summand von U ist, ist f1g1 ∈ EndF (H×H)(b) keine Einheit und damit f1g1 ∈
J(EndF (H×H)(b)) = J(Z(b)) = ker(ω) ∩ b, da b unzerlegbarer F (H × H)-Modul und da-

her EndF (H×H)(b) lokal ist. Die Abbildung z 7→ fz : (x 7→ xz) ∈ End(FG) liefert einen
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Isomorphismus Z(FG) ∼= EndG×G(FG) mit Umkehrung = Auswertung bei 1. Also liefert
die Zusammensetzung

z 7→ (e(π1fzµ1))ω

einen Algebrenhomomorphismus Z(FG)→ F also einen zentralen Charakter.

Die Abbildung π1 : FG→ b faktorisiert über die offensichtliche Projektion FG→ FH,
∑

g∈G agg 7→
∑

h∈H ahh. Also gilt (C+)π1 =
∑

h∈C∩H he und damit (C+)π1ω = (C+)ωG. ¤

Übung: Sei ξ ∈ Irr(b), so daß χ := ξG irreduzibel. Dann ist ωχ = ωξ
G.

Bemerkung: Brauer’s Originaldefinition der Brauerkorrespondenz benutzt ωb
G. Nach Brauer

ist für einen Block b von RH der Brauerkorrespondent bG = B, genau dann wenn ωb
G = ωB

ist. Ist in unserem Sinn bG = B definiert, so auch im Brauerschen Sinn und die beiden
Definitionen stimmen überein. Die Umkehrung ist i.a. falsch, d.h. es gibt Situationen in
denen ωb

G = ωB ist aber b mehrfach als direkter Summand von FGH×H vorkommt. Beispiel:
H = Z(G), G nichabelsche p-Gruppe (s.Übung).

Satz 15.6 Sei D eine p-Untergruppe von G und CG(D) £ H ≤ G. Dann ist die lineare
Abbildung

BrD,H : Z(FG)→ Z(FH), C+ 7→ (C ∩ CG(D))+

einen F -Algebrenhomomorphismus. Ist B ein Block von RG, B = RGeB, dann ist

BrD(eB) 6= 0⇔ D ≤G δ(B).

BrD heißt der Brauerhomomorphismus.

Beweis. CG(D) £H, also ist C ∩ CG(D) eine Vereinigung von H-Konjugiertenklassen. Ins-
besondere ist die lineare Abbildung BrD,H wohldefiniert. Sei Ci = gGi , C

0
i = Ci ∩ CG(D) so

daß gi ∈ CG(D) liegt, falls C0i 6= ∅. Dann ist

C+i C
+
j =

∑

k

αijkC
+
k , wo αijk = |{(x, y) ∈ Ci × Cj | xy = gk}|.

Sei
α0ijk := |{(x, y) ∈ C0i × C0j | xy = gk}|.

Zu zeigen: α0ijk ≡p αijk falls C0k 6= ∅. Schreibe jede G-Konjugiertenklasse C als C = C0
.∪ C ′.

Dann ist
(Ci × Cj) = (C0i × C0j )

.∪ (C0i × C ′j)
.∪ (C ′i × C0j )

.∪ (C ′i × C ′j)

also αijk = α0ijk + α′ijk wo α′ijk = |{(x, y) ∈ C ′i × C ′j | xy = gk}| (beachte: x ∈ CG(D), y 6∈
CG(D) ⇒ xy 6∈ CG(D)). Die Gruppe D operiert auf {(x, y) ∈ C ′i × C ′j | xy = gk} durch
Konjugation: ((x, y), d) 7→ (xd, yd). Da x, y 6∈ CG(D) liegen, gibt es dabei keine Bahnen der
Länge 1. Also sind alle Bahnlängen durch p teilbar und daher α′ijk ≡p 0.
Ist nun C0i = {x1, . . . , xn}, C0j = {y1, . . . , ym}, so ist

(C0i )
+(C0j )

+ =
∑

t,s

xtys =
∑

l

bi,j,l(C
0
l )
+ ∈ FH
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wo bi,j,l = {(t, s) | xtys = ein festes Element in C0l } ist, da diese Anzahl (mod p) unabhängig
von der Wahl dieses Elements in C0l ist. Aus dem obigen ergibt sich bi,j,l ≡p αi,j,l.
Ende am 9.1.07

Zur 2. Behauptung sei eB =
∑

δ(C)≤δ(B) αCC
+ wie in Satz 14.10.

⇒: Ist D 6≤G δ(B) so gilt für alle C mit αC 6= 0, daß D 6≤G δ(C). Dies bedeutet aber
C ∩ CG(D) = ∅ und daher BrD(eB) = 0.
⇐: Nach Satz 14.10 gibt es ein C mit αC 6= 0 und δ(C) = δ(B). Dann ist D ≤G δ(C) = δ(B)
und also C ∩ CG(D) 6= ∅ woraus BrD(eB) 6= 0 folgt. ¤

Bemerkung 15.7 Sei B ein Block von FG, D ≤G δ(B) und DCG(D) ≤ H ≤ NG(D).
Dann ist BrD,H(eB) =

∑

i ebi als Idempotent in Z(FH) eine Summe von Blockidempotenten.
Für alle vorkommenden bi ist b

G
i = B.

Beweis. bi komme in der Summe vor. Da D £ H ist, gilt D ≤ δ(bi) =: Di und daher
DiCG(Di) ≤ DiCG(D) ≤ H. Also ist nach Folgerung 15.4 bGi definiert. Weiter ist

ωbi ◦BrD,H = ωB

als zentraler Charakter mit Wert 1 bei eB. Insbesondere gilt für jede G-Konjugiertenklasse
C, dass

ωB(C
+) = ωbi((C ∩ CG(D))+)

?
= ωbi((C ∩H)+) = ωbi

G(C+).

Die Gleichheit ? gilt, da für g ∈ C−CG(D) die GruppeD 6≤ δ(gH). AberD£H alsoD ≤ δ(bi)
und somit δ(bi) 6≤ δ(gH) also ωbi((g

H)+) = 0 (Lemma 14.11 (b)). Also ist ωB = ωbi
G und

daher B = bGi . ¤

Satz 15.8 (1. Hauptsatz von Brauer) Sei D eine p-Untergruppe von G, NG(D) ≤ H ≤ G.
Dann ist b 7→ bG eine bijektive Abbildung zwischen {b Block von RH mit Defektgruppe =H

D} und {B Block von RG mit Defektgruppe =G D}. Die Umkehrabbildung ist für H =
NG(D) gegeben durch B 7→ b wo BrD(eB) = eb.

Als Übung zeigen Sie: Ist CG(D)£H, so ist BrD,H(eB) = eb+
∑

i ebi mit bi Blöcken von RH
mit δ(bi) ≤G D aber δ(bi) 6=H D.

Beweis. Œ sei H = NG(D). (Sonst Korrespondenz NH(D) = NG(D)→ H und NG(D)→ G
und Zusammensetzen). Wir benutzen die Greenkorrespondenz in der Form von Satz 13.7.
Sei dazu f = f(G × G,∆(D), H × H) die Greenkorrespondenz. Es ist NG×G(∆(D)) ≤
NG(D)×NG(D) = H ×H und

X = X (G×G,∆(D), H ×H)
= {Q ≤ G×G | Q ≤ ∆(D)(g1,g2) ∩∆(D) für ein (g1, g2) ∈ G×G−H ×H}

Y = Y(G×G,∆(D), H ×H)
= {Q ≤ G | Q ≤ ∆(D)(g1,g2) ∩H ×H für ein (g1, g2) ∈ G×G−H ×H}

Ist V ein unzerlegbarer R(G×G)-Modul mit vertex ∆(D), so ist V|(H×H) = f(V )⊕O(Y) wo
f(V ) unzerlegbarer R(G×G)-Modul mit vertex ∆(D). Ist W ein unzerlegbarer R(H ×H)-
Modul mit vertex ∆(D), so ist W (G×G) = f−1(W ) ⊕ O(X ), wo f−1(W ) ein unzerlegbarer
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R(G×G)-Modul mit vx(f−1(W )) =(G×G) ∆(D) ist.
a) Sei B ein Block von RG mit δ(B) = D. Dann ist ∆(D) = vx(B) als R(G × G)-Modul
und BH×H = f(B)⊕O(Y). Es ist f(B) ein unzerlegbarer direkter Summand von RGH×H =
RH ⊕ M , wobei die vertices der unzerlegbaren direkten Summanden von M nicht ∆(D)
enthalten. Da vx(f(B)) = ∆(D) gilt, ist f(B) ein unzerlegbarer direkter Summand von RH
und daher ein Block f(B) = b und bG = B. Ausserdem ist f(B) der einzige Summand von
BH×H mit vertex ∆(D), und somit b der einzige solche Block.
b) Sei b ein Block von RH mit δ(b) = D. Dann ist B := bG definiert (nach Folgerung 15.4)
und δ(B) ≥G δ(b) = D wegen Lemma 15.2 (a). Zu zeigen: δ(B) =G D.
Sei ω = ωb der zentrale Charakter zum Block b und C1 = hH eine Klasse von H mit
δ(C1) = D und ω(C+1 ) 6= 0. Dann ist h ∈ CG(D)£H, also C1 ⊆ CG(D). Setze C := hG.
1) δ(C) = D. AngenommenD < δ(C) =: Q ∈ Sylp(CG(h)). WähleD£D1 ≤ Q, [D1 : D] = p.
Dann ist D1 ≤ NG(D) = H aber D1 6∈ Sylp(CH(h)), ein Widerspruch.
2) C ∩ CG(D) = C1. Seien h = h1, h2 ∈ C ∩ CG(D), hg2 = h1 für ein g ∈ G. Es ist
D ∈ Sylp(CG(h)) und D ≤ CG(h2). Dann also auch Dg ≤ CG(h), also gibt es ein y ∈ CG(h)
mit D = Dgy. Dann aber gy ∈ NG(D) = H und hgy2 = hy1 = h1.
3) Also ist ωG(C+) = ω((C ∩ H)+) = ω(C+1 ) 6= 0 (da C ∩ H = C ∩ CG(D) = C1, wegen
CG(D)£H) und somit D = δ(C) ≥G δ(B), also folgt die Gleichheit.
c) Wollen zeigen: BrD(eB) = eb. Wissen schon, BrD(eB) 6= 0. Ausserdem ist das Idempotent
BrD(eB) =

∑

ebi eine Summe von gewissen primitiven Idempotenten ebi mit bGi = B (nach
Bemerkung 15.7). Da D £H = NG(D) ist, gilt δ(bi) ≥ D. Weiter ist aber bGi = B definiert
und daher mit Lemma 15.2 δ(bi) ≤G δ(B) = D. Also insgesamt δ(bi) = D. Nun ist b der
einzige Block von RH mit bG = B und δ(b) = D, also ist BrD(eB) = eb. ¤

16 Der 2. Hauptsatz von Brauer.

In diesem Abschnitt sei (K,R, F ) ein p-modulares Zerfällungssystem für G und alle ihre
Untergruppen.

Lemma 16.1 Sei h ein p-Element von G und H := CG(h), χ ∈ Irr(G). Dann gibt es
dhχ,ϕ ∈ Z so dass für alle y ∈ Hp′

χ(hy) =
∑

ϕ∈IBr(H)

dhχ,ϕϕ(y).

Die Zahlen dhχ,ϕ heissen verallgemeinerte Zerlegungszahlen.

Beweis. Bei jeder irreduziblen Darstellung von CG(h) wird h als Skalarmatrix λ(h)I darge-
stellt. Es ist χH =

∑

χi∈Irr(H)
aiχi. Also ist

χ(hy) =
∑

aiλi(h)χi(y) =
∑

i

aiλi(h)
∑

ϕ∈IBr(H)

dχi,ϕϕ(y) ==
∑

ϕ∈IBr(H)

(
∑

i

aiλi(h)dχi,ϕ)ϕ(y).

Also ergibt sich die Behauptung mit

dhχ,ϕ =
∑

i

aiλi(h)dχi,ϕ.
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¤

Lemma 16.2 Für H ≤ G und g ∈ G sei δH(g
H) :∈ Sylp(CH(g)) die H-Defektgruppe von g.

Etwas allgemeiner als in Abschnitt 14 sei für eine p-Untergruppe D ≤ H

JD,H := {
∑

g∈G,δH(gH)≤HD

αgH (gH)+ | αgH ∈ F} ≤ Inv∆(H)(FG).

Dann ist JD,H = Tr
∆(H)
∆(D)(Inv∆(D)(FG))£ Inv∆(H)(FG).

Beweis. Wie in Abschnitt 14. ¤

Sei nun D eine p-Untergruppe von G und CG(D) ≤ H ≤ NG(D). Bezeichne BrD : Z(FG)→
Z(FH) den Brauerhomomorphismus und sei e ∈ Z(FG) ein Blockidempotent von FG.

Lemma 16.3 (a) f := e− BrD(e)e ∈
∑

D 6≤Q≤H JQ,H .

(b) f
2
= f ∈ A := Inv∆(H)(FG).

(c) Sei A := Inv∆(H)(RG), f der Lift von f in A und fi primitive Idempotente in A mit

f =
∑

fi. Dann gibt es für jedes i eine p-Untergruppe D 6≤ Qi ≤ H mit fi ∈ JQi,H .

(d) Es gibt ein yi ∈ Inv∆(Qi)(RG) mit Tr
∆(H)
∆(Qi)

(yi) = fi.

(e) Ist W ein RH-Modul, fi, Qi wie in (c), dann ist Wfi ein Qi-projektiver RH-Modul.

Beweis. (a) Es ist

e =
n
∑

i=1

αi(g
G
i )
+ =

l
∑

j=1

αj(g
H
j )
+.

Nach Definition des Brauerhomomorphismus ergibt sich BrD(e) =
∑

gj∈CG(D)
αj(g

H
j )
+. Da

gj ∈ CG(D)⇔ D ≤ δH(gj) ergibt sich

e− BrD(e) =
∑

D 6≤δH(gj)

αj(g
H
j )
+ ∈

∑

D 6≤Q≤H

JQ,H .

Also auch f = (e − BrD(e))e ∈
∑

D 6≤Q≤H JQ,H . (b) f
2
= e − 2BrD(e)e + (Br(e)e)2 =

e− BrD(e)e = f ist ein Idempotent.
Ende am 12.1.07

(c) Wegen a) gibt es fQ ∈ JQ,H mit f i =
∑

fQ =
∑

f ifQf i. Nicht alle f ifQf i liegen in

J(f iAfi), da fi ein Idempotent ist. f iAfi ist lokal also gibt es ein Q für das x := f ifQf i ∈
(f iAfi)

∗ eine Einheit ist. Dann ist aber f i = f ifQf ix
−1 ∈ JQ,H .

(d) Nach Lemma 16.2 gibt es ein zi ∈ Inv∆(Qi)(RG) mit Tr
∆(H)
∆(Qi)

(zi) = fi+ ui mit ui ∈ πRG.

Dann ist x := Tr
∆(H)
∆(Qi)

(fizifi) = fi+fiuifi mit fiuifi ∈ πfiAfi ⊂ J(fiAfi). Also ist x ∈ fiAfi
eine Einheit. Setze yi := x−1fizifi ∈ Inv∆(Qi)(RG). Dann ist

Tr
∆(H)
∆(Qi)

(yi) = x−1fi(fi + ui)fi = fi.
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(e) Sei θ ∈ EndRQi
(Wfi) definiert durch (w)θ = wyi mit yi wie in (d). Dann ist θ ein

Qi-Endomorphismus, da yi ∈ EndQi
(RG). Weiter ist für w ∈Wfi

w(TrHQi
θ) =

∑

H=
.
∪hjQi

w(θhj) =
∑

j

wh−1j yihj = w(Tr
∆(H)
∆(Qi)

yi) = wfi = w.

Also ist Wfi nach dem Higman Kriterium ein Qi-projektiver RH-Modul. ¤

Satz 16.4 (Nagao) Sei B = RGe ein Block, V ein RG-Modul mit V e = V . Sei D eine
p-Untergruppe von G, CG(D) ≤ H ≤ NG(D), BrD : Z(FG) → Z(FH) und β(e) ∈ Z(RH)
ein Idempotent mit BrD(e) = β(e). Dann ist VH = VHβ(e) ⊕ W , wo alle unzerlegbaren
Summanden von W Qi-projektiv sind für geeignete Qi ≤ H mit D 6≤ Qi.

Beweis. Sei e = eβ(e) + f . Dann ist VH = VHe = VHβ(e)⊕ VHf und VHf =
⊕

VHfi wie in
Lemma 16.3 eine direkte Summe von relativ Qi-projektiven Moduln, für geeignete Qi mit
D 6≤ Qi. ¤

Satz 16.5 (2. Hauptsatz von Brauer) Sei h ein p-Element von G, H := CG(h). Ist d
h
χ,ϕ 6= 0

für ein χ ∈ Irr(G), ϕ ∈ IBr(H) und ist χ ∈ Irr(B), ϕ ∈ IBr(b), so ist bG = B.

Beweis. Sei D := 〈h〉. Dann ist H = DCG(D), D £H, also D ≤ δ(b) und bG definiert nach
Folgerung 15.4. Sei B = RGe ein Block von RG und χ ∈ Irr(B). Sei V ein RG-Gitter mit
Charakter χ. Dann ist V = V e und mit Satz 16.4 ist VH = VHβ(e) ⊕

⊕

Wi mit relativ
Qi-projektiven RH-Gittern Wi wo D 6≤ Qi. Ist ξi der Charakter von Wi, so ist ξi(hy) = 0
für alle y ∈ (CG(h))p′ wegen Folgerung 12.12. Also gilt für den Charakter θ von VHβ(e) dass

χ(hy) = θ(hy) für alle y ∈ CG(h)p′ = Hp′ .

In der Zerlegung von θ =
∑

i aiθi in irreduzible KH-Charaktere kommen nur solche θi vor,
die zu Blöcken bi von RH gehören, mit bGi = B. Daher

θ(hy) =
∑

i aiθi(hy) =
∑

i aiλ
′
i(h)θi(y) =

∑

i aiλ
′
i(h)

∑

ϕ∈IBr(bi)
dθi,ϕϕ(y) =

∑

ϕ∈IBr(BrD(e))
(
∑

i aiλ
′
i(h)dθi,ϕ)ϕ(y) =

∑

ϕ∈IBr(BrD(e))
dhθ,ϕϕ(y).

Da die Brauercharaktertafel invertierbar ist, folgt dhχ,ϕ = dhθ,ϕ 6= 0 nur falls ϕ ∈ IBr(BrD(e)).

Ist also dhχ,ϕ 6= 0 für χ ∈ Irr(B), ϕ ∈ IBr(b) dann ist BrD(eB) = eb + . . . und daher bG = B.
¤

Bemerkung: Es gilt in dem Fall D = 〈h〉 ≤ δ(b) ≤ δ(B).

Satz 16.6 Für θ =
∑

χ∈Irr(G) aχχ aχ ∈ K und einen Block B von RG setzen wir θB :=
∑

χ∈Irr(B) aχχ.

(a) Ist für ein festes p-Element h ∈ G der Charakterwert θ(g) = 0 für alle g ∈ G mit gp ∼G h
so ist auch θB(g) = 0 für alle diese g.
(b) (Block-Orthogonalitätsrelationen) Ist gp 6∼G g

′
p, so ist

∑

χ∈Irr(B)

χ(g′)χ(g−1) = 0.
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Beweis. (a) Es ist θ(hy) = 0 für alle y ∈ CG(h)p′ . Setze H := CG(h). Dann ist

0 = θ(hy) =
∑

χ∈Irr(G) aχχ(hy) =
∑

χ∈Irr(G) aχ
∑

ϕ∈IBr(H) d
h
χ,ϕϕ(y)

=
∑

b,Block von RH

∑

ϕ∈IBr(b)(
∑

χ∈Irr(bG) aχd
h
χ,ϕ)ϕ(y).

Da die Brauercharaktere ϕ linear unabhängig sind, gilt für alle Blöcke b von RH und alle
ϕ ∈ IBr(b) dass

∑

χ∈Irr(bG) aχd
h
χ,ϕ = 0 ist. Also ist

θB(hy) =
∑

χ∈Irr(B)

∑

b,bG=B

∑

ϕ∈IBr(b)

aχd
h
χ,ϕϕ(y) = 0,

(b) Setze θ :=
∑

χ∈Irr(G) χ(g
−1)χ. Nach den Orthogonalitätsrelationen ist dann θ(g′) = 0 falls

g 6∼ g′. Mit (a) ergibt sich die Behauptung. ¤

17 Der 3. Hauptsatz von Brauer.

Sei H £ G, b ein Block von RH mit Blockidempotent eb. G operiert per Konjugation auf
den Blockidempotenten von RH, fb :=

∑{egb | g ∈ G} sei die zugehörige Bahnensumme,
f 2b = fb ∈ Z(RH), 1 = fb1 + . . . + fbr orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente in
Inv(∆(G))(RH) = Z(RG)∩RH. Dann ist fbi eine Summe von Blockidempotenten von RG.

Definition 17.1 Ein Block B von RG überdeckt den Block bi von RH, falls eBfbi 6= 0
(⇔ eBebi 6= 0⇔ fbi = eB + . . .).

Bemerkung 17.2 a) Jeder Block von RG überdeckt genau eine G-Konjugiertenklasse von
Blöcken von RH.
b) Der Hauptblock B0 von RG überdeckt nur den Hauptblock b0 von RH (da egb0 = eb0 für
alle g ∈ G).
c) fb ist ein Idempotent in RH∩Z(RG). Als solches ist fb eine Summe von zentral primitiven
Idempotenten in RG und ebenso eine Summe von zentral primitiven Idempotenten in RH.

Lemma 17.3 B überdeckt b genau dann wenn ωB(C
+) = ωb(C

+) für alle Konjugiertenklas-
sen C von G, die in H liegen.

Beweis. Sei A := Z(FG) ∩ FH = 〈fbi〉 = 〈C+ | C ist G-Konjugiertenklasse in H〉F . Dann
sind ωBA und ωbA Algebrenhomomorphismen A → F . Diese sind gleich genau dann wenn
sie auf der Basis fbi übereinstimmen. ¤

Bemerkung 17.4 Es ist ωb
G(C+) = ωb((C ∩H)+) =

{

ωb(C
+) C ⊂ H

0 sonst.
. Also gilt: Wenn

bG = B existiert, dann überdeckt B den Block b.
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Satz 17.5 (3. Hauptsatz von Brauer) Ist H ≤ G, b ein Block von RH mit δ(b) = D so daß
CG(D) ≤ H. Dann ist bG = B0(G) der Hauptblock von G genau dann wenn b = B0(H) der
Hauptblock von H ist.

Beweis. ⇐: Es ist ωB0(G)(C
+) = |C| ∈ F und ωB0(H)

G(C+) = |C ∩ H| ≡p |C|, denn für
g ∈ C−CG(D) ist |gD| durch p teilbar. Also ist ωB0(G) = ωB0(H)

G und somit B0(H)G = B0(G)
(da der Zentralisator in G der Defektgruppe von B0(H) in H liegt).
⇒: Sei also bG = B0(G), D = δ(b) ≤ P ∈ Sylp(G), N := NG(D). Wir beweisen die Richtung
⇒ des Satzes durch Induktion nach [P : D].
Wähle mittels Brauerhomomorphismus einen Block b̃ von RDCG(D) mit b̃H = b (siehe
Bemerkung 15.7, da DCH(D) ≤ DCG(D) ≤ NH(D)). Setze B̃ := b̃N . Dann ist δ(b̃) ≥ D und
δ(B̃) ≥ D, da D beidemale Normalteiler ist. Weiter ist δ(b̃) ≤H δ(b̃H) = D, also δ(b̃) = D.
Beh. B̃ = B0(N).
Ist P = D, dann ist D = δ(B̃) = δ(B0(N)) und B0(N)G = B0(G) (nach ⇐). Weiter ist

B̃G = (b̃N)G = b̃G = (b̃H)G = bG = B0(G).

Wegen des 1. Hauptsatzes von Brauer ist dann B0(N) = B̃.
Sei nun D < P . Dann ist D < δ(B̃) denn aus D = δ(B̃) würde mit dem 1. HS von Brauer
folgen, dass D = δ(B̃G) = δ(B0(G)) = P (Defektgruppe von Hauptblock = Sylowgruppe),
ein Widerspruch zu D 6= P . Also ist [P : δ(B̃)] < [P : D] und mit Induktion (angewandt
auf H = N , D = δ(B̃), b = B̃) folgt dann B̃ = B0(N). Nun ist DCG(D)£N , b̃N = B0(N)
der Hauptblock, also auch b̃ = B0(DCG(D)), da B0(N) nur den Hauptblock von DCG(D)
überdeckt. Mit ⇐ ist dann auch b̃H = b = B0(H). ¤

Ende am 16.1.07

Sei nun wieder H £G und F Zerfällungskörper für G und alle ihre Untergruppen. Für einen
Block b von FH sei Stab(b) := {g ∈ G | gbg−1 = b} und X(b) := ∆(Stab(b))H×H ≤ G×G.
Dann ist b ≤ FGG×G ein X(b) Teilmodul bX(b).

Lemma 17.6 (a) FG =
⊕

F (GbiG) als F (G × G)-Modul, wo die bi Vertreter der G-
Konjugiertenklassen von Blöcken von FH durchlaufen.
(b) F (GbG)H×H = fbFG ist die Summe aller unzerlegbaren FH-Teilmoduln von FG, die zu
einem zu b konjugierten Block gehören.
(c) F (GbG)H×H =

⊕

t∈(G×G)/X(b) bt.

(d) F (GbG) = (bX(b))
G×G.

Beweis. (a) FG =
∑

F (GbiG), da die rechte Seite FH und damit auch die 1 enthält und
abgeschlossen ist unter Multiplikation mit G. Die Direktheit folgt aus (b).
(b) b = ebFH also ist F (GbG) =

∑

g∈G(gebg
−1)FG = fbFG.

(c) Die Moduln bt sind F (H ×H)-Teilmoduln, da H £G. Weiter ist
∑

bt = F (GbG) (nach
Definition von X(b)). Es genügt also die Direktheit der Summe zu zeigen, d.h. wir müssen
zeigen, dass b ∩∑(g1,g2)6∈X(b)

g−11 bg2 = 0. Dazu genügt es zu zeigen, dass für (g1, g2) 6∈ X(b)

entweder g−11 bg2 ⊂ F (G − H) oder g−11 bg2 ⊂ g−1bg für ein g 6∈ Stab(b). Nun ist g−11 bg2 =
g−11 bg1(g

−1
1 g2) ⊂ F (G − H), falls g−11 g2 6∈ H. Liegt g−11 g2 = y ∈ H, so ist g−11 bg2 = g−11 bg1

mit g1 6∈ Stab(b), da (g1, g2) 6∈ X(b).
(d) folgt nun direkt aus (c). ¤
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Lemma 17.7 Sei H£G, B ein Block von FG, b ein Block von FH. Dann sind äquivalent:
(0) B überdeckt b.
(1) b | BH×H .
(2) ebeB 6= 0.
(3) B | F (GbG).
(4) Ist U ein FG-Modul in B, so ist UH die direkte Summe von Moduln in zu b konjugierten
Blöcken.

Beweis. Es gilt B überdeckt b ⇔ B | FGbG. Also ist (0) ⇔ (3).
(1) ⇒ (2): Ist b | BH×H , so ist ebeBFG 6= 0 also auch ebeB 6= 0.
(2) ⇔ (3): Da FG =

⊕

GbiG gibt es genau ein i mit B | F (GbiG). Dies ist äquivalent zu
eB(GbiG) 6= 0. also zu eB(GbiG) = GeBbiG 6= 0 also (eBFG)(ebiFH) = FGeBebiFH 6= 0
und damit ebieB 6= 0. Also ist ebeB 6= 0, genau dann wenn b konjugiert zu bi und damit
GbG = GbiG ist.
(3) ⇒ (1): Sei B | GbG. Nun ist GbGH×H =

⊕

bt (direkte Summe von zu b konjugierten
H ×H-Moduln bt nach Lemma 17.6) Also gibt es ein t ∈ G×G mit bt | BH×H . Dann aber
b | Bt−1H×H = BH×H .

(3) ⇔ (4): Übung. ¤

Das folgende Lemma folgt aus dem Green’schen Unzerlegbarkeitssatz:

Lemma 17.8 Sei U ein FG-Modul, so dass UH unzerlegbar ist. Ist Q = vx(U), dann ist
QH/H ∈ Sylp(G/H).

Beweis. Sei Q ≤ S ∈ Sylp(G). Dann ist vx(USH) = vx(U) = Q. Also ist USH ein QH-
projektiver SH-Modul und daher USH | USH

QH . Wählt man eine Subnormalreihe QH = N0 £

N1 £ . . . £ Nd = SH und wendet Green’s Unzerlegbarkeitssatz sukzessive auf U
Ni+1

Ni
an,

so sieht man, dass USH
QH = (. . . (UN0)

N1) . . .)Nd unzerlegbar ist, also USH = USH
QH und damit

SH = QH. ¤

Lemma 17.9 Sei V ein unzerlegbarer FG-Modul mit vertex Q und trivialer Quelle. Ist
U ≤ G so hat VU einen unzerlegbaren Summanden mit vertex ⊃ Q ∩ U .

Beweis. Es ist 1Q | VQ also auch 1Q∩U | VQ∩U . Also gibt es einen unzerlegbaren Summanden
W | VU mid 1Q∩U | WQ∩U . Sei S = vx(W ). Wir zeigen, dass Q ∩ U ≤U S. Nun ist W relativ
S-projektiv, also ist jeder Summand von WQ∩U relativ projektiv für eine Untergruppe der
Form Q ∩ U ∩ u−1Su für ein u ∈ U . Andererseits ist der vertex von 1Q∩U = Q ∩ U also gibt
es ein u mit Q ∩ U ⊂ Q ∩ U ∩ u−1Su also Q ∩ U ≤U S. ¤

Satz 17.10 Sei B ein Block von RG, der den Block b von RH überdeckt.
(i) Es gibt eine Defektgruppe D von B, die in Stab(b) enthalten ist.
(ii) Es gibt einen Block B ′ von FG, der b überdeckt, dessen Defektgruppe D′ := δ(B′) maxi-
mal ist, in dem Sinn: Ist B̃ ein Block von FG, der b überdeckt, so ist δ(B̃) ≤G D

′. Für D′

gilt [D′ : (D′ ∩H)] = [Stab(b) : H]p.
(iii) Ist CG(δ(b)) ≤ H, so ist B = bG und B ist der einzige Block von RG, der b überdeckt.
(iv) Ist D = δ(b), so gibt es eine Defektgruppe D′ = δ(B) mit D = D′ ∩H.
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Beweis. (i) F (GbG) ist X(b)-projektiv nach Lemma 17.6 (d) und daher auch B als direk-
ter Summand von F (GbG). Also ist vx(B) ≤G×G X(b) ≤ Stab(b) × Stab(b) und damit
δ(B) ≤G Stab(b).
(ii) Ist B′ ein Block, der b überdeckt, so ist B ′ | F (GbG) = (bX(b))

G×G ein X(b)-projektiver
G×G-Modul. Also hat jeder Block B ′ einen vertex, der in vx(bX(b))-enthalten ist. Anderer-
seits ist bX(b) ein direkter Summand von (bX(b))

G×G
|X(b) = F (GbG)|X(b) d.h. es gibt einen Block

B′ | F (GbG) der bX(b) als direkten Summanden hat (bX(b) | B′X(b)). Also ist nach Mackey

vx(bX(b)) ≤G×G vx(B′) und damit vx(bX(b)) =G vx(B′) =: ∆(D′) wobei D′ = δ(B′). Œ
sei D′ ≤ Stab(b). Also ist bX(b) ein X(b)-Modul, so dass (bX(b))|H×H unzerlegbar ist. Nach
Lemma 17.8 ist dann ∆(D′)(H ×H)/H ×H ∈ Sylp(X(b)/(H ×H)), d.h. [D′ : (D′ ∩H)] =
[Stab(b) : H]p.
(iii) Nach Voraussetzung ist bG =: B′ dann definiert, und dies ist der einzige Block B ′ von
RG, mit b | B′H×H . Da B den Block b überdeckt und daher b | BH×H nach Lemma 17.7 gilt,
ist B = B′ der einzige Block, der b überdeckt.
(iv) Es ist B | FGG×G = (1∆(G))

G×G. Also (Übung) hat der G × G-Modul triviale Quelle,
d.h. B | (1Q)G×G mit Q = vx(B). Also gibt es nach Lemma 17.9 einen direkten Summanden
von BH×H mit vertex, der Q ∩ (H ×H) enthält. Nun ist BH×H | GbGH×H =

⊕

bt, d.h. die
unzerlegbaren Summanden von BH×H sind alle von der Form bt und vx(bt) = vx(b)t. Also
enhält der vertex von b eine Untergruppe Qt ∩ (H ×H). Nun ist aber vx(b) ≤ vx(B) = Q
also ist vx(b) = Qt ∩ (H ×H) und δ(b) = D′ ∩H für geeignetes D′ = δ(B). ¤

Satz 17.11 Sei D eine p-Untergruppe von G. Dann liefert die Brauerkorrespondenz β 7→ βG

eine Bijektion zwischen den NG(D)-Konjugiertenklassen von Blöcken β von DCG(D) mit
Defektgruppe D so dass [StabNG(D)(β) : DCG(D)] nicht durch p teilbar ist und den Blöcken
B = βG von G mit Defektgruppe D.

Beweis. Wir benutzen den 1. Hauptsatz von Brauer, der uns eine Bijektion zwischen den
Blöcken b von NG(D) mit Defektgruppe D und den Blöcken B = bG von G mit De-
fektgruppe D liefert. Wegen der Transitivität der Induktion, genügt es also zu zeigen,
dass die NG(D)-Konjugiertenklassen von Blöcken von DCG(D) mit Defektgruppe D und
[StabNG(D)(β) : DCG(D)]p = 1 in Bijektion stehen zu den Blöcken von NG(D) mit Defekt-
gruppe D.
Beachte, dass wegen Bemerkung 17.2 jeder Block vonNG(D) genau eineNG(D)-Konjugiertenklasse
von Blöcken von DCG(D) überdeckt.
Sei b ein Block von NG(D) mit Defektgruppe D und β ein Block von DCG(D), der von b
überdeckt wird. Dann ist D ≤ δ(β) ≤ δ(b) also D = δ(β) und βNG(D) ist definiert. Nach
Satz 17.10(iii) gilt dann aber b = βNG(D) und b ist der einzige Block, der β überdeckt. Satz
17.10(ii) liefert dann, dass [StabNG(D)(β) : DCG(D)]p = 1.
Sei umgekehrt β ein Block von DCG(D) mit Defektgruppe D so dass [StabNG(D)(β) :
DCG(D)] nicht durch p teilbar ist. Dann ist b := βNG(D) definiert und nach Satz 17.10(iii)
der einzige Block von NG(D), der β überdeckt. Weiter gilt mit 17.10(ii) und (iv), dass
[δ(b) : D] = [StabNG(D)(β) : DCG(D)]p = 1, also δ(b) = D. ¤
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IV. Blöcke mit zyklischer Defektgruppe.

Generalvoraussetzung: G endliche Gruppe, (K,R, F ) ein p-modulares Zerfällungssystem für
alle Untergruppen von G.

18 Brauer-Baum Algebren.

Definition 18.1 Ein Brauer-Baum T besteht aus einem zusammenhängenden endlichen un-
gerichteten kreisfreien planar eingebetteten Graphen T , bei dem einer Ecke vex, dem soge-
nannten Ausnahmevertex, eine Vielfachheit m(vex) ∈ N zugeordnet ist.

Interpretation: Kanten entsprechen den einfachen FG-Moduln in einem Block B von RG,
Ecken den einfachen KG-Moduln in B (der Ausnahmevertex entspricht dabei m(vex) vielen
einfachen KG-Moduln). Die von einer Ecke V ausgehenden Kanten geben die Kompositions-
faktoren von L/πL an, L ein Gitter in V . Jeder Kompositionsfaktor kommt mit Vielfachheit
(0 oder) 1 in L/πL vor. Die Zerlegungszahlen sind also alle 0 oder 1.

Ist S eine Kante und PS der zu dem einfachen FG-Modul S gehörende projektiv unzerlegbare
FG-Modul, so erhält man den Teilmodulverband von PS wie folgt:

Es ist J(PS)/soc(PS) ∼= V ⊕W die direkte Summe von zwei einreihigen FG-Moduln V und
W , mit eindeutiger Kompositionsreihe deren Faktoren genau den Kanten der beiden Ecken
von S entsprechen, gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen.
(Brauerbaum lokal, Teilmodulverband).
Ist eine der beiden Ecken von S der Ausnahmevertex mit Vielfachheit m, so muss man die
Kanten bei dieser Ecke genau m mal durchlaufen. Insbesondere taucht S in V dann mit
Vielfachheit m− 1 als Kompositionsfaktor auf.

Definition 18.2 Eine endlich dimensionale F -Algebra A ist eine Brauer-Baum Algebra,
falls die Teilmodulverbände der projektiv unzerlegbaren A-Moduln entsprechend der obigen
Vorschrift aus einem Brauer-Baum erhalten werden.

Beispiel: SL2(p).

Situation. Sei B ein Block von FG mit Defektgruppe D ∼= Cpn . Sei N := NG(D) und b ein
Block von FN mid bG = B. Sei b′ ein Block von DCG(D), der von b überdeckt wird und
I(b′) := StabNG(D)(b

′). Dann ist (b′)G = B und daher δ(b′) = δ(b) = D. Nach Satz 17.11 ist
dann der Trägheitsindex e := [I(b′) : DCG(D)] von B nicht durch p teilbar. Es gilt aber

e | [NG(D) : CG(D)] | |Aut(D)| = (p− 1)pn−1

also gilt e | (p− 1). Sei weiter D1 ∼= Cp ≤ D und N1 := NG(D1) ≥ N und b1 = bN1 . Dann ist
δ(b1) = D und bG1 = bG = B.

In diesem Kapitel wollen wir die folgenden beiden Sätze beweisen:
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Satz 18.3 Der Block b1 ist eine Brauer-Baum Algebra für einen Stern mit Ausnahmevertex
in der Mitte und e davon ausgehende Kanten. Die Vielfachheit m(vex) =

pn−1
e

.

Satz 18.4 Der Block B (wie oben) ist eine Brauer-Baum Algebra für einen Baum T mit e
Kanten und Vielfachheit m(vex) =

pn−1
e

.

Beispiel: SL2(p) n = 1, e = p−1
2
,m = 2. mit Zerlegungsmatrix .

Gleiches für Cp : Cp−1: Moduln und Zerlegungsmatrix und Brauerbaum.

Satz 18.5 Die Greenkorrespondenz liefert eine Bijektion zwischen den Isomorphismenklas-
sen von unzerlegbaren nicht projektiven Moduln in B und solchen in b1. Ist U ein B-Modul,
V = f(U) ein b1-Modul, so ist

UN1 = V ⊕W, V G = U ⊕Q

wo Q ein projektiver FG-Modul ist und W eine direkte Summe von projektiven FN1-Modul
und solchen FN1-Moduln, die nicht zum Block b1 gehören.

Beweis. Wir benutzen die Greenkorrespondenz f = f(G,D,N1) (beachte NG(D) ≤ N1) und
müssen dazu die Mengen X (G,D,N1) := {P ≤ D ∩Dg | g ∈ G −N1} und Y(G,D,N1) :=
{P ≤ N1 ∩Dg | g ∈ G − N1} bestimmen. Ist g 6∈ N1, so ist D ∩Dg ≤ D eine Untergruppe
von D, die nicht D1 enthält. Also D ∩ Dg = {1} und somit X = {1}. Ebenso findet man,
dass die Gruppen in Y Untergruppen von N1 sind, die entweder = {1} oder nicht in N1 zu
einer Untergruppe von D konjugiert sind. Da jeder unzerlegbare Modul in b1 einen vertex
≤N1 D hat folgt aus der Greenkorrespondenz

UN1 = V ⊕O(Y), V G = U ⊕O({1})

die Behauptung. ¤

19 Die Struktur von b1.

Sei β1 ein Block von C1 := CG(D1) £ N1, der von b1 überdeckt wird. Dann ist βN1
1 = b1

und daher δ(β1) ≤ D = δ(b1). Weiter ist (b1)C1×C1 =
⊕

i β
ti
1 wo ti eine Transversale von

I1 := StabN1(β1) in N1 durchläuft.

Lemma 19.1 Es gibt solch einen Block β1 mit δ(β1) = D = δ(b1).

Beweis. Nach Lemma 13.1 angewandt auf den F (N1×N1)-Modul V = b1 gibt es einen unzer-
legbaren F (C1×C1)-Modul W | V|C1×C1 mit vx(W ) = vx(V ) = ∆(D). Da die unzerlegbaren
Summanden von (b1)C1×C1 alle konjugiert sind, haben sie auch alle konjugierte vertices und
wir können ein β1 auswählen mit δ(β1) =C1 D. ¤

Lemma 19.2 Für den Trägheitsindex von β1 gilt e(β1) = 1.
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Beweis. Es ist D = δ(β1). Sei X der Block von NC1(D) = NG(D) ∩ C1 mit XC1 = β1
der Brauerkorrespondent von β1 und x ein Block von CG(D), der von X überdeckt wird
(xNC1

(D) = X, xC1 = β1). Dann ist δ(x) = δ(X) = D, da D in beiden Gruppen normal
ist und die Defektgruppen in δ(β1) = D liegen. Weiter ist I(β1) = StabNC1

(D)(x) und e′ :=

[I(β1) : CG(D)] der Trägheitsindex von β1. Es ist e
′ | [NC1(D) : CG(D)] | pn−1, da |Aut(D)| =

pn−1(p− 1) und der Zentralisator von D1 in Aut(D) Ordnung pn−1 hat. Nach Satz 17.10 (ii)
und 17.11 gilt aber p |6 e′ (da δ(B) = D), also ist e′ = 1. ¤

Lemma 19.3 | IBr(β1)| = 1.

Beweis. Wir beweisen Satz 18.4 durch Induktion über die Ordnung von D. Betrachte den
Block β1 von C1/D1. Dieser hat Defektgruppe D/D1, ist also entweder von Defekt 0 und
hat daher nur einen einfachen Modul. Im allgemeinen ist NC1/D1(D/D1) : CC1/D1(D/D1)

eine p-Potenz und daher e(β1) = 1. Nach Induktionsvoraussetzung gilt Satz 18.4 für β1 und
daher hat dieser Block nur einen einfachen Modul. Jeder einfache FC1-Modul hat aber D1
im Kern, also haben β1 und β1 die gleichen einfachen Moduln. ¤

Satz 19.4 Sei A eine endlichdimensionale F -Algebra mit F=Zerfällungskörper für A so
dass
(a) A hat nur endlich viele unzerlegbare Moduln.
(b) A hat nur einen einfachen Modul.
Dann ist A eine Brauer-Baum Algebra.

Beweis. Sei S der einfache A-Modul und P der zugehörige PIM. Ist P = S (also J(P ) = 0),
dann ist A halbeinfach, also A ∼= F d×d, d = dim(S) eine Brauerbaumalgebra.
Sei nun M := J(P ) 6= 0. Dann ist M/J(A)M ∼=

⊕n S. Ist n = 1 so werden wir sehen, dass
A eine Brauer-Baum Algebra ist und n > 1 zu einem Widerspruch führen.
Sei zunächst n = 1. Dann ist M ein epimorphes Bild von P und auch J(M)/J 2(M) ein
epimorphes Bild von J(P )/J2(P ) = M/J(M) also entweder 0 oder ∼= S. Dieses Argument
liefert, dass die Teilmoduln von P eine Kette bilden (P ist einreihig). Ist m die Kompositi-
onslänge von P (dim(P ) = dm), so ist A eine Brauerbaumalgebra für einen Baum mit einer
Kante und Vielfachheit m− 1.
Ende am 23.1.

Sei jetzt n > 1 und setze A := A/J2(A). Wir wollen zeigen, dass A unendlich viele unzer-
legbare Moduln hat. (Diese sind dann auch A-Moduln, ein Widerspruch zu Voraussetzung
(a).) Sei Q := P/J2(P ) der projektiv unzerlegbare A-Modul. Dann ist A ∼=

⊕dQ. Sei
E := EndA(Q). Schreibe J(Q) = S1⊕ . . .⊕Sn und sei ϕi ein A-Endomorphismus von Q mit
Bild Si und Kern J(Q).
Beh.: (idQ, ϕ1, . . . , ϕn) ist eine F -Basis von E.
E ist lokal, E = F idQ⊕J(E). Daher genügt es zu zeigen, dass (ϕ1, . . . , ϕn) linear unabhängig
sind und dim(J(E)) = n. Die lineare Unabhängigkeit der ϕi folgt aus der Direktheit der
Summe ihrer Bilder. Weiter ist

dim(J(E)) = dim(HomA(Q, J(Q)) = dim(HomA(S, S1 ⊕ . . .⊕ Sn)) = n.
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Wir konstruieren jetzt unzerlegbare E-Moduln beliebig großer Dimension: Sei dazu Vm der
2m-dimensionale F -Vektorraum mit Basis (v1, . . . , vm, w1, . . . wm) und X ∈ End(Vm) : vi 7→
wi, wi 7→ 0, Y ∈ End(Vm) : vi 7→ wi+1, vm 7→ 0, wi 7→ 0. Dann gilt X2 = Y 2 = XY = Y X =
0 und die Abbildung ϕ1 7→ X, ϕ2 7→ Y , ϕj 7→ 0 (j ≥ 3) macht Vm zu einem E-Modul. Es ist

EndE(Vm) = {
(

A C
0 A

)

| A =











a1 a2 a3 . . . am
0 a1 a2 . . . am−1
...

. . . . . . . . .
...

0 0 . . . 0 a1











}

(Übung) ein lokaler Ring und daher Vm unzerlegbar.
Nun ist A ∼= EndA(A)

op und EndA(A)
op ∼= Ed×d, da A ∼= Qd. Also hat auch A unendlich

viele unzerlegbare Moduln, ein Widerspruch. ¤

Satz 19.5 β1 ist eine Brauer-Baum Algebra für einen Baum mit einer Kante und Vielfach-
heit pn − 1.

Beweis. Da β1 als Block mit zyklischer Defektgruppe nur endlich viele unzerlegbare Moduln
hat (siehe Folgerung 12.14), müssen wir nur noch zeigen, dass der PIM in β1 die Kompo-
sitionslänge pn = |D| hat. Dies ist klar, falls n = 0, also β1 ein Block vom Defekt 0 ist.
Ansonsten argumentieren wir wieder mit Induktion über n. Danach hat der PIM für den
Block β1 von C1/D1 mit Defektgruppe D/D1 die Kompositionslänge pn−1. Dann benutzen
wir das nächste Lemma:

Lemma 19.6 Sei Q£G ein p-Normalteiler und setze G := G/Q. Sei S ein einfacher FG-
Modul, P der zugehörige PIM von G und P der zugehörige PIM von G (beachte S ist auch
ein einfacher G-Modul). Sei r die Radikallänge von FQ (J r(FQ) = 0 und r minimal mit
dieser Eigenschaft). Dann hat P eine Kette von Teilmoduln

P = P 0 ⊃ P 1 ⊃ . . . ⊃ P r = 0

so dass P i/P i+1 ∼= P⊗(J i(FQ)/J i+1(FQ)) wobei G auf FQ (und auch auf J i(FQ)/J i+1(FQ))
durch Konjugation operiert.

Beweis. als Übung. (s. Alperin, Proposition 18.4) ¤

Daraus ergibt sich unser Satz, indem wir Q := D1 ≤ Z(C1) und C1 := G wählen. Die
Radikallänge von FD1 ist nach Satz 12.13 gleich p und C1 operiert auf FD1 trivial. Also ist
(J i(FD1)/J

i+1(FD1)) ∼= F der triviale FC1-Modul und die Kompositionslänge von P ist
gerade die von P multipliziert mit der Radikallänge p von FD1. ¤

Im Rest dieses Abschnitts beweisen wir Satz 18.3 unter Benutzung der Struktur von β1.
Sei dazu N1 := NG(D1) ⊃ NG(D) (da D1 char D), C1 := CG(D1) ⊃ CG(D) und I1 :=
StabN1(β1). Dann ist N1/C1 isomorph zu einer Untergruppe von Aut(D1) = Cp−1, insbeson-
dere also [I1 : C1] | p− 1. Da δ(β1) = D und CG(D) = CI1(D) ⊂ C1 = CG(D1), ist β̃1 := βI11
definiert.

Zunächst streben wir folgenden Satz an:
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Satz 19.7 β̃1 ist eine Brauer Baum Algebra für einen Stern mit e Kanten und Ausnahme-
vertex in der Mitte mit Vielfachheit (pn − 1)/e.

Lemma 19.8 |I1 : C1| = e.

Beweis. Sei γ der Block von NC1(D) = N ∩C1 der in Brauerkorrespondenz zu β1 steht, d.h.
γC1 = β1 und δ(γ) = D. Ist nun β ein Block von CG(D) mit βNC1

(D) = γ, so überdeckt γ den
Block β und D ≤ δ(β) ≤ δ(γ) = D also hat auch β die Defektgruppe D. Weiter ist βG = B,
da βNC1

(D) = γ, γC1 = β1, und βG1 = B. Ist I := StabNG(D)(β), so ist der Trägheitsindex
von B definiert als e := [I : CG(D)] nicht durch p teilbar. Wollen zeigen: I1/C1 ∼= I/CG(D).
Dazu genügt es nach dem 1. Isomorphiesatz zu zeigen, dass I ∩ C1 = CG(D) und IC1 = I1.
Denn dann ist

I1/C1 = IC1/C1 ∼= I/(I ∩ C1) = I/CG(D).

Nun ist I ≤ NG(D) und (NG(D)∩C1)/CG(D) eine p-Gruppe. Also ist auch (I ∩C1)/CG(D)
eine p-Gruppe die auf der anderen Seite eine Untergruppe der p′-Gruppe I/CG(D) ist. Also
ist I ∩ C1 = CG(D).
Zeigen jetzt IC1 = I1. Da β1 = βC1 folgt I = StabNG(D)(β) ⊂ I1 = StabNG(D1)(β1). Also gilt
IC1 ⊂ I1. Sei nun x ∈ I1. Dann ist βx1 = β1 und daher ist Dx auch eine Defektgruppe von β1.
Die Defektgruppen von β1 sind aber alle in C1 konjugiert, also gibt es z ∈ C1 mit Dx = Dz.
Also ist y := xz−1 ∈ NG(D) ∩ I1 und es genügt zu zeigen, dass y ∈ IC1.
Es gilt Dy = D, βy1 = β1 und daher auch γy = γ, da γC1 = β1 also γ der Brauerkorrespondent
von β1 ist (beachte: γ ist Block von NC1(D)). Also permutiert 〈y〉 die Böcke von CG(D), die
von γ überdeckt werden. Diese sind aber genau die zu β in NG(D)∩C1 konjugierten Blöcke
von CG(D). NG(D) ∩ C1/CG(D) ist aber eine p-Gruppe, also ist die Anzahl der Böcke von
CG(D) die von γ überdeckt werden eine p-Potenz. I = StabNG(D)(β) ist aber ein Normalteiler
in NG(D), da NG(D)/CG(D) abelsch ist. Also ist I auch der Stabilisator eines jeden Blocks,
der von γ überdeckt wird. Aus demselben Grund ist 〈y, CG(D)〉 ein Normalteiler in NG(D)
und daher haben die 〈y〉-Bahnen auf den Blöcken die von γ überdeckt werden alle die gleiche
Länge. Diese ist also eine p-Potenz, q und es ist yq ∈ I. Nun ist y ∈ I1 und [I1 : C1] nicht
durch p-teilbar, also ist yqC1 = yC1 und y ∈ IC1. ¤

Mit Hilfe von Clifford Theorie (beachte I1/C1 ist zyklisch und p |6 |I1/C1|) erhält man die
folgende Bemerkung.

Bemerkung 19.9 Sei S der einfache C1-Modul in β1. Dann hat S genau e verschiedene
Fortsetzungen zu einem einfachen I1 Modul. Diese liegen alle in β̃1 = βI11 .

Lemma 19.10 Ist U ein FI1-Modul in β̃1, so ist J(U) = J(UC1).

Beweis. Klar ist J(UC1) ⊂ J(U) da Einschränkungen von h.e. Moduln auf Normalteiler
wieder h.e. sind. Weiter ist J(UC1) ein I1-Teilmodul, da I1 die maxmalen C1-Teilmoduln von
UC1 permutiert. Durch Übergang zu U/J(UC1) können wir annehmen, dass U ein β̃1-Modul
ist, für den die Einschränkung UC1 halbeinfach ist. Dann ist UC1

∼= S ⊕ . . . ⊕ S. Da C1 die
Defektgruppe von β̃1 und damit auch den vertex von U enthält ist U | U I1

C1
=
⊕

SI1 . Nun
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ist SI1 = S ⊗FC1 FI1 = S ⊗F F (I1/C1) = S1 ⊕ . . .⊕ Se halbeinfach, da p |6 |I1/C1| = e. Also
ist auch U I1

C1
ein halbeinfacher I1-Modul und damit auch jeder direkte Summand. ¤

Beweis. (von Satz 19.7) Sei P ein PIM in β̃1. Dann ist PC1 ein projektiver β1-Modul mit Kopf
S, also PC1 = PS der PIM in β1. Nach Satz 19.5 ist also PC1 einreihig mit Kompositionslänge
pn, also ist mit Lemma 19.10 auch P ein einreihiger I1-Modul mit Kompositionslänge pn, des-
sen Kompositionsfaktoren einfache Moduln in β̃1 sind. Sei T = P/J(P ), T1 := J(P )/J2(P ).
Dann gibt es einen eindimensionalen F (I1/C1)-ModulW , mit T1 ∼= T⊗W . Also ist J(P ) epi-
morphes Bild von PT1

∼= P ⊗W und daher J2(P )/J3(P ) ∼= T ⊗W ⊗W usw. Dadurch erhält
man alle e einfachen Moduln im Block von T , da man so alle Kompositionsfaktoren der zu-
gehörigen PIMs bekommt (alle, die man nicht erhält liegen in einem anderen Block). Ordnet
man die einfachen β̃1-Moduln in der Reihenfolge T =: T1, T⊗W =: T2, T⊗W⊗W =: T3, . . ..
Te so ist die Kompositionsreihe von P gerade (T1, T2, T3, . . . , Te, T1, T2, . . . , . . . , Te, T1). Da die
Kompositionslänge von P genau pn ist, wird die Folge (T1, T2, T3, . . . , Te) dabei (pn − 1)/e
mal wiederholt. Also ist β̃1 eine Brauerbaumalgebra für einen Stern mit Ausnahmevertex in
der Mitte und Vielfachheit (pn − 1)/e. ¤

Lemma 19.11 Sind V , Vi (i = 1, 2) drei β̃1-Moduln, so ist V N1 ein b1-Modul und jeder
b1-Modul ist von dieser Form. Weiter ist HomI1(V1, V2)

∼= HomN1(V
N1
1 , V N1

2 ).

Beweis. Sei g1 = 1, g2, . . . gr ein Vertretersystem von I1 in N1 und setze βi = βgi

1 . Sei V ein
β̃1-Modul. Dann ist VC1 ein β1-Modul und

(V N1)C1
∼= (V ⊗ g1)C1 ⊕ . . .⊕ (V ⊗ gr)C1

wobei V ⊗ gi in βi liegt. Also liegt jeder unzerlegbare Summand von V N1 in einem Block der
eins der βi überdeckt. Da CG(D) ⊂ C1 ist aber b1 der einzige Block von N1, der β1 (und alle
konjugierten Blöcke βi) überdeckt, also liegt V N1 in b1.
Ist umgekehrt W ein b1-Modul, so ist

WC1 =
r
⊕

i=1

Weβi
=

r
⊕

i=1

V gi

wo V := Weβ1 . Da I1 den Block β1 stabilisiert, ist V ein I1-Teilmodul von W der in β̃1 liegt
(da die Einschränkung auf C1 in β1 liegt). Da die Idempotente eβi

alle in N1 konjugiert sind,
ist dim(Weβi

) = dim(Weβ1) für alle i. Insbesondere ist dim(W ) = dim(V N1
I1

) = r dim(V )

und W = V N1
I1

.

Ist ϕ ∈ HomI1(V1, V2), so ist ϕN1 ∈ HomN1(V
N1
1 , V N1

2 ) definiert durch
∑

(vi ⊗ gi)ϕ
N1 :=

∑

(vi)ϕgi. Die Abbildung ϕ 7→ ϕN1 ist injektiv, wie man durch Einschränken auf V1⊗g1 = V1
sieht. Es genügt also, die Dimensionen der beiden F -Vektorräume zu vergleichen. Nach
Frobenius-Nakayama Reziprozität ist

HomN1(V
N1
1 , V N1

2 ) ∼= HomI1((V
N1
1 )I1 , V2)

∼= HomI1((V
N1
1 )eβ̃1

, V2)

da V2 in β̃1 liegt. Da aber für i ≥ 2 der C1-Modul V1 ⊗ gi in dem Block βi liegt, der nicht
von β̃1 überdeckt wird, gilt (V

N1
1 )eβ̃1

∼= V1. ¤
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Lemma 19.12 Seien U, V,W, V1, V2 fünf β̃1-Moduln, ϕ ∈ EndI1(V ), ψ ∈ HomI1(V1, V2).
(1) ϕ = id ⇔ ϕN1 = id.
(2) ψ ist injektiv (surjektiv) genau dann wenn ψN1 injektiv (surjektiv) ist.
(3) V ist einfach (halbeinfach, projektiv), genau dann wenn V N1 einfach (halbeinfach, pro-
jektiv) ist.
(4) Eine Sequenz

0→ U
α→ V

γ→ W → 0

von I1-Moduln in β̃1 ist exakt, genau dann wenn die Sequenz

0→ UN1 αN1→ V N1
γN1→ WN1 → 0

von N1-Moduln in b1 exakt ist.
(5) J(V N1) = J(V )N1 und (V/J(V ))N1 = V N1/J(V N1).

Beweis. (1) und (2) folgen direkt aus der Konstruktion von ψN1 .
(3) V ist einfach genau dann, wenn jeder Homomorphismus 6= 0 von einem β̃1-Modul nach V
surjektiv ist. Also ergibt sich die Korrespondenz der einfachen Moduln mit (2) und Lemma
19.11.
Ist V = S1⊕. . .⊕Sn halbeinfach, so gibt es I1-Homomorphismen λi : Si → V und πi : V → Si
mit

λiπi = idSi
und

∑

i

πiλi = idV .

Dann ist mit (1) auch

λN1
i πN1

i = id
S

N1
i

und
∑

i

πN1
i λN1

i = idV N1 ,

also V N1 = SN1
1 ⊕ . . .⊕ SN1

n halbeinfach.
Ist umgekehrt V N1 = T1 ⊕ . . . ⊕ Tn halbeinfach, so sind die Ti von der Form SN1

i nach
Lemma 19.11 wobei die Si einfache I1-Moduln sind. Die N1-Homomorphismen λ′i : Ti → V N1

und π′i : V N1 → Ti = SN1
i sind nach Lemma 19.11 von der Form λN1

i bzw. πN1
i für Ii-

Homomorphismen λi : Si → V und πi : V → Si. Wegen Teil (1) gilt auch λiπi = idSi
und

∑

πiλi = idV und daher V =
⊕

i Si.
Zu den projektiven Moduln: Sei V N1 ein projektiver N1-Modul und seien U,W zwei I1-
Moduln, δ : U → W ein Epimorphismus, γ : V → W ein Homomorphismus. Müssen
ρ : V → U konstruieren mit ρδ = γ. Es ist aber δN1 : UN1 → WN1 ein Epimorphismus, γN1 :
V N1 → WN1 ein Homomorphismus. Also gibt es nach Voraussetzung einen Homomorphismus
ρ′ : V N1 → UN1 mit ρ′δN1 = γN1 . Nach Lemma 19.11 ist ρ′ von der Form ρN1 und daher
(ρδ)N1 = γN1 . Also auch ρδ = γ nach Lemma 19.11. Ebenso ist V N1 projektiv, falls V
projektiv ist.
(4) Folgt aus (2).
(5) Die k.e.S. 0 → J(V ) → V → V/J(V ) → 0 liefert eine k.e.S. von N1-Moduln 0 →
J(V )N1 → V N1 → (V/J(V ))N1 → 0. Da nach (3) (V/J(V ))N1 h.e. ist, folgt daraus J(V )N1 ⊃
J(V N1).
Jedes epimorphe Bild von V N1 ist von der Form (V/U)N1 für einen I1-Teilmodul U von V
nach (2) und Lemma 19.11. Insbesondere ist V N1/J(V N1) ∼= (V/U)N1 für einen I1-Teilmodul
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U von V mit h.e. Faktormodul. Also U ⊃ J(V ) und daher ist die Kompositionslänge von
V N1/J(V N1) kleiner oder gleich der von V/J(V ) also der von V N1/J(V )N1 . Da aber J(V N1) ⊂
J(V )N1 gilt die Gleichheit J(V N1) = J(V )N1 . ¤

Beweis. (von Satz 18.3) Seien T1, . . . , Te die einfachen β̃1-Moduln mit zugehörigen PIMs
P1, . . . , Pe. Dann sind TN1

1 , . . . , TN1
e die einfachen b1-Moduln. Weiter ist für j ∈ {1, . . . , e}

der induzierter Modul PN1
j ein projektiver N1-Modul mit Kopf Tj also der zugehörige PIM

in b1. Ordnet man die Ti so dass die Kompositionsreihe von Pj die Faktoren (Tj, Tj+1, . . .)
hat (Indizes modulo e zu lesen), so hat PN1

j die Kompositionsreihe (TN1
j , TN1

j+1, . . .). Also ist
b1 eine Brauer Baum Algebra für einen Stern wie in Satz 18.3 behauptet. ¤

Als Übung zeigen Sie:

Satz 19.13 Ist A eine F -Algebra für die alle projektiv unzerlegbaren und alle injektiv un-
zerlegbaren Moduln einreihig sind, so ist jeder unzerlegbare A-Modul einreihig (und somit ein
epimorphes eine PIMs).

Zum Beweis vergl. Feit, I.16.14.

Daraus ergibt sich direkt:

Folgerung 19.14 Der Block b1 hat genau ep
n Isomorphieklassen unzerlegbarer Moduln.

20 Projektive Homomorphismen und der Heller Ope-

rator.

In diesem Abschnitt sei G eine beliebige endliche Gruppe und F Zerfällungskörper für alle
Untergruppen von G.

Definition 20.1 (i) Ein FG-Homomorphismus ϕ : U → V heißt projektiv, falls es einen
projektiven FG-Modul P und Homomorphismen ψ : U → P , ξ : P → V gibt mit ψξ = ϕ.
(ii) Die Menge aller projektiven Homomorphismen von U nach V bildet einen Teilraum T
von HomFG(U, V ). Sei HomFG(U, V ) := HomFG(U, V )/T .
(iii) Ist U ein FG-Modul und P ein projektiver FG-Modul mit P/J(P ) ∼= U/J(U), so heißt
P eine projektive Decke von U , P = P (U).
(iv) Es gibt also einen Epimorphismus ϕ : P (U) → U . Bezeichne Ω(U) := ker(ϕ). Dann
heißt Ω der Heller Operator.

(v) Ein injektiver (=projektiver) FG-Modul I = I(U) heißt injektive Hülle von U , falls
soc(I) ∼= soc(U). Dann gibt es einen Monomorphismus U ↪→ I. Sei Ω−1(U) der Cokern
dieser Monomorphismus.

Bemerkung 20.2 Wir haben die k.e.S.

0→ Ω(U)→ P (U)→ U → 0
0→ U → I(U)→ Ω−1(U)→ 0
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Bemerkung 20.3 Ist Q eine projektive Decke von V , ϕ : Q → V ein zugehöriger Epi-
morphismus und P ein projektiver FG-Modul mit Epimorphismus ψ : P → V , so gibt es
einen Homomorphismus ρ : P → Q mit ρϕ = ψ. Weiter ist P = Q̃ ⊕ ker(ρ) mit Q̃ ∼= Q.
Insbesondere ist die projektive Decke von V bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Ebenso
ist auch Ω(V ) bis auf Isomorphie eindeutig und gleiches gilt für I(V ) und Ω−1(V ).

Lemma 20.4 Sei α : U → V ein projektiver Homomorphismus. Ist α surjektiv (injektiv),
so hat U (V ) einen projektiven Summanden 6= 0.

Beweis. Es gibt einen projektiven FG-Modul P mit α = ρπ wo ρ : U → P, π : P → V . Sei
zunächst α surjektiv. Dann ist π surjektiv und ŒP = P (V ). Dann ist aber P = Uρ+ J(P )
also P = Uρ und U hat einen direkten Summanden (Uρ) isomorph zu P . Die Aussage für
injektives α erhält man durch Dualisieren (oder Benutzung der injektiven Hülle). ¤

Bemerkung 20.5 Ein FG-Modul U heißt projektivfrei, falls U keinen projektiven Sum-
manden 6= 0 hat. Jeder FG-Modul U lässt sich bis auf Isomorphie eindeutig schreiben als
U = Ω0(U)⊕ P mit P projektiv und Ω0(U) projektivfrei.

Lemma 20.6 Ist U ein FG-Modul, so ist Ω(Ω−1(U)) ∼= Ω0(U) ∼= Ω−1(Ω(U)).

Beweis. Sei V := Ω0(U), also U = V ⊕ P mit projektivem P . Dann ist Ω(P ) = Ω−1(P ) = 0,
also Ω(U) = Ω(V ) und Ω−1(U) = Ω−1(V ) und es genügt

Ω(Ω−1(V )) ∼= V ∼= Ω−1(Ω(V ))

zu zeigen. Nun ist I(V ) projektiv und I(V ) → Ω−1(V ) ein Epimorphismus mit projektiv-
freiem Kern V . Also ist V ∼= Ω(Ω−1(V )) und ebenso erhält man V ∼= Ω−1(Ω(V )). ¤

Satz 20.7 Seien U1, U2, V unzerlegbare nicht projektive FG-Moduln.
(1) Ω(V ) ist unzerlegbar und nicht projektiv.
(2) Ω(U1) ∼= Ω(U2)⇒ U1 ∼= U2.
(3) Es gibt einen unzerlegbaren nicht projektiven FG-Modul U mit Ω(U) ∼= V .

Beweis. Ω(V ) ist projektivfrei, da

Ω0(Ω(V )) ∼= Ω(Ω−1(Ω(V ))) ∼= Ω(Ω(Ω−1(V ))) ∼= Ω(Ω0(V )) ∼= Ω(V )

da V projektivfrei ist. Ist Ω(V ) = W1 ⊕W2 zerlegbar, so ist

V = Ω0(V ) ∼= Ω−1(Ω(V )) ∼= Ω−1(W1)⊕ Ω−1(W2)

ein Widerspruch, also folgt (1).
Ist Ω(U1) ∼= Ω(U2), so auch

U1 ∼= Ω0(U1) ∼= Ω−1(Ω(U1)) ∼= Ω−1(Ω(U2)) ∼= Ω0(U2) ∼= U2.

Also ergibt sich (2).
Wie in (1) folgt auch Ω−1(V ) =: U unzerlegbar und Ω(U) ∼= Ω(Ω−1(V )) ∼= Ω0(V ) ∼= V. ¤
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Lemma 20.8 Sind U und V zwei FG-Moduln, so ist HomFG(U, V ) ∼= HomFG(Ω(U),Ω(V )).

Beweis. Übung. ¤

Satz 20.9 Sei U ein nicht projektiver unzerlegbarer FG-Modul.
(1) vx(U) = vx(Ω(U)).
(2) Ist V ein Greenkorrespondent von U , so ist Ω(V ) ein Greenkorrespondent von Ω(U).

Beweis. Sei H ≤ G so dass U relativ H-projektiv ist und W ein FH-Modul mit U | W G ∼=
U ⊕X. Dann liefert die k.e.S.

0→ Ω(W )→ P (W )→ W → 0

eine k.e.S.
0→ Ω(W )G → P (W )G → WG → 0.

Da P (W )G ein projektiver FG-Modul ist und W = U ⊕X, folgt P (W )G ∼= PU ⊕ PX ⊕Q
mit projektivem Q. Also ist Ω(U) ein direkter Summand von Ω(W )G und daher relativ
H-porjektiv. Analoges gilt für Ω−1 und daher ist U relativ H-projektiv ⇒ Ω(U) relativ H-
projektiv ⇒ U = Ω−1(Ω(U)) relativ H-projektiv. Damit folgt (1)
Ende am 30.1.07

(2) Sei R = vx(U), R ≤ Q ≤ Gmit |Q| = p∗ und NG(Q) ≤ H ≤ G. Dann ist f := f(G,R,H)
definiert und der Greenkorrespondent V = f(U) ein FH-Modul mit vertex R. Dann sind
auch Ω(U) und Ω(V ) unzerlegbar und haben vertex R. Also genügt es zu zeigen, dass Ω(V )
ein direkter Summand von Ω(U)H ist.

0→ Ω(U)→ P (U)→ U → 0

liefert
0→ Ω(U)H → P (U)H → UH = V ⊕X → 0.

Wie eben folgt dann P (U)H = P (V )⊕ P (X)⊕M und daher Ω(V ) | Ω(U)H . ¤

21 Die Struktur von B.

Zurück zur Situation des zyklischen Defekts.

In Satz 18.5 haben wir gesehen, dass die Greenkorrespondenz eine Bijektion zwischen den
Isomorphismenklassen von unzerlegbaren nicht projektiven Moduln in B und solchen in b1
liefert. Ist U ein B-Modul, V = f(U) ein b1-Modul, so ist

UN1 = V ⊕W, V G = U ⊕Q

wo Q ein projektiver FG-Modul ist und W eine direkte Summe von projektiven FN1-Modul
und solchen FN1-Moduln, die nicht zum Block b1 gehören.

Dies überträgt sich auch auf die Homomorphismenräume modulo projektiven:

74



Satz 21.1 Seien U , U1 nicht projektive unzerlegbare G-Moduln im Block B, V = f(U),
V1 = f(U1) die Greenkorrespondenten (im Block b1). Dann gilt

HomFG(U,U1) ∼= HomFN1(V, V1).

Beweis. Es ist
V G = U ⊕Q, (U1)N1 = V1 ⊕W1

wie in Satz 18.5. Es ist

HomFG(U,U1) = HomFG(U ⊕Q,U1) = HomFG(V
G, U1)

!∼=
HomFN1(V, (U1)N1) = HomFN1(V, V1 ⊕W1) = HomFN1(V, V1)

da W1 aus projektiven Moduln und Moduln nicht in b1 besteht. Bleibt zu zeigen, dass
HomFG(V

G, U1) ∼= HomFN1(V, (U1)N1) Nach Frobenius-Nakayama Reziprozität kennen wir
einen expliziten Isomorphismus HomFN1(V, (U1)N1)

∼= HomFG(V
G, U1) ϕ 7→ ϕ̃ :

∑

(vi ⊗
gi) 7→

∑

viϕgi dessen Umkehrabbildung die Einschränkung ist. Wir müssen zeigen, dass
dabei projektive Homomorphismen auf projektive gehen. Dies ist ganz allgemein richtig: Ist
ψ ∈ HomFG(V

G, U1) projektiv, so faktorisiert auch die Einschränkung ψ|V⊗1 über denselben
projektiven Modul. Sei umgekehrt ϕ ∈ HomFN1(V, (U1)N1) mit ϕ = αγ, α : V → Q, γ : Q→
(U1)N1 und Q ein projektiver FN1-Modul. Sind αG : V G → QG :

∑

(vi ⊗ gi) 7→
∑

viα ⊗ gi
und γ̃ : QG → U1 die entsprechend fortgesetzten FG-Modul Homomorphismen, dann ist
αGγ̃ = ϕ̃. Da auch QG ein projektiver FG-Modul ist, ist auch ϕG projektiv. ¤

Seien V0, . . . , Ve−1 die einfachen b1-Moduln in der Reihenfolge wie sie im Brauer-Stern von
b1 vorkommen (bis auf zyklische Vertauschung eindeutig bestimmt). Sei Vij der Quotient des
PIMs von Vi mit Kompositionslänge j (1 ≤ j ≤ q), also Vi1 = Vi, Viq projektiv. Dann ist
Vij einreihig mit Kompositionsfaktoren (Vi, Vi+1, . . . , Vi+j−1) wobei die Indizes modulo e zu
lesen sind. Die Moduln {Vij | 0 ≤ i ≤ e − 1, 1 ≤ j ≤ q} sind genau die eq unzerlegbaren
Moduln im Block b1. Für den Heller-Operator gilt:

Ω(Vit) = ker(Viq → Vit) ∼= Vi+t,q−t.

Satz 21.2 In B liegen genau e einfache Moduln, S0, . . . , Se−1. Jeder der einfachen b1 Moduln
Vi ist Quotient des Greenkorrespondenten Ti := f(Si) von genau einem einfachen B-Modul
Si. Jeder der einfachen b1 Moduln ist Teilmodul des Greenkorrespondenten von genau einem
einfachen B-Modul, d.h. es gibt eine Permutation π mit Vπ(i) ∼= soc(Ti).

Beweis. Sind T = f(S) und T ′ = f(S ′) Greenkorrespondenten von zwei verschiedenen ein-
fachen B-Moduln S 6∼= S ′, so gilt nach Satz 21.1 dass Hom(T, T ′) ∼= Hom(S, S ′) = 0. Ange-
nommen Vi ist Quotient von beiden unzerlegbaren Moduln T und T ′. Dann gibt es s, t mit
T ∼= Vis und T ′ = Vit. Œ s ≥ t. Dann ist aber T ein epimorphes Bild von T ′. Da T und
T ′ unzerlegbar und nicht projektiv sind darf nach Lemma 20.4 dieser Epimorphismus nicht
über einen projektiven faktorisieren, ein Widerspruch zu Hom(T, T ′) ∼= Hom(S, S ′) = 0.
Ebenso zeigt man, dass die Sockel von T und T ′ nicht isomorph sind.
Sei nun Ui = f−1(Vi) der Greenkorrespondent von Vi. Dann ist Ui ein unzerlegbarer B-
Modul. Ist S ein einfacher B-Modul mit Hom(S, Ui) 6= 0, so gilt nach Lemma 20.4 auch
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Hom(S, Ui) 6= 0, da die nichttrivialen Homomorphismen S → Ui injektiv sind und Ui nicht
projektiver unzerlegbarer B-Modul. Also auch Hom(f(S), Vi) 6= 0 und jeder einfache b1-
Modul kommt als Quotient eines Greenkorrespondenten vor. Analoges erhält man für den
Sockel. ¤

Bemerkung 21.3 Es ist dim(HomFN1(Ti, Tj)) = dimFG(Hom(Si, Sj)) = dim(HomFG(Si, Sj)) =
δij.

Lemma 21.4 Ist 0 6= θ ∈ HomFN1(Vis, Vjt), so ist θ genau dann projektiv, wenn die Kom-
positionslänge l(Visθ) ≤ s+ t− q.

Beweis. Sei Y := Visθ ≤ Vjt das Bild von θ und r := l(Y ) die Kompositionslänge. Die
projektive Decke von Vjt ist Vjq. Sei ϕ ein Epimorphismus von Vjq auf Vjt und X = Y ϕ−1

das volle Urbild von Y . Dann ist l(Vjq/X) = l(Vjt/Y ) = t − r und daher l(X) = q − t + r
und X/J(X) ∼= Vi, also X ∼= Vi,q−t+r.
Nun ist θ projektiv genau dann wenn es einen Homomorphismus ρ : Vis → Vjq gibt, mit
θ = ρϕ. Dann ist Visρ = X, also θ projektiv, genau dann, wenn X Bild von Vis ist, also
genau dann wenn s ≥ q − t+ r. (Bildchen !) ¤

Lemma 21.5 Ein unzerlegbarer b1-Modul V heisse kurz, falls l(V ) ≤ e und lang, falls l(V ) ≥
q−e. Dann gilt für die Greenkorrespondenten Ti der einfachen B-Moduln Si, dass Ti entweder
lang oder kurz ist.

Beweis. Œ q > 2e. Ist q/2 ≥ l(Ti) > e, so sind die ersten e+ 1 Kompositionsfaktoren von Ti
gleich (Vi, Vi+1, . . . , Vi+e = Vi). Insbesondere hat Ti einen Endomorphismus 6= 0, dessen Bild
ein echter Teilmodul von Ti ist. Mit Lemma 21.4 ist dies ist ein Widerspruch zu

EndFN1(Ti)
∼= HomFN1(Ti, Ti) = HomFG(Si, Si) = HomFG(Si, Si) ∼= F.

Sei nun q/2 ≤ l(Ti) < q − e. Dann ist e < l(Ω(Ti)) = q − l(Ti) ≤ q/2 und wie eben erhalten
wir, dass Hom(Ω(Ti),Ω(Ti)) Dimension ≥ 2 hat. Wegen Lemma 20.8 ergibt sich dann auch
dim(Hom(Ti, Ti)) = dim(Hom(Ω(Ti),Ω(Ti))) ≥ 2, ein Widerspruch zu Bemerkung 21.3.
¤

Lemma 21.6 Ist V ein unzerlegbarer b1-Modul, der entweder kurz oder lang ist, und W
ein beliebiger unzerlegbarer b1-Modul, dann haben die folgenden 4 Vektorräume entweder
Dimension 1 oder 0:

HomFN1(V,W ),HomFN1(W,V ),HomFN1(Ω(V ),W ),HomFN1(W,Ω(V ))

Beweis. Ist V kurz, dann kommt in V jeder einfache b1-Modul höchstens mit Vielfachheit 1 als
Kompositionsfaktor vor. Sei V/J(V ) ∼= Vi. Kommt Vi nicht als Kompositionsfaktor von W
vor, dann ist HomFN1(V,W ) = 0. Sonst hat W genau einen Teilmodul Y mit Y/J(Y ) ∼= Vi
so dass Y kurz ist und HomFN1(V,W ) = HomFN1(V, Y ) ∼= F . Ebenso erhält man, dass
HomFN1(W,V ) Dimension 1 oder 0 hat, da das Bild eines solchen Homomorphismus 6= 0 ein
Teilmodul von V ist, dessen Kopf =W/J(W ) ist.
Ist V lang, so ist Ω(V ) kurz, da l(Ω(V )) = q−l(V ). Also ist Hom(Ω(V ),Ω(W )) = Hom(V,W )
von Dimension 1 oder 0. ¤
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Satz 21.7 Ist U ein unzerlegbarer B-Modul, dann sind soc(U) und U/J(U) vielfachheiten-
frei.

Beweis. Wir müssen zeigen, dass HomFG(Si, U) und HomFG(U, Si) Dimension 0 oder 1 haben
für alle einfachen FG-Moduln Si.

Die Behauptung ist klar für projektiv unzerlegbare B-Moduln. Sei also Œ U nicht projektiv
und V sein Greenkorrespondent im Block b1. Dann ist mit Lemma 20.4 HomFG(Si, U) =
HomFG(Si, U) und HomFG(U, Si) = HomFG(U, Si). Also gilt mit Satz 21.1 für den Green-
korrespondenten Ti von Si:

HomFG(Si, U) = HomFG(Si, U) ∼= HomFN1(Ti, V )
HomFG(U, Si) = HomFG(U, Si) ∼= HomFN1(V, Ti).

Die beiden letzten Räume haben aber Dimension 0 oder 1, da Ti entweder kurz oder lang
ist. ¤

Folgerung 21.8 Ist U ein nicht-projektiver unzerlegbarer B-Modul und Sj ein einfacher
B-Modul, so gibt es bis auf Isomorphie höchstens eine nichtzerfallende exakte Sequenz

0→ Sj →M → U → 0.

Diese existiert genau dann wenn

HomFN1(Ω(V ), Tj) 6= 0

ist, wo V und Tj die Greenkorrespondenten von U und Sj sind.

Beweis. Wir haben das folgende kommutative Diagramm

0 → Ω(U)
λU→ P (U)

πU→ U → 0
δ ↓ γ ↓ id ↓

0 → Sj
λ→ M

π→ U → 0

wobei die untere die gegebene nichtzerfallende k.e.S. sei. Es gilt nämlich S = λ(Sj) ≤
J(M) da sonst S ein direkter Summand von M wäre. Also liefert π einen Isomorphismus
M/J(M) ∼= U/J(U) und daher ist γ surjektiv. Die Existenz von δ folgt dann. Wegen Satz 21.7
hat Ω(U)/J(Ω(U)) genau einen Summanden Sj, also hat Ω(U) einen eindeutigen Teilmodul
X = ker(δ) mit Ω(U)/X ∼= Sj. Die gegebene nicht zerfallende k.e.S. ist also isomorph zu

0→ Ω(U)/X
λU→ P (U)/X

πU→ U → 0

woraus die Eindeutigkeit folgt. Weiter gibt es eine solche nichtzerfallende Sequenz genau
dann wenn Hom(Ω(U), Sj) 6= 0 also genau dann wenn

Hom(Ω(U), Sj) ∼= Hom(Ω(U), Sj) ∼= Hom(Ω(V ), Tj) 6= 0.

¤

Wie in Folgerung 13.9 zeigt man:
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Lemma 21.9 Seien U1, U2 nicht projektive unzerlegbare B-Moduln und V1, V2 die zugehöri-
gen Green-Korrespondenten. Dann gibt es eine nicht zerfallende k.e.S.

0→ U1 → U → U2 → 0

genau dann wenn es eine nicht zerfallende k.e.S.

0→ V1 → V → V2 → 0

gibt, wo V = f(U)⊕ P für einen projektiven Modul P (oder 0) im Block b1.

Satz 21.10 Sei U ein unzerlegbarer nicht projektiver B-Modul mit Green Korrespondenten
Vis. Es gibt genau dann eine nicht-zerfallende k.e.S.

0→ Sj →M → U → 0

mit unzerlegbarem M wenn entweder

i = π(j) und s+ l(Tj) > q
oder
i+ s ≡e j und s+ l(Tj) ≤ q.

Für den Greenkorrespondenten V = f(M) gilt dann entsprechend V = 0, falls s+ l(Tj) = q,
V ∼= Vj,s+l(Tj)−q = Vπ−1(i),s+l(Tj)−q, falls s+ l(Tj) > q und V ∼= Vi,s+l(Tj), falls s+ l(Tj) < q.

Beweis. Nach Lemma 21.9 ist
0→ Sj →M → U → 0

nicht zerfallend, genau dann wenn

0→ Tj = Vj,l(Tj) → L→ Vis → 0

nicht zerfällt. IstM projektiv, so haben wir das gleiche Resultat, nur dass dann L = Vi,q auch
projektiv ist. In dem Fall ist s+ l(Tj) = q und j ≡e i+ s wie man an der Kompositionsreihe
von Vi,q abliest. Ist l(Tj) + s < q, so ist L = f(M) nicht projektiv und unzerlegbar. Also
L = Vi,s+l(Tj) und ebenfalls j ≡e i+ s.
Ende am 2.2.07

Sei jetzt l(L) = s + l(Tj) > q, dann ist L = f(M) ⊕ P mit projektivem P . Da L eine
Erweiterung von zwei Moduln mit Kopf Vi und Vj ist, und L/J(L) nicht einfach ist, gilt
L/J(L) ∼= Vi ⊕ Vj und daher P = Vj,q oder P = Vi,q.
Beh. P = Vi,q. Angenommen P = Vj,q mit j 6= i und L = L1 ⊕ P . L hat einen Teilmodul
T ∼= Tj ∼= Vj,l(Tj). Das Bild der Projektion von T auf P ist aus Dimensionsgründen nicht
gleich P , liegt also in J(P ) und daher kann T/J(T ) nicht zu L/J(L) beitragen.
Also wissen wir, dass L = Vj,s+l(Tj)−q ⊕ Vi,q und daher soc(L) ∼= Vj+s+l(Tj)−q−1 ⊕ Vi. Da
soc(Tj) ∼= Vπ(j) ≤ soc(L) ist, genügt es zu zeigen, dass T ∩ P 6= 0 ist. Angenommen,
T ∩ P = 0, dann ist l(T ) ≤ l(L1) und daher l(Vis) ≥ l(P ) = q ein Widerspruch. Daher gilt
π(j) = i.
Ist s+ l(Tj) ≤ q und i+ s ≡e j, so liefert L = Vi,s+l(Tj) eine nichtzerfallende Erweiterung von
Tj und Vis.
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Sei nun s+l(Tj) > q und i = π(j). Dann setzen wir L := Vi,q⊕Vj,s+l(Tj)−q. Dann ist soc(Tj) ∼=
Vi und Vi,q hat genau einen Teilmodul W mit W ∼= Tj. Nun ist die Kompositionslänge
l(Tj) = l(W ) > l(Tj) + s − q, also gibt es einen Epimorphismus ϕ : W → Vj,s+l(Tj)−q. Setze
T := {(w,wϕ) | w ∈ W} ≤ L := Vi,q ⊕ Vj,s+l(Tj)−q. Dann ist T ∼= Tj und der Kopf von L/T
ist isomorph zu Vi. Da L/T Kompositionslänge s hat, folgt L/T ∼= Vis und wir haben die
geforderte nichtzerfallende Erweiterung konstruiert. ¤

Setzt man U = Si in Satz 21.10, so erhält man, da Ti = Vi,l(Ti), also soc(Ti)
∼= Vi+l(Ti)−1 und

daher i+ l(Ti)− 1 ≡e π(i)

Bemerkung 21.11 Wie eben seien T0, . . . , Te−1 die Greenkorrespondenten der einfachen
B-Moduln S0, . . . , Se−1 mit Kopf Ti/J(Ti) ∼= Vi und soc(Ti) ∼= Vπ(i). Definieren die Permu-
tationen ρ := π−1 und σ durch σ(i) = π(i) + 1. Für 0 ≤ i, j ≤ e gibt es genau dann eine
nicht zerfallende k.e.S.

0→ Sj →M → Si → 0

wenn entweder j = ρ(i) und l(Ti) + l(Tj) > q oder j = σ(i) und l(Ti) + l(Tj) ≤ q. Sei
Pi = P (Si) der PIM in B mit Kopf Si.

Damit können wir das Hauptergebnis dieses Abschnitts angehen:

Satz 21.12 J(Pi)/soc(Pi) ∼= W ρ
i ⊕ W σ

i ist direkte Summe von zwei einreihigen Moduln
(eventuell =0) für die gilt:
(i) Die Kompositionsreihe vonW ρ

i ist (Sρ(i), Sρ2(i), . . . , Sρa(i)) für ein geeignetes a mit ρa+1(i) =
i.
(ii) Die Kompositionsreihe vonW σ

i ist (Sσ(i), Sσ2(i), . . . , Sσb(i)) für ein geeignetes b mit σb+1(i) =
i.
(iii) W ρ

i und W σ
i haben keine gemeinsamen Kompositionsfaktoren.

Die dritte Aussage folgt aus Satz 21.7, da jeder Quotient von Pi unzerlegbar ist.

Zum Beweis der ersten beiden Aussagen benötigen wir 2 Lemmata:

Lemma 21.13 Sei M ein B-Modul mit genau 3 Kompositionsfaktoren Si, Sj, Sk so dass
M/J(M) einfach ist. Dann ist M einreihig, falls l(Ti)+ l(Tj)+ l(Tk) < q oder l(Ti)+ l(Tj)+
l(Tk) > 2q.

Beweis. Angenommen M ist nicht einreihig. Dann ist M/J(M) ∼= Si, J(M) ∼= Sj ⊕ Sk und
M/Sk ist eine nichtzerfallende Erweiterung von Si und Sj. Im Fall l(Ti) + l(Tj) + l(Tk) < q
gilt dann auch l(Ti)+ l(Tj) < q und daher mit Bemerkung 21.11 j = σ(i). Analog erhält man
k = σ(i). Da aber die nicht-zerfallende Erweiterung von Si mit Sσ(i) eindeutig ist, ergibt sich
ein Widerspruch. Eine analoge Argumentation (mit ρ anstelle von σ) ergibt den Beweis im
Fall l(Ti) + l(Tj) + l(Tk) > 2q. ¤
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Lemma 21.14 (a) Sei Uσ
i der Green-Korrespondent von Vi,q−1. Dann ist l(Uσ

i ) = b+ 1 für
ein b ∈ N mit σb+1(i) = i und die Kompositionsreihe von U σ

i ist

Si, Sσ(i), Sσ2(i), . . . , Sσb(i).

(b) Sei Uρ
i der Green-Korrespondent von Vπ(i). Dann ist l(U ρ

i ) = a + 1 für ein a ∈ N mit
ρa+1(i) = i und die Kompositionsreihe von U ρ

i ist

Si, Sρ(i), Sρ2(i), . . . , Sρa(i).

Beweis. Wir konstruieren zunächst einen solchen Modul Uσ
i bzw. Uρ

i als sukzessive nicht-
zerfallende Erweiterung der einfachen Moduln Si unter Benutzung von Satz 21.10 und der
Bemerkung 21.11. Danach gibt es eine nichtzerfallende nicht projektive Erweiterung M1 mit
Kompositionsreihe (Si, Sσ(i)) genau dann wenn s1 := l(Ti) + l(Tσ(i)) < q. Der Greenkorre-
spondent L1 = f(M1) von M1 hat dann Kompositionslänge s1 ist also isomorph zu Vi,s1 .
Genau dann gibt es eine nichtzerfallende Erweiterung 0 → Sσ2(i) → M2 → M1 → 0, wenn
s1 + l(Tσ2(i)) < q. Wenn wir so fortfahren konstruieren wir sukzessive unzerlegbare Moduln
M1, . . . ,Mb =: Uσ

i wo b maximal ist mit

l(Ti) + l(Tσ(i)) + . . .+ l(Tσb(i)) < q.

Analog argumentiert man für ρ: Es gibt eine nichtzerfallende Erweiterung M1 mit Kompo-
sitionsreihe (Si, Sρ(i)) genau dann wenn s1 := l(Ti) + l(Tρ(i)) > q. Der Greenkorrespondent
L1 = f(M1) von M1 hat dann Kompositionslänge s1 − q ist also isomorph zu Vi,s1−q. Ge-
nau dann gibt es eine nichtzerfallende Erweiterung 0 → Sσ2(i) → M2 → M1 → 0, wenn
l(Ti) + l(Tσ(i))− q + l(Tσ2(i)) > q. Wenn wir so fortfahren konstruieren wir sukzessive unzer-
legbare Moduln M1, . . . ,Ma =: Uρ

i wo a maximal ist mit

l(Ti) + l(Tσ(i)) + . . .+ l(Tσa(i))− (a− 1)q > q.

Wir zeigen jetzt, dass die Moduln Uσ
i und Uρ

i einreihig sind per Induktion über die Kompo-
sitionslänge (b+ 1 bzw. a+ 1):
Wir haben eine Kompositionsreihe Uσ

i =: U 0i > U 1i > . . . > U b
i > U b+1

i = 0 mit U j
i /U

j+1
i

∼=
Sσj(i). U

0
i /U

2
i ist einreihig als nichtzerfallende Erweiterung von zwei einfachen Moduln. Per

Induktion nehmen wir an, das U 0i /U
j
i einreihig ist, U 0i /U

j+1
i aber nicht. Faktorisiert man

U j+1
i heraus, so können wir der einfacheren Schreibweise halber annehmnen, dass j = b.

Dann ist U b−1
i

∼= Sσb−1(i) ⊕ Sσb(i). Indem wir Lemma 21.13 auf U b−2
i anwenden, sehen wir,

dass U b−2
i /J(U b−2

i ) nicht einfach sein kann, also U b−2
i auf die direkte Summe von 2 einfachen

Moduln abbildet. Mit Lemma 21.13 dann aber auch U b−3
i , usw. liefert dass Uσ

i = Sσb(i) ⊕ V
nicht unzerlegbar ist, ein Widerspruch. Ebenso argumentiert man für Uρ

i .
Nun zu den Greenkorrespondenten: Der Greenkorrespondent V = f(U σ

i ) ist isomorph zu
Vi,s mit s = l(V ) =

∑b
j=0 l(Tσj(i)) < q, s + l(Tσb+1(i)) > q. Zu zeigen ist, s = q − 1. Dazu

genügt es zu zeigen, dass σb+1(i) = i ist. Denn dann ist σb(i) = σ−1(i) = π−1(i − 1) und
soc(V ) = soc(Tσb(i)) = Vi−1. Daher l(V ) = q− 1−me für ein m ≥ 0. Ist m > 0 und Ti kurz,
so ist

l(V ) + l(Tσb+1(i)) = l(V ) + l(Ti) ≤ (q − 1− e) + e < q
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ein Widerspruch. Ist m > 0 und Ti lang, so ist

l(V ) ≥ l(Ti) ≥ q − e > q − 1−me = l(V )

ebenso ein Widerspruch. Es ist

HomFG(U
σ
i , Sσb+1(i)) = HomFG(U

σ
i , Sσb+1(i)) ∼= HomFN1(V, Tσb+1(i)) ∼= HomFN1(Ω(V ),Ω(Tσb+1(i))).

Nun ist l(V ) + l(Tσb+1(i)) ≥ q also l(Ω(V )) + l(Ω(Tσb+1(i))) ≤ q und also nach Lemma 21.4

HomFN1(Ω(V ),Ω(Tσb+1(i))) ∼= HomFN1(Ω(V ),Ω(Tσb+1(i))).

Es ist
Ω(V )/J(Ω(V )) ∼= Vπ(σb(i))+1 = Vσb+1(i)

und
soc(Ω(Tσb+1(i))) = soc(P (Tσb+1(i))) = soc(Vσb+1(i),q) = Vσb+1(i).

Also ist HomFN1(Ω(V ),Ω(Tσb+1(i))) 6= 0 und daher auch HomFG(U
σ
i , Sσb+1(i)) 6= 0 und Uσ

i hat
Sσb+1(i) im Kopf und wegen der Einreihigkeit von Uσ

i ergibt sich Sσb+1(i)
∼= Uσ

i /J(U
σ
i )
∼= Si.

Sei nun V = f(U ρ
i ) der Greenkorrespondent von U ρ

i . Wie eben wollen wir zeigen, dass
ρa+1(i) = i ist.

HomFG(U
ρ
i , Sρa+1(i)) = HomFG(U

ρ
i , Sρa+1(i)) ∼= HomFN1(V, Tρa+1(i)) ∼= HomFN1(V, Tρa+1(i))

da l(V ) + l(Tρa+1(i)) ≤ q nach Wahl von a. Aber soc(Tρa+1(i)) = Vπ(ρa+1(i)) = Vρa(i) und
V/J(V ) ∼= Tρa(i)/J(Tρa(i)) ∼= Vρa(i) also HomFN1(V, Tρa+1(i)) 6= 0 und somit HomFG(U

ρ
i , Sρa+1(i)) 6=

0 woraus ρa+1(i) = i folgt.
Ende am 6.2.07

Nun ist
soc(V ) ∼= soc(Ti) ∼= Vπ(i) = Vρ−1(i) und V/J(V ) ∼= Vρa(i) = Vρ−1(i).

Also ist l(V ) = me + 1 für ein m ∈ Z. Ist m > 0 und Ti lang, so ist l(V ) + l(Tρa+1(i)) =
l(V ) + l(Ti) ≥ e+ 1+ q − e > q ein Widerspruch zur Wahl von a. Ist m > 0 und Ti kurz, so
ist e+ 1 ≤ l(V ) < l(Ti) ≤ e ebenso ein Widerspruch. ¤

Beweis. (von Satz 21.12) Sei ϕ : Uσ
i /J(U

σ
i )→ Uρ

i /J(U
ρ
i ) = Si ein Isomorphismus und

U := {(x, y) ∈ Uσ
i ⊕ Uρ

i | ϕ(x+ J(Uσ
i )) = y + J(U ρ

i )} ≤ Uσ
i ⊕ Uρ

i .

Dann hat U einen Teilmodul M ∼= J(Uσ
i )⊕ J(Uρ

i ) mit der Struktur wie für J(Pi)/soc(Pi) in
Satz 21.12 behauptet.
Dann gilt J(U) = M : Œ seien beide, Uσ

i und Uρ
i 6= Si. Setze U := U/J(M). Dann M ∼=

Sσ(i)⊕ Sρ(i) direkte Summe von 2 nichtisomorphen einfachen Moduln (da l(Tρ(i)) + l(Ti) > q
und l(Tσ(i)) + l(Ti) < q). Daher sind 0, Sσ(i) und Sρ(i) die einzigen nichttrivialen Teilmoduln
von M . Weiter sind U/Sσ(i) und U/Sρ(i) nicht zerfallend und daher auch nicht halbeinfach,
d.h. J(U) =M .
Weiter gibt es eine Erweiterung

0→ Si → Pi → U → 0
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von Si mit U zu einem projektiven Modul (der dann notwendigerweise Pi ist, da U/J(U) ∼=
Pi/J(Pi) ∼= Si).
Dazu betrachten wir U als sukzessive nichtzerfallende Erweiterung

0→ Sρ(i) →M1 → Uσ
i =M0 → 0

0→ Sρ2(i) →M2 →M1 → 0
. . .
0→ Sρa(i) →Ma = U →Ma−1 → 0

Da U/J(U) ∼= Si einfach ist, ist jeder der Moduln Mj unzerlegbar (1 ≤ j ≤ a). Der Green-
Korrespondent f(Uσ

i ) = Vi,q−1 hat Kompositionslänge q − 1 ≥ l(Ti). Da der Sockel von Mj

nicht einfach ist, ist Mj nicht projektiv und jede Erweiterung ist vom “ρ”-Typ. Bezeichnet
V = f(U) den Green-Korrespondenten von U , so gilt nach Satz 21.10 f(Mj)/f(J(Mj)) ∼=
Vρj(i) also V/J(V ) ∼= Vρa(i)

∼= Vπ(i). Weiter ist

l(V ) ≡q l(Vπ(i)) + l(Vi,q−1)− l(Ti) ≡q q − l(Ti)

also l(V ) = q−l(Ti) und daher V = Ω−1(Ti). Mit Folgerung 21.8 gibt es also eine Erweiterung
von U mit Si, die projektiv ist. ¤

Folgerung 21.15 B ist eine Brauer-Graph Algebra (also nicht notwendig zu einem Baum
und es gibt mehrere Ecken mit Vielfachheiten).

Beweis. Jede Kante Si hat 2 Ecken, eine vom Typ ρ und eine vom Typ σ. Wir ordnen jeder
dieser beiden Ecken (z.B. der vom Typ ρ) eine Vielfachheit a+1

t
(t = |i〈ρ〉|, a+1 = l(U ρ

i )) zu.
Bleibt zu zeigen, dass diese unabhängig von der adjazenten Kante Si ist, also l(U

ρ
i ) = l(Uρ

j )
für alle j ∈ i〈ρ〉). Aber es ist J(U ρ

i ) ein epimorphes Bild von Pρ(i) also auch von U ρ
ρ(i), da

Uρ
ρ(i) und U

σ
ρ(i) genau einen Kompositionsfaktor (nämlich den ersten, Sρ(i)) gemeinsam haben.

l(Uρ
i ) − 1 ≤ l(U ρ

ρ(i)) woraus l(U ρ
i ) ≤ l(Uρ

ρ(i)) folgt, falls t > 1 (also i 6= ρ(i)) ist, da beide
Kompositionslängen durch die Bahnlänge t teilbar sind. Also

l(Uρ
i ) ≤ l(Uρ

ρ(i)) ≤ l(Uρ
ρ2(i)) ≤ . . . ≤ l(U ρ

ρa(i)) ≤ l(Uρ
i )

woraus überall Gleichheit folgt. ¤

Bemerkung 21.16 DaW ρ
i undW σ

i keinen gemeinsamen Kompositionsfaktor haben, kommt
Si höchstens in einem der beiden vor. Insbesondere sind die Ecken mit Vielfachheiten ≥ 1
alle vom gleichen Typ (ρ oder σ).

Satz 21.17 B ist eine Brauer-Baum Algebra.

Beweis. vgl. Alperin Abschnitt 23. ¤

Zum Abschluss zeigen wir noch den folgenden Satz, womit der Beweis von Satz 18.4 abge-
schlossen ist.
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Satz 21.18 Die Vielfachheit des Ausnahmevertex ist (pn − 1)/e.

Lemma 21.19 Sei µ := (pn − 1)/e. Dann ist die Cartan Matrix von b1 gleich

C(b1) = µJ + Ie wo {J} = {1}e×e

von Determinante eµ+ 1 = pn.

Sei G0(b1) die Grothendieck Gruppe der b1-Moduln also die frei abelsche Gruppe auf den
Isomorphieklassen [V0], . . . , [Ve−1] wobei jeder Modul [V ] mit

∑

ai[Vi] identifiziert wird, falls
ai die Vielfachheit von Vi als Kompositionsfaktor von V ist. Sei K0(b1) die Untergruppe, die
von den projektiven b1-Modul erzeugt wird und G0(b1) := G0(b1)/K0(b1).

Lemma 21.20 |G0(b1)| = pn.

Beweis. Es ist K0(b1) = 〈[Vi,q] | 0 ≤ i ≤ e〉 und [Vi,q] =
∑e−1

j=0 cij[Vj] wo cij die Einträge in

der Cartan-Matrix von b1 sind. Also nach dem HS über e.e. abelsche Gruppen |G0(b1)| =
det(C(b1)) = pn. ¤

Lemma 21.21 G0(b1) ∼= G0(B) und folglich ist det(C(B)) = det(C(b1)) = pn

Beweis. Sei eb1 ∈ FN1 ⊂ FG das Blockidempotent. Dann definiert U 7→ Ueb1 eine Abbil-
dung G0(B) → G0(b1). Dies ist ein Gruppenhomomorphismus, da die Multiplikation mit
Idempotenten k.e.S. auf k.e.S. abbildet. Ist U projektiv, dann auch Ueb1 , also bekommen
wir einen Gruppenhom. G0(B)→ G0(b1). Umgekehrt liefert V 7→ V GeB einen Gruppenhom.
G0(b1)→ G0(B) und die Greenkorrespondenz (Satz 18.5) zeigt, dass dies die Umkehrabbil-
dung ist. ¤

Lemma 21.22 Sei M ∈ K t×t eine fast-Blockdiagonal-Matrix, d.h. es gibt X ∈ Ks×s, Y ∈
Kr×r mit s+ r = t+ 1 und Mij = Xij 1 ≤ i, j ≤ s, Mi+s,j+s = Yi+1,j+1 0 ≤ i, j ≤ r − 1 und
Mi,j = 0 sonst. Sei z :=Ms,s = Xs,s = Y1,1. Dann ist

det(M) = det(X) det(Y0) + det(X0) det(Y )− det(X0)z det(Y0)

wo X0 aus den ersten s − 1 Zeilen und Spalten von X und Y0 aus den letzten r − 1 Zeilen
und Spalten von Y besteht.

Beweis. LA I. ¤

Lemma 21.23 Für einen Baum T mit e Kanten und Ausnahmevertex mit Vielfachheit m
sei die Cartan-Matrix C(T ) definiert als die Cartan-Matrix der zugehörigen Brauer-Baum
Algebra. Dann ist det(C(T )) = em+ 1.
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Beweis. Wir beweisen das Lemma zunächst für den Fall, dass T ein Stern ist. Ist der Aus-
nahmevertex in der Mitte, so ergibt sich das Lemma mit Lemma 21.19. Sonst ist

C(T ) =











m+ 1 1 . . . 1
1 2 1
...

...
1 1 . . . 2











∈ Ze×e

mit Determinante em + 1 wie man durch Entwickeln nach der 1. Zeile sieht: Diese liefert
(m + 1) det(Ie−1 + J) + r = e(m + 1) + r mit r unabhängig von m. Für m = 1 ergibt sich
aber nach Lemma 21.19 r = 1− e und daher die Behauptung.
Nun machen wir Induktion über die Anzahl e der Kanten in T . Wir können annehmen, dass
T kein Stern ist, also gibt es eine Kante E in T , deren Ecken keine Enden sind (Bildchen
!). Sei L der Baum rechts der Kante und R der Baum links davon und seien L0, R0 die
entsprechenden Bäume, die aus L, R durch Weglassen der Kante E entstehen. Dann ist mit
Lemma 21.22

det(C(T )) = det(C(L)) det(C(R0)) + det(C(L0)) det(C(R)) + det(C(L0))z det(C(R0))

wo z = 2 oder z = (m + 1) ist, je nachdem ob keine der Ecken von E oder eine von ihnen
der Ausnahmevertex ist. Œ liege der Ausnahmevertex in L0. Dann ergibt sich für den Fall,
dass der Ausnahmvertex nicht in E liegt:

det(C(T )) = (eLm+ 1)eR + ((eL − 1)m+ 1)(eR + 1)− 2((eL − 1)m+ 1)eR
= eR(1−m+ 2m− 1) + (eL − 1)m+ 1 = (eL + eR − 1)m+ 1 = em+ 1

und falls der Ausnahmevertex sowohl in L als auch in R aber nicht in R0 liegt:

det(C(T )) = (eLm+ 1)eR + ((eL − 1)m+ 1)(meR + 1)− (m+ 1)((eL − 1)m+ 1)eR
= eR(1−m2 − (m+ 1)(1−m) +m) + (eL − 1)m+ 1 = (eL + eR − 1)m+ 1 = em+ 1.

¤

Also ergibt sich insgesamt em + 1 = pn und somit die Vielfachheit der Ausnahmevertex im
Brauer Baum von B als m = pn−1

e
.
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