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I Grundlagen

Motivation Sei R ein kommutativer Ring mit 1, GG eine endliche Gruppe. Eine R-Darstellung
ist ein Gruppenhomomorphismus A : G — GL(V) fiir einen R-Modul V. V ist dann ein
Modul des Gruppenrings

RG = {Zagg | a, € R}.

geG
Als R-Modul ist RG frei auf der Basis (¢ | ¢ € G) und die Multiplikation ist gegeben durch
Fortsetzung der Gruppenmultiplikation.

Nach dem Satz von Maschke ist fiir einen Korper K die Gruppenalgebra genau dann halb-
einfach, wenn die Charakteristik von K nicht die Gruppenordnung teilt.

Die modulare Darstellungstheorie beschéftigt sich mit dem Fall Charakteristik von K teilt
|Gl

Als Bindeglied zwischen der Charakteristik 0 und der Charakteristik p-Theorie dient ein
lokaler Integritdtsbereich R, mit K := Quot(R) von Charakteristik 0 und k := R/mR von
Charakteristik p > 0.

Beispiel: G = S3, R := Zg) = {§ € Q | 3fb}, Quot(R) = Q, k := R/3R = F3 hat
Charakteristik 3.

1 Das Radikal.
Sei A ein Ring (mit 1).

Definition 1.1 (i) Sei M ein A-Rechtsmodul.
Ann(M) :={a € A|ma=0 fir allem e M}

heifst der Annihilator von M.

(ii) J(A) = N Ann(M)

M einf.A—Modul

heifit das Jacobson Radikal von A.

Bemerkung 1.2 (a) Jeder einfache A-Modul ist isomorph zu A/1 fir ein mazimales Recht-
sideal I von A.

0 #m e M, g, : A — M,a — ma ist Epimorphismus, da ungleich 0, also M =
Afker(py).)

(b) Ann(M) ist ein 2-seitiges Ideal von A.

(a,b € Aym € M,c € Ann(M). Dann m(ach) = ((ma)c)b =0b=0.)

(c) Ist M ein einfacher A-Modul, so ist Ann(M) der Schnitt aller maximalen Rechtsideale
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I von A mit M = A/I.
(Ann(M) = N ker(p,,) mit v, wie in (a))
(d) Ist I < A ein zweiseitiges Ideal mit I C J(A), so ist J(A/I) = (J(A)+1)/1.

(Klar nach Homomorphiesatz.)

Satz 1.3 (i) Ista € J(A), so ist1 —a € A*.

(ii) Jedes Rechtsideal I, mit der Figenschaft a € [ = (1 —a) € A* liegt in J(A).
(1i1) J(A) ist das grofste Ideal I QA fir das (1 —a) € A* fir alle a € I.

(iv) J(A) ist der Schnitt aller mazimalen Linksideale von A.

Beweis. (i) Fiir a € J(A) ist
A=aA+(1-a)ACJ(A)+ (1 —a)A.

Ist nun (1 —a)A # A, so gibt es ein maximales Rechtsideal I mit (1 — a)A C I. Nach
Definition liegt J(A) aber auch in I, also A C J(A) 4+ (1 — a)A C I ein Widerspruch. Also
gibt es ein Element ¢ € A mit (1 —a)c = 1. Setze ¢ =: 1 — b. Dann ist

l=(1—-a)(1—b)=1—(a+b)+ab

also a + b = ab und damit auch b € J(A). Wie eben hat ¢ = (1 — b) dann ein Rechtsinverses
woraus leicht ¢(1 —a) = 1 folgt.

(ii) Angenommen [ € J(A). Dann gibt es ein maximales Rechtsideal R mit I € R. Damit
ist I + R= A also gibt esa € I, b € Rmit 1 = a+ b. Nach Voraussetzung hat dann aber
b=1— a ein Inverses in A also ist R = A ein Widerspruch.

(i) folgt aus (i) + (ii).

(iv) Folgt aus der Charakterisierung von J(A) in (iii) welche unabhéngig von Rechts-Links
ist. U

Definition 1.4 Ein Rechtsideal I von A heifst Nilideal, falls ein n € N exisitiert mit
I"={(x1...2, | z; € I) ={0}.

I heifst nilpotent, falls es ein n € N gibt, mit a™ = 0 fiir alle a € 1.
Folgerung 1.5 Jedes nilpotente Rechtsideal von A liegt in J(A).

Beweis. a" = —0= (1—a)(l+a+... +a" ') =1 -

Definition 1.6 Sei A ein Ring und M ein A-Rechtsmodul.

M heifst noethersch, wenn jede aufsteigende Kette von A-Teilmoduln abbricht.
M heifit artinsch, wenn jede absteigende Kette von A-Teilmoduln abbricht.

A heifit noethersch bzw. artinsch, wenn A4 noethersch bzw. artinsch ist.

Beispiel: Endlich dimensionale Algebren iiber Kérpern sind artinsch und noethersch.
Z ist noethersch aber nicht artinsch.



Satz 1.7 Ist A artinsch, so ist J(A) nilpotent, sogar ein Nilideal.

Beweis. Da A artinsch ist, gibt es ein n € N mit I := J(A)" = J(A)""* fiir alle k € N.
Angenommen [ # 0. Da I - [ = [ ist, gibt es auch ein minimales Rechtsideal M von A mit
MTI # 0. Also gibt es a € M, mit al # 0. Minimalitdt von M impliziert jetzt al = M, d.h.
es gibt b € I mit ab = a, also a(1 —b) = 0. Da b € J(A) ist, hat (1 — b) ein Inverses, also
folgt a = 0 ein Widerspruch. U

Satz 1.8 Ist A artinsch, so ist
(a) AJJ(A) halbeinfach.
(b) A hat eine Kompositionsreihe und ist somit auch noethersch.

Beweis. (a) Wegen Bemerkung 1.2 (d) kénnen wir annehmen, da J(A) = 0. Wir zeigen,
daB A4 ein halbeinfacher Rechtsmodul ist. Da A artinsch ist, ist J(A) der Durchschnit von
endlich vielen Rechtsidealen, J(A) = 0 = (.2, I;. Damit ist A ein Teilmodul A — ;" A/I;
eines halbeinfachen A-Rechtsmoduls also auch halbeinfach.

(b) Wegen Satz 1.7 gibt es n € N mit

AD J(A) D J(A)? D ... D J(A)" ={0}.

Die einzelnen Quotienten J(A)?/J(A)"™ sind A/J(A)-Moduln also halbeinfach und daher
direkte Summe von einfachen A-Moduln. Da A artinsch ist, ist diese Summe endlich, woraus
man nun leicht eine endliche Kompositionsreihe von A zusammenbaut. Jede echt aufsteigende
Kette von Rechtsidealen ldsst sich aber zu einer Kompositionsreihe von A verfeinern, die nach
Jordan-Holder die gleichen (also endlich viele) Faktoren hat. Daher ist solch eine Kette auch
endlich und somit A noethersch. O

2 Lokale Ringe.

Definition 2.1 Fin Ring A (mit 1) heifit lokal, wenn die Nichteinheiten von A ein Ideal
bilden.

Satz 2.2 Aquivalent sind fiir einen Ring A:
(a) A lokal

(b) J(A) ist einziges maximales Rechtsideal.
(c) J(A) enthdlt alle Nichteinheiten.

(d) AJJ(A) ist ein Schiefkorper.

Beweis. (a) = (b): [ := A — A*. Dann ist jedes echte Rechtsideal in I enthalten, also ist [
einziges maximales Rechtsideal und damit I = J(A).

(b) = (c): Klar, da jede Nichteinheit entweder in einem echten Links- oder Rechtsideal liegt
und wegen (b) somit in J(A).

(c) = (d): a & J(A) = es gibt b € A mit ab = ba = 1. Also hat @ := a + J(A) das Inverse



b="b+ J(A).

(d) = (a): Ebenso: Ist a ¢ J(A), so gibt es ein b € A mit ab € 1+ J(A). Also gibt es
c € J(A) mit ab = 1—c. Also ist ab invertierbar (wegen Satz 1.3 (i)) und damit auch a. Also
ist J(A) = A — A* ein Ideal in A. O

Folgerung 2.3 (a) Die Idempotente in einem lokalen Ring sind nur 0 oder 1.
(b) Ist M ein A-Modul, mit End (M) lokal, so ist M unzerlegbar.

Beweis. (a) e =e€ A = A=eA® (1 —e)A. Jedes echte Rechtsideal von A liegt in J(A)

also eA = A oder (1 —e)A = A. (BE eA = A. Dann gibt es @ € A mit ea = 1. Also ist

0=(1—-¢e)e=0a=(1—-¢e)ea=(1—e).

(b) Ist M = M;@® M, so liefern die beiden Projektionen m; und 7o Idempotente in End 4(M).
U

Satz 2.4 (Fitting) Sei M ein A-Modul, ¢ € End(M).

(a) 0 < ker(p) < ker(p?) < ...

M > Bild(p) > Bild(¢?) > ...

(b) Ist M artinsch, so gibt es ein r € N mat Bild(¢") = Bild(¢"") fiir alle i € N. Fiir dieses
r ist dann M = Bild(¢") + ker(¢").

(c) Ist M noethersch, so gibt es ein s € N mit ker(p®) = ker(p**) fiir alle i € N. Fiir dieses
s ist dann 0 = Bild(p®) N ker(p®).

(d) Ist M artinsch und noethersch, so ist

M = Bild(¢") ® ker(¢"), n := max{r, s}

Weiter ist dann M unzerlegbar genau dann wenn End (M) lokal ist.

Beweis. (a) ist klar.
(b) Kette aus (a) bricht ab, d.h. es gibt solch ein r. Zu v € M gibt es ein w € M mit
¢"(v) = ¢*"(w). Dann ist

v=¢"(w) + (v—¢"(w)) € Bild(¢") + ker(¢").
(c) Ist v = ¢*(w) € ker(p®) N Bild(¢?®) so gilt
0 = ¢*(v) = p*(w) = w € ker(p*) = ker(¢*) = v = p*(w) = 0.

(d) Die erste Aussage ergibt sich aus (b) und (c). Sei zundchst M unzerlegbar und ¢ €
End4 (M) eine Nichteinheit. Dann gibt es n € N mit M = Bild(¢") @ ker(¢"). Da beides
Teilmoduln sind, folgt ¢™ = 0. Also sind alle Nichteinheiten in End (M) nilpotent. Ist
¢ € Enda(M) eine Nichteinheit und ¢» € End4(M) beliebig, so ist auch ¢ keine Einheit
und damit nilpotent. Seien nun ¢; und ¢ Nichteinheiten. Zu zeigen ist, dass die Summe
T 1= 1 + @9 eine Nichteinheit ist. Angenommen 7 ist einen Einheit. Dann ist

o =1—71"1p,

zum einen eine Einheit, da 7 !¢, nilpotent ist, zum anderen keine Einheit, da ¢; keine
Einheit ist. Widerspruch! Insgesamt bilden die Nichteinheiten ein Ideal in End4(M) und
damit ist End4(M) lokal. Die Umkehrung End (M) lokal = M unzerlegbar gilt allgemeiner
nach Folgerung 2.3. O



Satz 2.5 Sei V = P, Vi = D;_, W; als A-Modul mit End(V;), Enda(W;) lokal. Dann
gilt m = n und bei passender Anordnung V; = W; fir alle i =1,...,n.

Beweis. Induktion nach min(m,n). (B m < n.

Ist m =1 dann ist V =V} unzerlegbar (Folg. 2.3) und daher V = V; = Wj.

Seinunm >1und idy =€, +... 4+ €, =¥ + ...+, die Zerlegung von idy in orthogonale
Projektionen v;, ¢; € Enda (V). Es ist

n

idy, = (e, = > (%€ € End(1A),

J=1

Nicht alle Summanden kénnen in dem maximalen Ideal von End 4(V}) liegen, also gibt es ein
J so dass (1j€1)1, eine Einheit ist. (B j = 1.

Beh: V = Vit & 327, Vi

N =0:Seiue Vi N 222 V;. Dann ist v = v19; mit v; € V7 und auflerdem ue; = 0. Also
0 = ue; = v1Y€; und damit vy € ker(e)1€1) also v; = 0.

+ = V: Sei v € V. Da (¢1€1))y, eine Einheit in End(V}) ist, gibt es ein v; € Vi mit
vep = v1(prer). Dann ist v = vy + (v — v1q) € Vi + ker(e;). O

Bemerkung 2.6 (a) Ist A artinsch und M ein e.e. A-Modul, so ist M artinsch und noethersch.
(b) Ist M ein e.e. A-Modul tiber einem artinschen Ring A, so ist M unzerlegbar genau dann
wenn End (M) lokal ist.

Damit ergibt sich aus Satz 2.5 der folgende Satz von Krull-Schmidt.

Folgerung 2.7 Ist A ein artinscher Ring, so ist jeder e.e. A-Modul eine direkte Summe
endlich wvieler unzerlegbarer Moduln. Die unzerlegbaren direkten Summanden sind bis auf
Isomorphie und Reihenfolge eindeutig bestimmt.

3 Diskrete Bewertungsringe und Vervollstindigungen.

Definition 3.1 Sei K ein Korper. Fine Bewertung von K ist eine Abbildung

| |: K — Rso mit den Figenschaften:

(0) la] =0 < a=0.

(i) |ab| = |al||b| fir alle a,b € K.

(i) la + b| < |a| + |b] fir alle a,b € K.

Die Bewertung heifit archimedisch, falls {|n-1| | n € N} nicht beschrankt ist und andernfalls
nichtarchimedisch.

Beispiel: Der iibliche Absolutbetrag auf R, C bzw. Q liefert eine archimedische Bewertung.
K = Q, p Primzahl:

| |, Q = R, |} = p@ falls § = po“;—,, mit nicht durch p teilbaren Zahlen o', ist eine
nichtarchimedische Bewertung von Q. Der zugehorige Bewertungsring ist

L) = {% € Q| pfb}.



Bemerkung 3.2 Ist x € K mit " =1 fiir einn € N, so ist |x| =1, da dies eine Einheits-
wurzel in Rsg sein muss.

Satz 3.3 Ist | | eine nichtarchimedische Bewertung, so gilt die verschdirfte Dreiecksunglei-
chung:
la 4+ b] < max{|al, |b|} fir allea,be K.

Beweis. Da | | nichtarchimedisch ist, gibt es ein ¢ € R mit |n| < ¢ fir allen € N. Firn € N
und a,b € K gilt

n n - n n— - n— n n
la + b| :Ka+m|:|§:QJa% F<ed Jalfp"* < e(n + 1) max{|al", [b]"}.
k=0 k=0

Zieht man die n-te Wurzel, so ergibt sich

la + b] < /c¥/n+ 1max{|al, b}

woraus sich im Grenzwert n — oo die Behauptung ergibt. U

Satz 3.4 Sei| | eine nichtarchimedische Bewertung eines Korpers K. Setze R :={a € K |
la| < 1}. Dann ist R ein lokaler Ring mit einzigen maximalem Ideal P := {a € K | |a| < 1}.
Weiter gilt K = RU (R — {0})~'. Ein solcher Integrititsring R heifft Bewertungsring.

Beweis. R Ring und P < R folgt aus der verschirften Dreiecksungleichung. R* = {a € R |
la| = 1}, also ist P = R — R* und somit R lokal mit maximalem Ideal P. Ist a € K, so ist
entweder |a| < 1 und somit @ € R oder |a| > 1 und daher |a™!| = |a|™* <1, d.h. a7 ! € R.

0

Definition 3.5 FEin Bewertungsring R heifit diskreter Bewertungsring, falls das mazimale
Ideal ein Hauptideal ist, also ein m € R existiert mit P = wR. m nennt man dann auch ein
Primelement.

Satz 3.6 Sei R ein diskreter Bewertungsring in K = Quot(R) und Primelement m # 0.
Setze ¢ := |r|. Dann gilt

(a) Die Ideale # {0} von R sind alle von der Form mI R mit j € NU{0}. Insbesondere ist R
ein Hauptidealbereich. Weiter ist R die disjunkte Vereinigung

R= |J R u{o}.

JENU{0}

(b) K =, mR* U{0}.

(c) |K*| ={c* | z € Z} ist eine diskrete Untergruppe von Rxg.

(d) Die Abbildung v : K — 7 U {oc} definiert durch |a| =: ¢*@, v(0) = oo ist eine
Ezxponentenbewertung, d.h. ein Homomorphismus v : K* — Z, mit v(a+b) > min{v(a),v(b)}
fir alle a,b € K*. Esist R :={a € K | v(a) > 0} und v(w) = 1.
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Beweis. Es geniigt (a) zu zeigen, das iibrige folgt sehr einfach. Die Ideale von R sind genau
die R-Teilmoduln von R. Die Multiplikation mit 7 definiert einen R-Modul-Isomorphismus
von R nach mR. Insbesondere hat auch mR genau einen maximalen Teilmodul, ndmlich das
Bild von 7R unter diesem Isomorphismus, also 72R. Fiihrt man dies weiter, so erhilt man,
dass alle Ideale von R von den Potenzen von 7 erzeugt werden. Weiter gilt:

aR=7'"R & |a| = 7’| & a € T R*.
0

Zum Vervollstindigen: Die Bewertung definiert eine Topologie auf K beziiglich derer es
einen Konvergenzbegriff gibt. Entsprechend heifit eine Folge (a,) € K Cauchy-Folge, falls
es zu jedem € > 0 eine Zahl N € N gibt, so dass

la, — ap| < € fur alle n,m > N.

Die Folge heifit konvergent mit Grenzwert a € K, falls es zu jedem € > 0 eine Zahl N € N
gibt, so dass
la, —a| < e fir allen > N.

Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge und die Menge der Nullfolgen bildet ein Ideal
Iy < CF in dem Ring der Cauchy-Folgen (bzgl. punktweiser Addition und Multiplikation).
Die Vervollstandigung K von K beziiglich | | ist dann definiert als

K = CF/I,.
K ist eingebettet in K durch a — (a,a,a,a,a,...)+ Iy

Die Bewertung kann auf K fortgesetzt werden. Ist némlich (a,),cn eine Cauchy-Folge in K,
so ist wegen der Dreiecksungleichung die Folge der Betriige (|a,|)nen eine Cauchy-Folge in R
und damit konvergent. Die Definition

[(an)nen + Io| = lim |ay,|

ist unabhéngig von der Wahl des Vertreters (a,) und definiert eine Bewertung auf K.

Satz 3.7 Sei | | eine diskrete nichtarchimedische Bewertung auf K mit Bewertungsring R
und Primelement 7. Sei K die Vervollstindigung mit Bewertungsring R. Dann ist die Wer-
tegruppe |K*| = |K*| Weiter ist m auch ein Primelement von R und die Einbettung R — R
induziert einen Isomorphismus R/TR = R/mR.

Beweis. |K*| < R ist diskret mit einzigem Haufungspunkt 0. Da |K*| dicht in |K*| liegt
(nach Definition) und beide nicht die 0 enthalten folgt die Behauptung. Damit ist 7| =

max{|a| | a € R, la| < 1} und somit 7 ein Primelement von R und TR =RN 7R. Daher
ist R/mTR — R/?TR injektiv. Zur Surjektivitit: Sei @ = lim, o @, € R mit a, € R. Dann
gibt es ein N € N mit |a, —a| < 1 fur alle n > N. Fiir diese n ist dann a,, — a € 7R und
a+ 7rf% = a, + Wé. ]

Beispiel. Die p-adischen Zahlen. Sei | | die diskrete Bewertung von @Q mit Bewertungsring
Zp)- Die Vervollstindigung Q, := Q nennt man den Kérper der p-adischen Zahlen, seinen
Bewertungsring Z, den Ring der ganzen p-adischen Zahlen.

9



Bemerkung 3.8 Seiv: K — ZU{oo} eine Exponentenbewertung von K = |Jn*R* U {0},
d.h. v(n*e) = z fir alle ¢ € R*. Dann gilt v(a + b) = min{v(a),v(b)} fir a,b € K mit
v(a) # v(b).
Beweis. Ist a = 7%¢ und b = 7'u mit u,e € R*, t = v(b) > z = v(a), so gilt
a+b=7r(e+7""*u) € *R".
U

Satz 3.9 (Hensel’sches Lemma) Sei R ein vollstindiger diskreter Bewertungsring mit zu-
gehoriger Exponentenbewertung v : R — No U {co}. Sei f(x) € R[z] und ag € R mit

v(f(ao)) > 2v(f'(ao)).

Dann konvergiert die durch
Up = an_1 — fan_1)/f (an_1) fiir allen € N
definierte Folge gegen ein a € R mit f(a) =
Beweis. Es ist f(z) = > fir" und f'(z) = >°1", ifiz'~'. Mit der Taylorentwicklung hat

man: ,
7f (zao)xQ + ...

Ist nun f(z) € Rlz], so ist auch £~ L e R[z] fiir alle n € N, denn es ist

(n) moo.o. - . m . '

i=n

f(x+ao) = flao) + f'(ao)x +

Die Taylorentwicklung liefert also ein Polynom in R[z]. Sei b, := a,—an—1 = —f(an—1)/f (an-1).
Dann ist

! ! 1
v(b1) = v(f(ao)) = v(f'(a0)) > v(f'(ao)) = 0 und v(bs) > Sv(f(ao)) = 0.
Insbesondere gilt by € R und somit a; = ag + by € R. Weiter ist

f//(ao)
2

v(f(ar)) = v(f(ao +b1)) = v(f(ao) + f'(ao)by + bi( +01...) = 2v(b1) > v(f(ag))-

Entwickelt man die Ableitung f’ mit der Taylorentwicklung um ag, so erhalt man

o (@) = o(f'(an + b)) = o(f <ag)+b1<f"<ao>+f L1, ) =
mingo(f/(ao)), o(by) + v("(a0) + L4201 +..)} = v(f'(a0))

da v(by) > v(f'(ap)). Also erfiillt a; = ap+b; die Voraussetzung des Satzes und das Verfahren
konstruiert eine Folge von Zahlen ag, aq, ... mit

v(f(ap)) <v(f(ar)) < ...
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d.h. f(a;) — 0 mit i — oo.

Zeigen noch, dass (a,) eine Cauchy-Folge in R ist. Dazu geniigt es, wegen der verschérften
Dreiecksungleichung, zu zeigen, dass v(b,,) = v(a,—a,—1) — 0o mit n — oo. Dies gilt aber, da
0(bpt1) > 50(f(an)) — co. Wegen der Vollsténdigkeit von R ist dann a := lim, . (a,) € R
eine Nullstelle von f. O

Beispiel: f(z) = 2® — 1, R = Z;. Die Henseliteration
r:=2z:=1— (2° —1)/(3 % 2*)mod7";
mit maple liefert
x = 2,164777230,180551751, 152272773, 146507972, 146507972, . . .
wobei 1465079723 = 1 modulo 7'° ist.

Satz 3.10 Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Primelement m und zugehdériger Fxpo-
nentenbewertung v : R — NoU {oc}. Sei V' ein e.e. R-Modul. Dann definiert die Abbildung
v:V — NoU{oo},v(u) =i falls u € 7'V — 7V, 1(0) := oo

eine v-Exponentennorm auf V', d.h. es ist
v(u) =00 < u=0, v(iru) > v(r) +v(u), v(us + uz) > min{v(uy), v(us)}

fir alle u,uy,us € V und r € R. Durch Wahl eines 0 < ¢ < 1 erhdlt man eine Metrik d auf
V' definiert durch

d(uy, ug) = el

beziiglich welcher V wollstindig ist, falls R vollstindig (bzgl. |r| = ¢*™)) ist.

Beweis. Die Eigenschaften von v sind klar. Ebenso, dass d eine Metrik definiert. Zum Beweis
der Vollstandigkeit schreiben wir V- = Ru1®. ..® Ru,,. Ist v; = Z?Zl a;;uj € V so dass (v;)ien

eine Cauchy-Folge in V ist, dann bilden die einzelnen Koeffizienten (a;;)en fir j =1,...,n
Cauchy-Folgen in R, die wegen der Vollstandigkeit gegen ein a; € R konvergieren. Dann ist
llmzﬂoo V; = Z?:l a;Uy. [

Satz 3.11 (Hensel allgemein) Sei R ein vollstindiger diskreter Bewertungsring, f € R|z]
und ~ : Rlx] — R/mR[z] der natiirliche Epimorphismus. Ist f = goho mit go, ho € R/mR[z]
teilerfremd, so gibt es g, h € R[zx] mit f = gh und go =g, ho = h.

Beweis. Sei ' := R/mR. Nach dem chinesischen Restsatz ist
Fla]/(f) = Flz]/g0 ® F[x]/ho

d.h. es gibt ein Idempotent e? =; e € F[z] mit e =5, 1 und e =, 0. Seieg € R[z]/(f) =: A ein
Element mit e; = e. Liften ey zu einem Idempotent e, von A durch Newton-Hensel-Iteration
mit dem Polynom p(z) = 2% — z. Es ist p(eg) = 0 mod wA und p(eg) = 2¢9 — 1 € wA. Es ist

(2e0 — 1) =(2e—1)2=4e*—4de+1=1 (mod 7wA).
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Behauptung: Ist e; € A mit e? = ¢; (mod 7% A), so erfiillt
eir1 =€ — (eF —e)(2e; — 1) = e; + k; = 3¢} — 2¢}

mit k; = (e — ¢;)(1 — 2¢;) die Gleichung e? ; = e;41 (mod w2 A).
Denn:

et —eip1=(es+ k) —e;—ki=el+2ek +k—e—k

= (2 —e;)(1 — (1 —2¢;) + (2e; — 4e?) + (1 — 2¢;)%(e? — ¢;))

= (2 —e)?((1—2¢;)?—4) =0 (mod 7* "' A)
Also gilt f(e;) — 0 fiir i« — oco. Die Folge (e;) ist eine Cauchy-Folge, da k; = e¢;11 —¢; € 72 A.
Da dimpg(A) < oo und R vollstandig war, ist auch A vollsténdig und die Folge (e;) konvergiert
gegen e, € A mit €2 = ey. Die Zerlegung A = e oA @ (1 — ex)A liefert die gewiinschte
Faktorisierung. O

Fortsetzen von Bewertungen.

Definition 3.12 FEin Tripel (K, R, F) heifst p-modulares System, falls R ein vollstindiger
diskreter Bewertungsring ist mit K = Quot(R) und F' = R/mR (m Primelement von R) so
dass char(K) = 0 und char(F) = p.

(K, R, F) heifst p-modulares Zerfallungssystem fir die endliche Gruppe G, falls zusdtzlich
K und F' Zerfillungskérper fir G sind.

Lemma 3.13 Sei K wollstindig beziiglich einer diskreten Exponentenbewertung v mit Be-
wertungsring R. Ist

f(z) = apx" + arx" * + ... +an_1x +a, € K[z]
wrreduzibel, so qilt

v(a;) > min{v(ag),v(a,)} fir allel <i<n-—1.
Beweis. Sei ¢ := min{v(a;) | 0 <i < n}. Angenommen t < min{v(ao), v(a,)}. Sei r maximal
mit ¢ = v(a,). Dann ist r # 0,7 und

g(x) :==a; ' f(x) = boa" + by '+ ...+ b1z + b, € R[]
mit b, = 1 und b,,4,...,b, € TR. Also ist
() =2" " (1 +b_1x + ...+ byz") = goho € R/ R[]

mit go = 2" " und hg = (1 +b,_1x+... +boz"). Da ggT(go, ho) = 1 gilt, folgt mit Satz 3.11,
dass f reduzibel ist, ein Widerspruch. O

Satz 3.14 Sei K wollstindig beziiglich einer Bewertung | - |k und L/K eine algebraische
Erweiterung. Dann gibt es genau eine Bewertung | - |1 : L — Rsq, die | - |k fortsetzt. Diese
st durch

||z = {/|Ngjayx ()], n:=[Kla]: K]

gegeben. Ist d := [L : K] < oo, so ist K wieder vollstindig. Ist dann auch noch |- |k diskret
mit Exponentenbewertung v : K — Z U {0}, so ist die Fortsetzung w von v auf L gegeben
durch w(a) = J0(Np/k(a)) € 3Z U {oo}.
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Beweis. (fiir diskret bewertete Korper). Sei O der ganze Abschluss von R in L, also O :=
{a € L| pu, € R[x]}. Dann ist

0= {CL eL | NK[a]/K(CL) € R}
denn nach Lemma 3.13 ist das Minimalpolynom
ta € R[] & letzter Koeff. von 11, € R < Ngjo/k(a) € R.

Setzte |a|; == {/Ngjayx(a), n:= [Kla] : K]. Dann gilt |o|, =0 & a = 0 und |af|, =
||| Bl wegen der Multiplikativitdt der Normen.

Die verschérfte Dreiecksungleichung ergibt sich daraus, dass O = {a € L | |a|p < 1} ein
Ring ist:

Sind «, f € L — {0} mit |B] > |af so ist

o+ B < max{[al, |8} & [af + 1| <1 af +1€0

Da |a37! <1 ist und somit af~! € O folgt dies, da O ein Ring ist.
Die letzte Aussage folgt aus Satz 3.10.
Zur Eindeutigkeit brauchen wir folgendes kleine Lemma

Lemma 3.15 Sei K wollstindig bzgl. der diskreten Exponentenbewertung v und sei
fl)=2"+a" " + . ez +a, € K1)

irreduzibel. Dann ist

v(a;) > —v(ay,) fir allel <i<n-—1.

3| .

Beweis. Sei L der Zerfallungskorper von f und w die in Satz 3.14 definierte Fortsetzung
von v auf L. Seien 3i,...,3, € L die Nullstellen von f. Dann ist pug, = f fiir alle 7 also
w(3;) = +v(a,). Die Koeffizienten ay, sind bis auf ein Vorzeichen die elementar symmetrischen
Polynome in den ;. Also ist

v(ag) = w(ag) > minf{w (G ... Bu)} = Sv(an).
O

Weiter mit dem Beweis von Satz 3.14:
Sei | -|" eine weitere Fortsetzung von |- | auf L und sei a € L mit |a|" # |a|.. E |o| < |a|r,
sonst Ubergang zu é Es ist

fo ="+ a1zt + ..+ ap 17+ a, € K[z]
irreduzibel mit p,(a) = 0. Nach Lemma 3.15 ist
@l < lanl" = lal, > (Jaf')

und somit ' ' ' '
a;0" )" = |aglx(Ja )" < |an[i"al} ™ = anls.
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Es ist aber

Uy = —Qp_ 100 — ... — a1 —

und daher
lan|x = |an| < max{|a,_1af,...|a;a™ ' |a"]} < |an|x

ein Widerspruch. 0

Bemerkung 3.16 Ist in Satz 3.14 ||k diskret, R der zugehorige Bewertungsring mit Prim-
element ™ und [L : K| =:n < o0, soist O :={a € L | Nk (a) € R} der zugehirige diskrete
Bewertungsring in L. Ist 11 ein Primelement von O, so ist 1O = [1°O und 7R = 110 N R.
Fiir die Restklassenkorper gilt R/mR — O/I1O und O/110 ist eine Kéorpererweiterung von
R/mR vom Grad f = 2.

Beweis. Da 7O ein Ideal von O ist, gibt es e € N mit 7O = II°O. Es ist auch klar, dass
O/11O iiber R/7 R eine Korpererweiterung ist. Sei f := [O/I1O : R/wR] der Kérpergrad und
wi,...,ws € O so dass die Restklassen (wq +110, ... ,wy+110) eine R/mR-Basis von O/I1O
bilden.

Behauptung: Die ef-Elemente (w,I7 |1 <4 < f,0 < j < e — 1) bilden eine R-Basis von O
(und damit eine K-Basis von L).

1) Die Elemente sind linear unabhéngig tiber K: Seien a;; € K nicht alle gleich 0 mit

f e

Z aijwiﬂj =0

i=1 j

—_

I
o

Setze s; == 25:1 Qi jw;.

Beh: Nicht alle s; sind gleich 0 und wenn s; # 0, dann ist v(s;) € v(K*) = Z.

Denn: Sei v(a;;) minimal unter den v(a;;), { = 1,... f. Teile durch a,;. Dann ist §; = s;/a,; €
O — IO also eine Einheit und damit w(s;) = 0, also w(s;) = v(a;;) € v(K*) = Z. Somit ist
fir s; # 0 die Bewertung

jeZ+j

w(s;I17) = w(s;) + c c

Die Bewertungen der s;II7 # 0 sind also alle verschieden und damit nach Bemerkung 3.8
e—1 .
w(ZSjHj) = min{w(s;) + J |0<j<e—1}# 0.
e
=0

2) Erzeugendensystem: Sei
M= (Il |1<i<f0<j<e—1g
Dann ist M 4+ 70O = O also
O=M+7aM+70)=M+7°0=...= M+ 7m0

fiir beliebig grofle m € N. Also liegt M dicht in O. Da R abgeschlossen ist und M als e.e.
R-Modul ebenfalls folgt daraus M = O. U

14



4 Algebren iiber vollstindigen diskreten Bewertungs-
ringen.

Mit Blatt 1 Aufgabe 2 ergibt sich insbesondere

Bemerkung 4.1 Sei A eine endliche erzeugte (als R-Modul) R-Algebra tiber dem diskreten
Bewertungsring R mit Primelement w. Dann ist TR C J(A) und es gibt ein n € N mit
J(A)" C mA. (J(A) ist pro-nilpotent.)

Das Jacobson-Radikal von A ist das grifite Ideal I mit dieser Figenschaft, dass I" C wA fiir
ein n € N.

Satz 4.2 Sei A eine endlich erzeugte R-Algebra tber dem vollstindigen diskreten Bewer-
tungsring R. Sei I C J(A) ein Ideal in A und setze A := A/I.

(a) Istc =" G eine Zerlegung des Idempotents ¢ € A in orthogonale Idempotente & mit
e¢; = G, dann gibt es eine Idempotentzerlegunge =Y o e; in Amite+1 =cunde;+1 =7¢;
fiir alle i.

(b) Ein Idempotent e € A ist primitiv genau dann wenn € € A primitiv ist.

Beweis. (a) Nach Satz 3.10 ist A vollstindig. Also kann man wie im Beweis von Satz 3.11
das Idempotent ¢ von A/I liften zu einem Idempotent e von A liften. Nach Ubergang zu
eAe kénnen wir (B annehmen, dass e = 1 ist. Nun liften wir das Idempotent ¢; zu einem

Idempotent e; von A und ersetzen dann A durch A" := (1 —e1)A(1 —e;). Dac¢; =6 =0
fiir alle j = 2,...,n sind die ¢} := (1 — e;1)c;(1 — e;) orthogonale Idempotente modulo
(1 —e)I(1 — e;1) die wir sukzessive zu orthogonalen Idempotenten e; liften.

(b) folgt aus (a) O

Satz 4.3 Sei R ein vollstindiger diskreter Bewertungsring, A eine e.e. R-Algebra und V' ein
e.e. A-Modul. Dann gilt: V' ist unzerlegbar < End (V') lokal.

Beweis. Da A eine e.e. R-Algebra und V e.e. A-Modul ist V auch ein e.e. R-Modul und
damit End (V) e.e. R-Algebra. Also ist End4(V) wieder vollstandig und Idempotente von
Enda(V)/J(End4(V)) liften.

<« ist Folgerung 2.3.

=: Sei V unzerlegbar. Dann sind 1 und 0 die einzigen Idempotente in End 4(V'). Da Idempo-
tente von End4(V)/J(End4(V)) zu Idempotenten von End 4(V) liften, hat die halbeinfache
artinsche Algebra nur die trivialen Idempotente

Enda(V)/J(Ends(V)) & @Dfixni
i=1
alson =1 =ny. D.h. Enda(V)/J(Ends(V)) = D ist ein Schiefkérper und daher End4 (V)

lokal. O
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Folgerung 4.4 (Krull-Schmidt) Fiir e.e. Algebren A dber einem vollstindigen diskreten Be-
wertungsring R gilt der Satz von Krull-Schmidt: Jeder e.e. A-Modul eine direkte Summe
endlich vieler unzerlegbarer Moduln. Die unzerlegbaren direkten Summanden sind bis auf
Isomorphie und Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Definition 4.5 Sei A ein Ring. Ein A-Modul P heifit projektiv, wenn zu jedem Epimorphis-
mus ¢ : V. — W und Homomorphismus ) : P — W von A-Moduln ein A-Modulhomomorphismus
W' P —V existiert mit ¢’ = 1.

Bemerkung 4.6 Ist P ein freier A-Modul, so ist P projektiv, denn ist (by,...,b,) eine
A-Basis von P, w; = ¥(b;) und v; = o~ (w;) so definiere v' : P — V durch ¢'(b;) = v;.

Bemerkung 4.7 Ist der projektive Modul P epimorphes Bild eines A-Moduls V', so ist P
isomorph zu einem direkten Summanden von V. (Wihle in der Definition W = P, ¢ der
Epimorphismus, v = id. Dann ist ' : P — V ein Monomorphismus und daher P =

Bild(¢').)

Lemma 4.8 (a) Direkte Summanden von projektiven Moduln sind projektiv.
(b) Ein A-Modul ist genau dann projektiv, wenn er direkter Summand eines freien A-Moduls
15¢.

Beweis. (a) Sei P = P; @ P, ein projektiver Modul und ¢ : P — W ein Modulhom, sowie
¢ : V. — W ein Epimorphismus. Da P; ein direkter Summand von P ist, gibt es eine
Abbildung ¢ : P, — P und € : P — P, mit te = idp,. Da P projektiv ist, gibt es eine
Abbildung ¢’ : P — V mit ¢/'¢ = €. Setze " := 1)’ : P, — V. Dann ist

Vo =)o = e =

(b) Direkte Summanden von freien Moduln sind projektiv wegen (a) und Bemerkung 4.6.
Jeder A-Modul P ist aber epimorphes Bild eines freien Moduls. Ist P projektiv, so ist P
nach Bemerkung 4.7 auch direkter Summand. U

Lemma 4.9 A sei e.e. R-Algebra, R wvollstindiger diskreter Bewertungsring oder Korper.
e2=ceA.

(a) End4(eA) = (eAe)? als Ring.

(b) V sei ein A-Modul. Dann ist Homy(eA, V) = Ve als R-Modul.

Beweis. (b) ¢ € Homa(eA,V) — ep ist der gewiinschte R-Modulisomorphismus. Denn
ep € Ve, da epe = e2p = ep.

Die Abbildung ist offensichtlich ein Homomorphismus.

Injektivitét: Sei ep = 0. Dann ist eap = epa = 0 fiir alle a € A und daher ¢ = 0.
Surjektivitidt: Sei ve € Ve. Definieren ¢, : eA — V als ¢, : ea — va. Dann ist ¢, €
Homu(eA, V') ein Urbild von ve.
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(a) Als R-Moduln sind die beiden Ringe isomorph nach (b). Es geniigt also die Multiplika-
tivitdt der Abbildung aus (b) zu beweisen. Fiir ¢,1 € Ends(eA) sei v = ep € eAe. Dann
ist

e(p) = (ep)y = vih = (ev)yh = ev = (e))(eyp)
O

Lemma 4.10 A sei e.e. R-Algebra, R vollstindiger diskreter Bewertungsring oder Korper.
Jeder e.e. unzerlegbare projektive A-Modul P (PIM) ist direkter Summand von A4, also von
der Form eA mit einem primitiven Idempotent e € A.

e? =e € A primitiv < eAe lokal.

Beweis. Unter den Voraussetzungen gilt der Satz von Krull-Schmidt fiir die Algebra A.

Insbesondere ist .
=D
i=1

mit V; unzerlegbar. Die V; sind projektiv als Summanden eines freien Moduls.

Sei P ein e.e. projektiver A-Modul. Dann ist P ein direkter Summand eines e.e. freien
A-Moduls. Nach Krull-Schmidt sind diese direkten Summanden aber gerade Summen von
geeigneten V;. Ist P also unzerlegbar, dann ist P isomorph zu einem der V;.

Weiter ist P unzerlegbar < P = eA mit einem primitiven Idempotent e < End 4(P) lokal
< eAe lokal. O

Satz 4.11 A sei e.e. R-Algebra, R vollstindiger diskreter Bewertungsring oder Kérper. e? =
e € A primitiv.
(a) Dann hat eA genau einen mazimalen Teilmodul eJ(A). Der Kopf von eA ist Y =
eA/eJ(A) ein einfacher A-Modul.
(b) Weiter ist

eAX A eAle](A) 2 Ale J(A).

Beweis. (a) Seien M;, My maximale Teilmoduln von eA, also eA = M; + M. Wéhle v; € M;
mit e = v; + v und definiere ¢; € Enda(eA) durch (ea)p; := va (i = 1,2). Dann ist
©1 + w2 = ides. Da Enda(eA) lokal ist, bilden die Nichteinheiten ein Ideal, also ist ein ¢;
eine Einheit. Damit ist aber ¢; : €A — M; ein Isomorphismus, also auch M; projektiv und
damit ein direkter Summand von eA = M; & M. Dies ist ein Widerspruch zur Unzerleghar-
keit von eA.

Ist M ein A-Modul, so ist M /M J(A) ein A/J(A)-Modul, also halbeinfach, der grofite halb-
einfache Faktormodul von M. Also ist M J(A) der Schnitt aller maximalen Teilmoduln von
M.

In unserer Situation hat eA nur einen maximalen Teilmodul, dieser ist also eAJ(A) = eJ(A).
(b) = ist klar.

<: Seil p : eAJeJ(A) — €' A/e'J(A) ein Isomorphismus und ¢ : eA — eA/eJ(A) und
W eA — €AJe' J(A) die natiirlichen Epimorphismen. Da €’ A projektiv ist, gibt es einen
A-Modulhomomorphismus, ¢ : €A — eA mit

P =y,
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Da Bild(¢) € eJ(A) und dies der einzige maximale Teilmodul von eA ist, ist also ¢ ein
Epimorphismus. Damit ist eA ein epimorphes Bild von ¢’ A und da eA projektiv ist auch ein
direkter Summand von e’A. Der Kopf von €’A ist unzerlegbar, daher auch e¢’A. Also ergibt

sich eA = €' A. O

Satz 4.12 A sei e.e. R-Algebra, R vollstindiger diskreter Bewertungsring oder Korper.
Sei Y ein einfacher A-Modul. Dann gibt es einen projektiv unzerlegbaren A-Modul eA mat
Y = eAjeJ(A). Dieser PIM ist bis auf Isomorphie nach Satz 4.11 eindeutig bestimmt und
heifst die projektive Decke von Y .

Fir einen e.e. A-Modul V' gilt

Ve # 0« V hat einen zu Y isomorphen Kompositionsfaktor.

Beweis. Y einfach, also gibt es Epimorphismus

go:@eiA:AﬁY.

Ist i so dass e;Ap # 0 ist, dann ist Y ein epimorphes Bild von e;A also Y = e;A/e; J(A).

Sei jetzt V ein e.e. A-Modul. Ist Ve =2 Homy(eA, V) # 0, so gibt es einen Homomorphis-
mus ¢ : eA — V mit ¢ # 0. Also hat V' den Kompositionsfaktor (eA)y/(eJ(A))p = Y.
Umgekehrt sei Y ein Kompositionsfaktor von V', d.h. es gibt Teilmoduln V5 < V; < V mit
Y = V;/V,. Die Epimorphismen V; — Y und eA — Y lassen sich zu einem kommutativen
Dreieck ergédnzen, da eA projektiv ist. D.h. es gibt einen Homomorphismus 0 # ¢ : eA —
V1 <V und daher Homy(eA, V') # 0. O

Ist (K, R, F) ein p-modulares System und A eine R-Algebra, A = A/7A eine F-Algebra, so
stehen die folgenden Mengen in Bijektion:

{ Isomorphieklassen projektiv unzerlegbarer A-Moduln (eA)}
{ Isomorphieklassen einfacher A-Moduln (eA/eJ(A))}
{ Isomorphieklassen einfacher A-Moduln (eA/eJ(A))}

{ Tsomorphieklassen projektiv unzerlegbarer A-Moduln (€A = eA/meA)}

Definition 4.13 Seien {Uy,...,Us} Vertreter der Isomorphieklassen der projektiv unzerleg-
baren A-Moduln, und {Y1,...,Ys} Vertreter der Isomorphieklassen der einfachen A-Moduln,
Sei ¢;j := die Vielfachheit von Y} als Kompositionsfaktor von U;. Dann heifst

C .= (Cij) c 7°*°

die Cartanmatrix von A (oder auch von A).
Beispiel: Cartanmatrix von 353, FoCy, Fo.53

Definition 4.14 Die zentral primitiven Idempotente by, ..., b, von A heiffen auch Blocki-
dempotente und die ringdirekten Summanden Ab; Blocke.
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Ist V' ein unzerlegbarer A-Modul, so gibt es genau ein Blockidempotent b mit bV = V. Wir
sagen dann dass V' zu dem Block b gehort. Insbesondere gehort ein primitives Idempotent
e € A genau dann zum Block b wenn eb = e ist.

Satz 4.15 A sei e.e. R-Algebra, R vollstindiger diskreter Bewertungsring oder Korper.
Zwei primitive Idempotente e, e’ € A heiflen verbunden, falls es primitive Idempotente e =
€1y...,en = € in A gibt, so dass e;A und e; 1A (i = 0,...,n — 1) einen gemeinsamen
Kompositionsfaktor haben.

Dann gilt: e, e’ verbunden, < eA und €' A gehdren zum gleichen Block.

Beweis. Sei b ein Blockidempotent von A mit beA # 0 (dann ist be = e).

=: Seien e und €’ verbunden iiber die Idempotente e = ey, ...,e, = €' in A. Dann haben ¢; A
und e;,1 A einen gemeinsamen Kompositionsfaktor. Also kann nicht be; A # 0 also be; A = e; A
sein und be; 1 A = 0.

<:Sei be’ = €, Sind e und €’ nicht orthogonal, so ist ee’ # 0 also auch eAe’ = Hom(eA, e’ A) #
0 und €’A hat einen Kompositionsfaktor = eA/eJ(A). Also sind e und €’ verbunden. Sei-
en jetzt e, e’ orthogonal, d.h. ee’ = €’e = 0. Schreibe dann b = ¢y + ... + ¢, als Summe
orthogonaler primitiver Idempotente mit e = eq und ¢’ = e,. Andere die Reihenfolge so,
dass e verbunden mit eg,...,e;, aber nicht mit e;;1,...,e, und setze by := ey + ... + ¢;,
by :=e€j41 + ...+ e,. Dann gilt

e;Ae, =0, falls 1 < j < k.

(sonst e;Ae, # 0 und e;A und ey A haben einen gemeinsamen Kompositionsfaktor). Also ist
b1 Aby = by Aby = 0. Zeigen, dass b A ein zweiseitiges Ideal ist. Es ist

AbjA = AbibA = (by + by) Aby A = by Abj A C b A

also by A auch Linksideal und damit zweitseitiges Ideal. Ebenso ist by A = Ab, zweiseitiges
Ideal und daher
Ab = Ab; @ Aby direkte Summe von zwei Idealen.

Also 148t sich jedes a € Ab eindeutig schreiben als
a = CL(bl + b2) = (bl + bz)CL = CLbl + CLbQ = bla + bga

Mit ab, ist aber auch bja in Ab; und ebenso bya in Aby. Da die Zerlegung direkt ist, ist daher
aby = bya. Also ist b; zentral und, da b zentral primitiv war, gilt dann by = b, by = 0 und e
und e’ sind verbunden. O

Folgerung 4.16 Ordnet man die projektiv unzerlegbaren A-Moduln geeignet (nach Blicken),
so ist die Cartanmatriz von A eine Blockdiagonalmatriz
C = diag(Cy,...,Cp)

falls by, . .., b, die Blockidempotente von A sind und in C; durch die PIMs bzw. die einfachen
Moduln indiziert ist, auf denen b; wie Fins operiert. Weiter gibt es keine Anordnung, fir die
C; eine echte Blockdiagonalmatrix ist.
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5 Zerlegungszahlen.

Definition 5.1 Sei R ein HIB mit K = Quot(R). Fine R-Ordnung A ist eine R-Algebra
die e.e. freier R-Modul ist.
Fin A-Modul M heifit R-Gitter, falls M ein e.e. freier R-Modul ist.

Sei (K, R, F) ein p-modulares System und A eine R-Ordnung. Dann ist A C K®p A =: Ak,
Ak ist eine K-Algebra und A = A/mrA = F ® A = Ap ist eine F-Algebra. Jede R-Basis von
A ist K-Basis von Ax und bildet auf eine F-Basis von Ar ab.

Ist V ein e.e. Ax-Modul, so heifit ein A-Teilmodul M von V ein A-Gitter in V| falls M ein
R-Gitter ist und K @z M = V. Ist (vq,...,v,) eine R-Basis von M, so ist

D:A— R D(a) = (v;(a), wennva=Y 7;(a);
j=1
ein R-Algebrenhomomorphismus, welcher sich zu einer Darstellung
DK . AK — KW End]{(V)

fortsetzt und auch eine Matrixdarstellung

D:A— F”X",ﬁ(a) = (vi;(a))

beziiglich der F-Basis (1, ...,7,) von M/mM definiert.

Satz 5.2 Sei R ein HIB mit Quotientenkorper K und A eine R-Ordnung. In jedem e.e.
Ag-Modul V' gibt es ein A-Glitter.

Beweis. Sei (vy, ..., v,) eine K-Basis von V| ay, . . . a,, ein R-Erzeugendensystem von A. Dann
ist
M = <’U7;Clj |1§Z§n,1§j§m>R

ein e.e. R-Teilmodul von V', also ein R-Gitter, das ausserdem ein A-Teilmodul von V ist.
O

Bemerkung 5.3 FEin Ax-Modul V' kann nichtisomorphe A-Gitter enthalten.

Beispiel: Sei A = ZyCy der Gruppenring von Cy = (g) und V' = QyC5 der regulére Ax-Modul

(K = Q). Dann sind
1 1
My =70y = <17g>ZQ und M, := <§(1 + 9)7 5(1 - g>>Z2
beides A-Gitter in V. Fiir die zugehorigen Darstellungen gilt

o= (1§ o) o= (g %)
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Insbesondere ist M; unzerlegbar und M, die direkte Summe von zwei eindimensionalen A-
Gittern.

a b

Ends(M;) = {( b a > | a,b € Zy} ist unzerlegbar und End 4 (Ms) = Zsy X Zs.

Satz 5.4 (Brauer) Sei (K, R, F) ein p-modulares System und A eine R-Ordnung. Sei V
ein Agx-Modul, My, My 2wei A-Gitter in'V. Sie Y ein einfacher A-Modul und d(M;,Y) die
Vielfachheit von 'Y als Kompositionsfaktor von M;/mtM; = M; (i =1,2). Dann gilt

d(M,Y) = d(My,Y) =:d(V,Y).
Beweis. Sei M einer der beiden Moduln M; oder My und M = Ny > N; > ... > N, = 0 eine

Kompositionsreihe von M. Sei P = eA die projektive Decke von Y. Da P ein projektiver
Modul ist, liefert die kurze exakte Sequenz

0— Ny — Niy — Nifl/Ni — 0
eine kurze exakte Sequenz
0 — Homy (P, N;) — Homu (P, N;_y) — Homu(P, N;_1/N;) — 0.
Insbesondere ist

dimF(HomA(F, Nl',l)) = lelF<HOIl’lA(F, Nz)) + dlmF<HOmA<F, szl/Nz))

Also dimp(Homu (P, M)) = >°7_, dimp(Homa(P, N;_1/N;)) o
= dimp(Enda(Y)){i | Ni-1/N; 2 Y} = dimp(Enda(Y))d(M,Y).
Nun ist
dimp(Hom 4 (P, M)) = dimpg(Me) = dimg(Me) = dimg (Mge) = dimg(Ve)
unabhéngig von der Wahl des A-Gitters in V. O

Definition 5.5 Seien Xi,..., X, die einfachen Ax-Moduln, Yi,...,Ys die einfachen A-
Moduln. Dann heifit

D = (dij) = (d(Xl,YD) c ng{;s
die Zerlegungsmatrix der R-Ordnung A.

Beispiele. Zerlegungsmatrix von ZsS3, Z9S3, ZoCs.

Satz 5.6 (Brauersches Reziprozititsgesetz) Sei (K, R, F') ein p-modulares System und A
eine R-Ordnung so dass Ax eine halbeinfache K-Algebra ist. Seien eq, ..., es Vertreter der
Konjugiertenklassen primitiver Idempotente in A, so dass Y; = e;A/e;J(A) ist. Schreibe

h
GjAK = @ Az]Xz
i=1
Dann gilt
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Beweis. Sei M; ein A-Gitter in X;. Dann ist

Aij dlmK(EndAK(XZ)) = dimK(HomAK(ejAK,Xi)) = dlmK(XZej) = dlmR(MZe]) =
dimp(M;e;) = dimp(Hom+(g5A, M;)) = d;; dimp(End%(Y;).

O

Folgerung 5.7 Sind K und F Zerfillungskorper fir Agx bzw. A, so ist N;; = di; und fiir
die Cartanmatriz gilt

C =D"D.

Beweis. ¢;; ist die Anzahl der Kompositionsfaktoren von €;A, die isomorph zu Y; & e;A/e;J(A)
sind. Da diese Anzahl unabhéngig von der Wahl des A-Gitters ist, ist sie die Anzahl der Kon-
positionsfaktoren Y; in @lh:l A M, wo M; ein A-Gitter in X; bezeichnet, also gleich

h h
@ Alidlj = Z dlidlj = (DtrD>iaj
=1 =1

nach dem Brauerschen Reziprozitédtsgesetz und da die Endomorphismenringe alle eindimen-
sional sind. m

Ende am 3.11.2006

Lemma 5.8 Seien K und F' Zerfillungskorper fir Ay bzw. A. Ordnet man die einfachen
Ag-Moduln X; und die einfachen A-Moduln Y; nach Blécken, dann ist

D, 0 ... 0
D = 0 Dy
0O ... 0 D,

eine Blockmatriz fiir die C; = DI"D; gilt. Weiter gibt es keine Anordnung, fiir die D; in noch
kleinere Blocke zerfillt

Beweis. Sei b ein zentral primitives Idempotent in A (Blockidempotent). Dann gilt fiir die
einfachen Ag-Moduln X;, dass X; zum Block b gehort genau dann wenn b wie die Identitét
auf X; operiert. Dann ist b aber auch die Identitdt auf allen Kompositionsfaktoren von
M;/mM; (fiir ein beliebiges A-Gitter M; in X;), d.h. alle Kompositionsfaktoren Y; von M,
gehoren auch zum Block b. Daher hat D die gewiinschte Blockgestalt. O

Bemerkung 5.9 Sei A eine e.e. F-Algebra, €y,... €5 Vertreter der Konjugiertenklassen
primativer Idempotente in A so dass €;A die projektive Decke von Y; ist. Dann ist die Anzahl
n; der direkten Summanden in A die isomorph zu €;A sind gleich
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Beweis. A = b, nie; A als A-Rechtsmodul. Also ist

AlJ(A EBnZeZA/e, EB”Z i

Auf der anderen Seite ist nach Artin-Wedderburn
A)J(A @End Y; )i

Also ist n; dimp(End5(Y;)) = dimp(Y;). O

6 Der Zentrierungsalgorithmus.

Sei (K, R, F') ein p-modulares System, A eine freie R-Algebra, (sogenannte R-Ordnung) und
V ein einfacher Ax-Modul (endlich dimensional).

Definition 6.1 Z(V) :={M C V' | M ist A-Gitter in V'} bezeichne die Menge der A-Gitter

m 'V und
Z(V)/ ~=A{[M]| M e Z(V)}

wo M ~ N genau dann wenn es einn € Z gibt mit M = "N die Menge der Aquivalenz-
klassen von A-Gittern in V.

Ziel: Bestimme Z(V')/ ~.

Strategie: (A) Bestimme ein A-Gitter M in V' durch ganzzahliges spinning: Ist (vq,...,v,)
eine K-Basis von V und ay, ..., as eine R-Algebren Erzeugendensystem (als Ring) von A, so
setze

My := (v1,...,0,)

(1) M1 = MO + M0a1 + ...+ Moas

(2) My = M, dann ist M, ein A-Gitter in V.

(3) My # M, dann setze M, := M; und mache weiter bei (1).
Der Algorithmus terminiert, da irgendwann die Produkte a;, ... a;
densystem von A bilden.

(B) Bestimme alle A-Teilgitter von M.

ein R-Modul Erzeugen-

k

Satz 6.2 Sind M und N zwei A-Gitter in 'V, so gibt es ein m € N mit 1N C M.

Beweis. Ist B := (by,...,b,) eine R-Basis von M und C := (cy,...,¢,) eine R-Basis von N
so hat die n x n-Matrix ¢idp einen Hauptnenner, d.h. es gibt m € N mit 7™ o idp € R™*".
Fiir dieses m liegt dann 7™ N C M. O
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Bemerkung 6.3 (a) M /7™ N hat eine A-Kompositionsreihe
No=M>N; >Ny>...>N,=7n"N

so dass N;_1/N; =Y}, einfache A-Moduln.

(b) Y; kommt nur dann in (a) vor, wenn d(V,Y;) > 0.

(¢) Es gibt einen A-Modulepimorphismus ¢ : N;_y — Y;,, so dass N; = ker(yp).

(d) Die mazimalen A-Teilgitter von M sind gegeben als ker(y;) wo (p;) die eindimensio-
nalen End 4 (Y;)-Teilrdume von Homa(M,Y;) durchliuft und Y; die einfachen A-Moduln mit
AV, Y;) > 0.

Satz 6.4 (Jordan-Zassenhaus) Z(V')/ ~ ist eine endliche Menge.

Beweisskizze. Das Bild von Ay in Endg (V) ist eine einfache K-Algebra also von der Form
D™ ™ fiir eine K-Divisionsalgebra D und ein m € N. Ersetze Ax durch sein Bild, also (E
Ag & D™ ™ Es gibt eine R-Maximalordnung A = O™ (O die R-Maximalordnung in D,
wieder vollstandiger diskreter Bewertungsring), die A enthélt, sowie ein a € N mit

™A C ACA.

Ist L ein A-Gitter in V| so sind Z(A) = {I[IVL | j € Z} alle A-Gitter in V, wobie II ein
Primelement von O ist. Es gibt e € N mit 70 = 1I°O, d.h. Z(A)/ ~ enthélt genau e
Elemente. Ist N ein A-Gitter in V', so gibt es ein j € Z mit

7 TVL c NCc NA=T1IL

d.h. ein Gitter in [N] liegt zwischen 7®*¢L und L. Da L/7%"¢L aber nur endlich viele R-
Teilmoduln enthélt, gibt es auch nur endlich viele A-Gitter. U

Algorithmus 6.5 (Zentrierungsalgorithmus) Gegeben ein A-Gitter M in'V' durch Matrizen
Ap(ar), ... Aylas) € R™™ (aq,...,as R-Algebren Erzeuger von A).

Gesucht: Z(V')/ ~.

Algorithmus:

(0) Bestimme zundchst alle Kompositionsfaktoren von M/mM:{Y1,...,Y,} sowie die Divi-
sionsalgebren (im Fall F' endlich, Kéorper) E; == Enda(Y;) mit der meataze (s. Darst. 1). Y;
ist gegeben durch Matrizen d;(aq),...,d;(as) € F&*%i,

(1) Bestimme die mazimalen Teilgitter von M : Bestimme fir alle i die E;-Vektorrdume
Hom,(M,Y;) durch Lésen des linearen Gleichungssystems

Ay(a;)X = Xd,(a;) fir allej=1,...,s

sowie alle 1-dimensionalen E;-Teilrdume (p;;) von Homy(M,Y;). Die mazimalen Teilgitter
von M ergeben sich als M;j := ker(y;;). Bestimme R-Basen dieser Gitter M;; und transfor-
miere die Darstellung Ay auf diese Basen zu Ay, : A — R,

Mache weiter mit M;; anstelle von M in (1) fir alle M;;, die nicht von der Form n™ M’ sind
fiir ein schon gefundenes M’ (Basen vergleichen).

YE
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Beispiel: A = Z3S3 und V' der 2-dimensionale Ax-Modul. Auf einem Z3S3-Gitter M ist die
Darstellung gegeben durch

aul,2)= (1§ o ) dwean=( 4 %)

A hat 2 einfache Moduln gegeben durch

01((1,2)) = 01((2,3)) = (1), 62((1,2)) = 02((2,3)) = (-1)
Das GLS

aut1,2) (20 ) = (5 ) a2y, @y (2) = (2 ) ot

hat fiir j = 2 nur Null und fiir j = 1 den Raum (( 1 )) < F3*? als Losungsmenge. Also

hat M genau ein maximales A-Teilgitter,
M :={(a,b) e M | a+b=30}

mit Basiswechselmatrix T := ( (1) zl)) ) Es ist

AM,<<1,2>>:TAM<<1,2>>T—1:(‘31 ?), AM/<<2,3>>:TAM<<273>>T—1:(_23 _12)-

Das GLS

st (2) = (2 ), awesy (7)) = (2)

hat fiir j = 2 nur Null und fiir j = 1 den Raum <( (1)

9;((2,3))

)) < F3*? als Losungsmenge. Also

hat M’ genau ein maximales A-Teilgitter,
M":={(a,b) € M |a+b=30,a =30} =3M.

Ende am 7.11.2006
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II. Gruppenringe und Brauercharaktere.

7 Dualitat.

Sei GG eine endliche Gruppe, R ein HIB, F ein Korper.

Bemerkung 7.1 (a) Sind My und M, zwei RG-Gitter, so ist auch Homg(My, Ms) ein RG-
Gitter mit fg : my — (myg™') fg fiir alle f € Homp (M, My) und alle g € G. Insbesondere ist
M* := Homg(M, R) wieder ein RG-Gitter (m)(fg) = (mg™1)f firme M,g € G, f € M*,
(b) Ist M ein FG-Modul, so ist

LU <pg MY = {V <pe M*}, U U+t :={f € M* | uf =0 fiir alleuec U}

ein Verbandsantiisomorphismus zwischen der Menge der F'G-Teilmoduln von M und M*.
(c) Ist M ein RG-Gitter und W ein RG-Modul, so ist Homg(M, W)= M* @r W als RG-
Modul. Genauer ist die Abbildung ¢ : M* @ W — Homg(M, W), f@w — (m — (mf)w)
ein RG-Modulisomorphismus.

Lemma 7.2 Seien M, M, My, M3 RG-Gitter.

(a) Hompg(M; @& My, Ms) = Hompg(My, M3) @ Hompg (M, M3) als RG-Gitter.
(b) RG = RG* vermdge 1 — a, wobei (3, qag9)c = ay (Augmentation).
(c) M e.e. projektiv < M* e.e. projektiv.

(d) M projektiv unzerlegbar < M* projektiv unzerlegbar.

Beweis. (a) ist klar.

(b) Fiir h € G bildet der Homomorphismus ah das Element

(ag | g € G) die zu (g | g € G) duale Basis von RG*.

(¢) M projektiv genau dann, wenn M direkter Summand eine freien RG-Gitters, also von

" RG. Dann ist aber M* direkter Summand des dualen Gitter @" RG* = @" RG.

(d) Die unzerlegbaren direkten Summanden von RG und RG* = RG stehen in Bijektion.
O

geG 499 auf a; ab. Also ist

Satz 7.3 Sei Y ein einfacher FG-Modul mit projektiver Hiille P(Y'). Dann ist der duale
Modul P(Y)* = P(Y™*) die projektive Hille von Y*. Insbesondere hat P(Y) auch genau
einen minimalen Teilmodul und dieser ist isomorph zu Y .

Beweis. P(Y)* ist auch projektiv unzerlegbar und hat genau einen minimalen Teilmodul,
nimlich X+ mit X < P(Y) der maximale Teilmodul. Es ist X+ = (P(Y)/X)* 2 Y*. Ist Y’
der einfache Faktormodul von P(Y)*, so hat auch P(Y) = P(Y)** genau einen minimalen
Teilmodul und dieser ist isomorph zu (Y’)*. Wollen zeigen: Y’ = Y*.

Es ist P(Y) = eFG mit einem primitiven Idempotent e € FG. Also gilt auch fiir den
minimalen Teilmodul Z < P(Y), dass eZ # 0 ist.
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Behauptung: Es ist auch Ze # 0. Sei dazu x € Z mit ex = deG a,g~' # 0 und h € G mit
(exh)a = ap, # 0. Da (ab)ar = (ba)a fiir beliebige a,b € F'G gilt dann auch (zhe)a # 0. Also

18t
Ze = Hompg<P(Y), Z) 7é 0

und daher 7 =2 Y. O

8 Relativ projektive Moduln.

Sei R ein HIB, G eine endliche Gruppe, H < G. Fiir einen RG-Modul M (immer e.e.) sei M|y
der RH-Modul M mit Einschrinkung der Operation. Ist M ein RH-Modul, so bezeichnet
M€ den induzierten RG-Modul.

Definition 8.1 FEin RG-Modul P heiffit H-projektiv, falls fiir alle RG-Modulepimorphismen
¢V — W und alle RG-Homomorphismen ) : P — W fiir die ein RH -Modulhomomorphismus
7 P — 'V eistiert, der das Diagram kommutativ macht (¢ = 1) auch ein RG-

Modulhomomorphismus 7 : P — V mit dieser Eigenschaft existiert.

Bemerkung 8.2 (a) Jeder RG-Modul ist G-projektiv.
(b) P ist ein projektiver RG-Modul, genau dann wenn es eine Untergruppe H < G gibt, so

dass Py projektiver RH-Modul ist und gleichzeitig P H -projektiv ist.
(c) Ist P ein freier R-Modul, so ist P projektiver RG-Modul < P ist {1}-projektiv.

Satz 8.3 Fliir einen RG-Modul P sind dquivalent:
(a) P ist H-projektiv.
(b) Jede exakte Sequenz
0-VESWwhp—o

von RG-Moduln die als Sequenz von RH-Moduln
® (2
0—=Vyg =>Wg— Pg—0

zerfdllt, zerfdllt auch als Sequenz von RG-Moduln, d.h. es gibt einen RG-Modulmonomorphismus
pw:P — W sodass W =Veo® Pu=ker(¢) @ Bild(u) ist.

(c) P ist ein direkter Summand von (Pg)¢.

(d) Es gibt einen RH-Modul V fiir den P ein direkter Summand von VE ist.

Beweis. (a) = (b): direkt aus Definition
(b) = (¢): Sei G =U,_, Hg;, g = 1. Dann ist

W= (Py)® =P @rg RG=P Py

=1
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als R-Modul. ¢ : W — P,>"" v, ® g; — Y., v;g; ist ein RG-Epimorphismus. Sei V' :=
ker(¢)) und ¢ : V. — W die Inklusion. Dann ist p : P — W, v — v ® 1 ein RH-
Monomorphismus mit pu) = idp. Nach Voraussetzung zerfallt damit auch die exakte Sequenz

0=V = (Pp)¢=W—=P—0

von RG-Moduln, d.h. P ist direkter Summand von W.

(c) = (d): klar

(d) = (a): Sei P ein direkter Summand von V¢ und ¢, 7 zugehérige RG-Homomorphismen
mit (mr = idp. Seien ¢ : V' — W ein RG-Epimorphismus und ¢ : P — W ein RG-
Homomorphismus. Sei 7/ : P — V' ein RH-Homomorphismus mit 7'¢ = ¢. Definieren einen
RG-Homomorphismus

n

o: V=V, Zvi ® gi — Z((vz @ D)rr')g;
i=1 i=1

(nachrechnen, dass o G-invariant ist). Dann gilt 09 = 7y denn ) (v; ® ;)0 = >0 ((v; ®
Dt )gip = > (v @ 1)mp)g; = Y iy (v; @ g;)mp. Daher macht der RG-Homomorphismus
7 := 10 das Diagramm kommutativ. O

Folgerung 8.4 Sei ) < H < (.
(a) Ist P ein Q-projektiver RH-Modul, so ist P¢ ebenfalls Q-projektiv.
(b) Ist P ein Q-projektiver RG-Modul und Q G, so ist Py ebenfalls Q-projektiv.

Beweis. (a) P | VI =P® S = PY|VY=P%qSY
(b) Ist P ein direkter Summand von V& (V ein RQ-Modul), so ist Py ein direkter Summand
von (V). Dieser ist nach Mackey

VY= P (Vo))" =PV o)
G=UHzQ

ein von ) nach H induzierter Modul, da () < G. 0

Folgerung 8.5 Setzt man Q = 1 in Folgerung 8.4 so erhdilt man (wegen projektiv = 1-
projektiv + R-frei):

(a) Ist P ein projektiver RH-Modul, so ist P wieder projektiv.

(b) Ist P ein projektiver RG-Modul, so ist Py projektiv.

Folgerung 8.6 Sei (K, R, F') ein p-modulares System, P ein projektives RG-Gitter, S €
Syl,(G). Dann ist die Einschrinkung Ps ein freier RS-Modul. Insbesondere ist

dimg(P) = dimp(P) = m|S]|

fiir etn m € N.
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Beweis. S hat nur einen einfachen F'S-Modul, den trivialen Modul F'. Weiter ist RS/J(RS) =
F, also RS die projektive Hiille von F' und als solcher der einzige projektiv unzerlegbare RS-
Modul. Da Ps projektiv ist, ist er direkte Summe von Moduln = RS also frei. O

Ubung: Direkte Summanden von H-projektiven Moduln sind wieder H-projektiv.

Ende am 10.11.06

Definition 8.7 Sei G =U,_, Hg; und V ein RG-Modul.
Invg(V):={veV |vh=wv fir alehe H}.
TG vy (V) — Invg(V),v — 31 vg; heifit die Spur.

Bemerkung 8.8 (a) Tr% ist unabhingig von der Wahl der Vertreter g;.

(b) Tel Tv¥ = To§ fiir alleU < H <G.

(c) TrS; ist R-linear.

(d) Sind V und W zwei RG-Moduln, so ist Invg(Hompg(V,W)) = Hompgy (V, W).
(e) TS : Hompy (V, W) — Hompa(V, W) ist R-Modulhomomorphismus.

Lemma 8.9 Seien P und W RG-Moduln.
(a) Fir T € Endgg(P), ¢ € Homgg (P, W), b € Homgg (W, P) ist

() Trfy = 7(p Tr)
(1) Tefy = (¥ Trfg)r
(b) (Endgy(P)) Tr% < Endge(P).
(¢c) T € Endra(P) = (1) Tvy =[G : H]r.

Q

Satz 8.10 (Higman, Gaschiitz) Der RG-Modul P ist H-projektiv < (Endgy(P)) TrS =
Endgg(P) < es gibt 7 € Endgy(P) mit (1) Tr$; = idp.

Beweis. Die zweite Aquivalenz ist klar, da das Bild von Trg ein Ideal in Endgg(P) ist. Zur
ersten Aquivalenz: Sei P ein H-projektiver RG-Modul und p: P — (Pg)%, n: (Py)¥ — P
zwei RG-Homomorphismen mit ur = idp. Fiir v € Pist vp =Y ;| v; ® g;. Setze dann

o7 = (v ® 1),
Dann ist (vh)T = (v1h @ 1) = (v1 @ 1)7h = vrh fiir alle h € H. Weiter ist

n n n

(V) (T TrG) =D (vg; )rgi =Y (i@ Dmgi = Y (0@ gi)w = vemw = v

i=1 i=1 i=1

also ist 7 Tr% = idp und damit Tr% surjektiv.

Sei umgekehrt die Spurabbildung surjektiv und 7 € Endgg(P) mit 7Tr§ = idp. Sei
T P§ — Py vi®g — Y vg der RG-Epimorphismus und ¢’ : P — P§ ein
dazu linksinverser RH-Homomorphismus (dieser exisitiert immer, da Py immer direkter
Summand von (P§)y ist). Setze ¢ := (7¢') Tr$ : P — P§. Dann ist

o = (1¢) Trg = (1¢'T) Trg = (1) Trf, =idp.

29



Folgerung 8.11 (Maschke) Ist [G : H| eine FEinheit in R, so ist jeder RG-Modul H -
projektiv.

Folgerung 8.12 Jeder RG-Modul ist S-projektiv, falls S € Syl,(G) und (K, R, F) ein p-
modulares System.

Folgerung 8.13 Sei (K, R, F) ein p-modulares System und p [ |G|. Dann ist jedes RG-Gitter
projektiv und ebenso jeder FG-Modul projektiv. Die Abbildungen V +— V = V/7V und

V' +— Vi induzieren Bijektionen zwischen den Isomorphieklassen von RG-Gittern und den
der FG-Moduln bzw. KG-Modul. Es ist V unzerlegbar < V' einfach < Vi einfach.

9 Brauercharaktere.
Sei (K, R, F) ein p-modulares System, G eine endliche Gruppe.

Definition 9.1 Sei V' ein RG-Modul. Der Brauercharakter von V' ist eine Abbildung

By : Gy :={g9€G|pfo(g)} = R

definiert wie folgt: Ist g € G,y so gibt es bis auf Isomorphie genau ein R{g)-Gitter M mit
M/mM = V/7V (als R{g)-Moduln). Setze By (g) := Spur(Ax(g)).

Bemerkung 9.2 (a) By = By und By (1) = dimp(V).

(b) Ist g € Gy von Ordnung m, so ist By(g) eine Summe von m-ten Einheitswurzeln in K.

(¢) By=(g) = By(9™") und By, v, = By, by,

(d) By ist Klassenfunktion auf G .

(e) Ist V' ein RG-Gitter mit Charakter ¢ : G — R, g — Spur(Av(g)), so ist By = g,
(f) V=V =Py =Py

(9) 0 <V <W RG-Moduln = Bw = By + Bwv.

Beweis. Zu (d): Sei g; := hgh™! € G, und M; ein R{g,)-Gitter mit ¢ : M; — V(m) ein
R(g1)-Ismomorphismus. Dann wird M; zu einem R(g)-Gitter vermége m; g’ :=myg] fiir alle
j €N Esist ¢ : My — V, my — myph ein R{g)-Modulisomorphismus. Also ist

By (g) = Spur(Ans (9)) = Spur(Aur, (91)) = By (91)-

O

Satz 9.3 Sei P ein projektives RG-Gitter mit Charakter n : G — R, g +— Spur(Ap(g)).
Dann ist n(g) = 0 fir alle g € G — Gy und n(1) ist durch die Ordnung der p-Sylowgruppe
von G teilbar.
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Beweis. Sei S € Syl (G). Dann ist Pg frei, also isomorph zur direkten Summe von reguléren
RS-Gittern. Ist also 1 # s € S, so ist n(s) = m Spur,,(s) = 0. Sei nun g € G — G. Dann
gibt es eindeutige ¢1,¢92 € G mit ¢ = g1g2 = gog1 und g1 € Gy, g2 # 1 und o(g2) = p-
Potenz. Weiter ist (g) = (g1) X (g2) und Py = V1 ® V5 fiir R(g;)-Moduln V;. Es ist Ap(g) =

Ay, (g1) ® Ay, (g2). Da P ein projektiver RG-Modul war, ist Py, = V;im(vl) ein projektiver
R{g2)-Modul und also frei. Damit gilt Spur(Ay,(g2)) = 0 und also

n(g) = Spur(Ap(g)) = Spur(Av; (91)) Spur(Av, (g2)) = 0.
[l

Definition 9.4 Scien Y:,...,Y, Vertreter der Isomorphieklassen einfacher RG-Moduln und

IBr(G) :=={p1,..., 05}

die zugehorigen Brauercharaktere. Bezeichne U; das projektive RG-Gitter mit Kopf Y; und
sei ©; der Charakter von U; (i =1,...,s). Weiter sei

Irr(G) :== {x1,- .-, xn}

die Menge der Charaktere irreduzibler KG-Moduln X1, ..., X. Auf dem Raum der Klassen-
funktionen f: Gy — K definieren wir ein K-wertiges Skalarprodukt

(0, ¥)a, = L > w@wlg ™).

’G‘ gGGp/

Satz 9.5 (Orthogonalititsrelationen)
(a) (Pi,¢5)c, = 0; dimp(Endpa(Y))).
(b) Sind K und F Zerfillungskorper fir G so ist fir gi,92 € Gy

- . 0 falls gy # g
i(g1)®i(g; ") =
; #ilon) Pilg ) { 1Ca(gr)|  falls g1 ~ g2

Beweis. (a) Ist P ein projektiver FG-Modul und Y ein beliebiger F'G-Modul, so ist P @p Y
wieder ein projektiver F'G-Modul, denn:

P projektiv < P ist 1-projektiv < P ist direkter Summand eines Moduls V¥ & P ®p Y
direkter Summand von (V @5 Y)¢ 2 Y ®r (V).

Insbesondere ist U := U; ® Y} ein projektiver FG-Modul. Sei U das zugehdrige projektive

RG-Gitter mit U/7U = U und 6 der Charakter von U. Dann ist fiir ¢ € Gy 0(g) =
D;(9)p;(g7") und O(h) =0 falls h € G — G. Also ist

(2, 05)c, = 167 Lgec 0(9) = (0, x1)¢ = dimgx (Homyea(Uk, K)) = dimp(Hompe (U, F)) =
dimp(Hompe(F,U)) = dimp(Invpg(U)) = dimp(Invee(U; @F Y]')) =
dimp(Invpg(Homp(U;, Y;))) = dimp(Hompg(U;, Y;)) = i dimp(Endpe(Y;)).

wobei die Gleichheit * folgt, da U projektiv ist und daher Epimorphismen U — F = R/7R
zu Epimorphismen U — R (und damit Ux — K) liftbar sind, und die Gleichheit ** daraus,

31



dass beide Dimensionen die Vielfachheit der projektiven Hiille P(F') in U zdhlen (vgl. Satz
7.3).

Ende am 14.11.2006

(b) Sei A;; die Vielfachheit von X; in U; ®p K. Dann ist ®; = Z?Zl A;;X; und also fur
g € Gpll

Z pi(g1)®;(95 ") = Z Z Aijoi(g)xi(ga ).

Da K und F Zerfallungskorper fiir G sind, ist A;; = d;; und
D Aypi(g) = xilgn)-
j=1
Also ergibt sich insgesamt
s h
Z 0i(91)25(92 ") = Z xi(g1)xi(92 ")
j=1 i=1

und daraus die Behauptung nach Darstellungstheorie I. U

Ab jetzt seien K und F Zerfillungskorper fiir G.

Bemerkung 9.6 In Matrizen lesen sich die Orthogonalititsrelationen wie folgt: Seien {g1, ..., gy}
Vertreter der G-Konjugiertenklassen in G, und

P = (i(g; "), S:= (wilgy) € B, d:= diag(|Ca(gr)l. .- -, |Calgy)])-

Dann liest sich 9.5 (b) als S"P = d. Wegen

(I)i ; , = (I)Z —1 .
( 7(10J>Gp |G| Z: |Cc(gz)| (gl )901 (gl)
ergibt sich 9.5 (a) im Zerfillungskérperfall als Pd='S" = I,.

Folgerung 9.7 (a) Die Anzahl s der irreduziblen Brauercharaktere von G ist die Anzahl der
p'-Klassen in G.

(b) IBr(G) und auch (®4,..., Q) sind Basen des Raums der Klassenfunktionen auf G,y .
(c) Ist V' ein FG-Modul mit Brauercharakter

S

Oy = Z LAZE

=1

so st a; die Vielfachheit von Y; als Kompositionsfaktor von V.

Beweis. Wegen der Orthogonalitétsrelationen (Satz 9.5 (a)) sind (¢1,...,9s) und auch
(®q,...,P,) K-linear unabhingige Klassenfunktionen auf G,. Also ist s < s’ := Anzahl
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der p’-Klassen in G.
Seien ¢y, ..., gy Vertreter der p’-Klassen in G. Wegen Satz 9.5 (b) gilt fiir die s x s’-Matrizen

S = (pi(g;)) und P := (D;(g; "))

S"P = diag(|Ca(g1)l, - |Calge)]) = d.
Damit ist der Rang von S und P grofier oder gleich s’ und daher s > s'. 0
Beispiel: ZySs.

Satz 9.8 (a) (®;,®))c,, = (i, ®))c = cij, wo C = (cy;) die Cartanmatriz ist.
(b) (pisj)a, = vij, wo (vij) = C~1 die Inverse der Cartanmatriz ist.

Beweis. (a) ist klar nach Folgerung 5.7.
(b) Es ist

S S S

Zcij7jk = Zcz‘j(%‘, @k)cp, = (Z Cij@ja@k)Gp/ = ((I)m@k)cp, = ik

j=1 j=1 j=1

l

Lemma 9.9 Sei S € Syl (G), |S| =p* und a : Gy — K eine Klassenfunktion. Definiere

. plalg)  falls g € Gy
na'GHK’gH{O sonst.

Ist fiir jede p'-Untergruppe H < G die Einschrinkung von o auf H ein verallgemeiner-
ter Charakter (Z-Linearkombination von Charakteren), so ist auch 1, ein verallgemeinerter
Charakter von G.

Beweis. Wir benutzen den Brauerschen Hauptsatz iiber verallgemeinerte Charaktere aus dem
letzten Semester. Dieser besagt dass eine Klassenfunktion ein verallgemeinerter Charakter
ist, falls ihre Einschrénkung auf alle elementaren Untergruppen von G ein verallgemeinerter
Charakter ist. Sei also ' = Q x A eine elementare Untergruppe, () eine p-Gruppe und A
eine p’-Gruppe und bezeichne p den reguldren Charakter von @, d.h. p(g) = 0 falls g # 1
und p(1) = |Q| = p’. Dann ist die Einschrinkung von 7, auf E gleich p®*(p ® aj4) ein
verallgemeinerter Charakter von F. 0

Folgerung 9.10 det(C') ist eine p-Potenz.

Beweis. Sei p® = || mit S € Syl,(G). Dann ist

(i) = p** (i, ©i)c, = (M Np;)c € Z

da die Einschrankung von ; auf jede p/-Untergruppe von G ein Charakter ist und daher
nach dem Lemma 7, ein verallgemeinerter Charakter. U

Ende 17.11.
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Lemma 9.11 FEs erzeugen die Zeilen von H := (X;(9;))ic[,n),jef1,s] den R-Modul aller Zeilen
Rlxs.

Beweis. Es geniigt, eine Matrix A € R mit AH € GL,(R) zu finden. Dafiir wiederum
geniigt es, AH € GL4(F') zu wissen.

Sei i € [1,s]. Es geniigt, eine R-Linearkombination ¢ von Charakteren von G zu finden mit
P(9;) #» 0 und mit ¢ (g;) =, 0 fur j # .

Sei @) eine p-Sylowgruppe von Cg(g;). Sei 6 : (g;) — R durch 6(g;) = 1 und d(x) = 0 fiir
x # g; definiert. Dies ist eine R-Linearkombination von Charakteren, da die Charaktertafel
von (g;) Determinantenquadrat +[(g;)|'9' € R* hat.

Sei ¥ = (1 ® )G,y Es ist ¥(g;) = |Q x (gi)|™" Z (1 ® 8)(zg;a™). Ist
z€G, xgjz~! € Qx(g;)

rgjx~t # g;, soist zg;z~t € Q x {g;}, da alle Elemente in (Q~ {1}) x {¢;} keine p/-Elemente

sind. Ist also j # i, so ist 1 (g;) = 0. Hingegen ist ¢(g;) = |Q x {(g;)|™* D reCalon(1®0)(g:) =

|Q % (9:)|7"|Cal(g:)| € R O

Satz 9.12 Sei g1, ...,gs ein Vertretersystem der p'-Klassen von G.

(a) Es gibt d;; € 7 so dass p; = S, dj; (Xi)iG,,- Die Elementarteiler der Zerlegungsmatriz
D sind alle gleich 1.

(b) pf det(pi(g;))* €Z C R

(c) Seiv die Bewertung zu R mit v(p) = 1 und d; :== v(|Cs(g:)|). Dann sind die Elementar-
teiler von C gleich (p™, ... p%).

(d) v(®i(g;)) > d; und fiir jedes i gibt es ein j mit v(®;(g;)) = d;.

Beweis. (a) Sei g € G. Dann hat g eine eindeutige Darstellung der Form g = g192 = ¢2g1
mit go € G und o(gy) = p-Potenz. Setze $(g) := ¢;(g2). Dann ist ¢ ein verallgmeinerter
Charakter von G, denn fiir alle p-elementaren Untergruppen E = Q x Aist g = 1o ® (p;)a

ein verallgemeinerter Charakter. Also ist ¢; = Z?:l dz‘j(Xz‘)|Gp/- Fiir die Zerlegungszahlen d;;
gilt

s s h
(Xida, = D digps =Y > dydy(xi)a,
j=1 j=1 1=1
und ebenso ,
p; =YY dijdapr.
i=1 I=1

Da (¢1,...,ps) eine Basis ist, folgt daraus Z?Zl czijdik = 0, und die Elementarteiler von D
sind alle gleich 1.

(b) Mit vorangegangenem Lemma erzeugen die Zeilen von H den R-Modul R'*¢. Da sich H
als Produkt aus Zerlegungsmatrix und S schreiben 148t gilt dies auch S. Also ist det(¢;(g;)) €
R*. Weiter ist

diag(|Cc(g1)l,- -, |Calgs)l) = (Ri(9;)" (ilg; 1) = (#i(9))"Cleilg; 1)
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Also ist det(p(g,))? € Z.

(c) In R**® ist C' #quivalent zu einer Matrix diag(p®,...,p%) (s.0.). Da die Determinante
von (' eine p-Potenz ist, sind also auch die Elementarteiler von C' iiber Z gleich (p©, ... p%).
0

10 Charaktere in Blocken.

Generalvoraussetzung fiir diesen Abschnitt:
(K, R, F') ein p-modulares System, so dass K und F' Zerfallungskorper, v die Bewertung von
K mit v(p) = 1.
RG = @j | RGb; (Blockzerlegung), B; :== RGDb;.
@] | RGe¢j mit ¢; = er(|1) deG X](g Dg.
Irr( ) =1{x; | 1 <j < h,cjb; = ¢;} die Menge der irreduziblen gewohnlichen Charaktere

im Block B; und IBr(B;) C {¢1,...,¢s} die Menge der irreduziblen Brauercharaktere im
Block B;.

Satz 10.1 (Osima) bi =", cru(p;) G = Dogec ey Mit rq =0, falls g & G,y

Beweis. Es ist b; = ), cru(p,) ¢ = |—(1;| DgeG Dax; et (B x;(1)x;(g7')g. Die Klassenfunktion
g — ijdrr(Bi) x;(1)x;(g7") ist der Charakter des projektiven RG-Moduls B;, nimmt also
nach Satz 9.3 auf G — Gy nur den Wert 0 an. O

Definition 10.2 d(x;) := v(|G]|) — v(x;(1)) heifit der Defekt des Charakters x;.
d(B;) := max{d(x;) | x; € Irr(B;)} heifit der Defekt des Blocks B;.
Fiir x; € Irr(B;) heifit h(x;) := d(B;) — d(x;) die Hohe von ;.

Ende 21.11.

Lemma 10.3 Sei x € Irr(B), ¢ € IBr(B).

(a) v(x(9)) = v(|Cc(9)]) — d(x) = v(|Ca(9)]) — d(B) fiir alle g € G.
(b) Fir g € Gy ist

min{v(x(g)) [ x € Irr(B)} = min{u(p(g)) | ¢ € IBr(B)}
(¢c) v(p(g)) = v(|Ca(g)]) — d(B) fir alle g € Gy
(d) Ist v(|G]|) = a so gilt

p* 4B | x(1)  fir alle x € Irr(B)
p* 4B | (1) fiir alle ¢ € IBr(B)

und es gibt x € Irr(B), ¢ € IBr(B) mit

P X (1), pt T (1),
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Beweis. (a) |C|GG(‘9)| % ganz algebraisch, also in R. Also ist
G
v(x(9) + o125 = o)) = vx(a) + )~ w(Cala)) 0.

(b) Sei Dp die Zerlegungsmatrix des Blocks B, Irr(B) := {x1, ..., xx}, IBr(B) :={¢1, ..., @es },
J1,...,9s Vertreter der p’-Klassen in G. Dann ist

(Xi(9;)) = Dplei(g)) = Av| o o o | A2(ilgy))

wobei A, Ay ganzzahlig invertierbare Matrizen sind da Dp Elementarteiler 1 hat, und
XilG, = > 12 dugi. Die j-te Spalte dieses Produkts ist teilbar durch prindv(e(9;))lp€lBr(B)}
also ist auch die j-te Spalte von (x;(g;)) durch diese p-Potenz teilbar. Damit ist

l; = min{u(e(g,) | ¢ € IBr(B)} < minf{o(x(g,)) | x € r(B)} =,

Die j-te Spalte von (x;(g;)) ist durch p' teilbar, also auch die j-te Spalte von A;*(x;(g;))
und damit folgt [; = r;. O

Achtung: Fir Brauercharaktere ¢ € IBr(G) gilt nicht immer (1) | |G|. Beispiel: G = McL,
|G| =273%53 - 7. 11. ¢ € IBr(Z,G) mit (1) = 230.

Satz 10.4 Aquivalent sind fiir einen Block B = RGb und x € Irr(B).
(a) d(x) = 0.

(b) x(g) =0 fiir alle 1 # g € G von p-Potenzordnung.

(c) x(g) =0 fir allege G—Gy.

(d) ¢ = %ll) > gea X971 g € RG (ist damit ein Blockidempotent).
(¢) {x} = In(B).

(1) d(B) .

(9) Dg = (1) (Zerlegungsmatriz von B).

(9°) Cg = (1) (Cartanmatriz von B).

(h) x ist Charakter eines projektiven RG-Gitters.

(i) FGb einfacher Ring.

Beweis. (a) = (d) klar, da dann x(1)/|G| € R.

(d) = (e) klar nach Satz 10.1

(a) & (f) ebenfalls nach Satz 10.1

(e) & (g) klar.

(g) < (g) Klar, da Cz = D% D und Dg nur Eintrége in Zsq hat.
(g) = (h) folgt aus Brauerreziprozitit.

(h) = (c) ist Satz 9.3.
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(
(
(b) = (a) Sei S € Syl,(G). Dann ist (xs,1ls)s = ‘—;‘ > ges X(9) = % € Z also ergibt sich
(a). )

(g") < (i): Ubung. O

Bemerkung 10.5 Zu x € Irr(G) gehort ein K-Algebrenhomomorphismus w : Z(KG) — K
definiert auf den Klassensummen o(g;) durch

_ l9FIx(gy)
x(1)

Die Finschrinkung von w auf Z(RG) liefert einen R-Algebrenhomomorphismusw : Z(RG) —
R und somit einen F'-Algebrenhomomorphismus @ : Z(FG) — F. (Beachte: die Klassen-
summen bilden auch eine Basis von Z(FG).)

Fiir xi,x; € Ir(KG) mit zugehdrigen zentralen Charakteren w;,w; und zentral primitiven

Idempotenten ¢; = X|iG(1|) > gec xilg™hg € KG gilt wi(c;) = b;;. Wegen Satz 10.1 folgt somit

w(b) = { (1) ﬁfngr(RGb) und daher w; # w; falls x; und x; in verschiedenen Blécken

w(o(g;)) -

€ R, da ganz algebraisch.

liegen.

Satz 10.6 Aquivalent sind fir Xi, Xj € Irr(G).

(a) x; und x; liegen im gleichen Block.

() o = .

(c) wi(o(q)) =xr wilo(g)) fir alle I = 1,...,s, wobei o(g;) die Summe dber die G-
Konjugiertenklasse von g € Gy bezeichne.

(d) wi(o(g1)) =pr wji(o(qr)) firallel =1,...s.

1 x € Irr(RGbD)
0 sonst

und x; in verschiedenen Blocken liegen. Weiter ist w; : Z(FG) — F ein F-Algebrenhomomorphismus.
Fiir jeden Algebrenhom. 0 # A : Z(FG) — F ist ker(\) ein Ideal in Z(FG). Es ist

Z(FG)=Z(FG)b, @ ... ® Z(FG)b,,

und Z(FG)b; =: B; hat genau ein maximales Ideal R; := J(Z(FG))b;. Es ist B;/R; = F
(da F Zerfallungskorper). Also gibt es genau m maximale Ideale in Z(F'G) und damit auch
genau m Algebrenhom. A : Z(FG) — F und diese sind dann {@1, ...,w,}

(b) = (c): klar.

(c) = (b): Folgt aus Satz 10.1, da die zentral primitiven Idempotente R-Linearkombinationen
der p’-Klassensummen o(g;) sind.

(c) = (d): Sei wi(o(g1)) =xr wj(o(q)) fir alle [ = 1,...,s. Da w;(c(g;)) eine Summe von
p’-Einheitswurzeln ist, liegt w;(0(g;)) € Z,[(] fiir eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ mit
pfn. Also liegt w;(o(g1)) —w;(0(q)) € Z,[()NTR C pZy[¢]. (Unverzweigtheit z.B. mit Hensel
zeigen, ™ — 1 hat mod p n verschiedene Nullstellen. Daraus ergibt sich [Q,[(] : Q,] = [F,[(] :
F,]=: funde=1.)

(d) = (c) ist klar. O

Beweis. Fiir ein Blockidempotent b ist w(b) = und daher w; # w; falls x;
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Satz 10.7 (Schwache Blockorthogonalitit) Ist g € Gy, h € G — Gy, B ein Block von RG,

50 1St
> (om0

x€lrr(B)

Beweis. Sei IBr(B) = {¢1,..., ¢} und ®; der Charakter der projektiven Hiille des einfachen
Moduls mit Brauercharakter ¢;. Dann ist ®;(h) = 0. Sei Irr(B) = {x1,...,xx}- Es ist

0=, ig)®i(h) = Y1y ilg) Yoy djix;(h) =
S (i diei(9))xs(h) = 325 xi(9)xs ().

Ende 24.11.

11 Anzahl der Blocke von maximalem Defekt.

Sei G eine endliche Gruppe, (K, R, F') ein p-modulares System, K und F' Zerfallungskorper
fiir G. Sei B ein Block von RG, kg = |Irr(B)| und {5 := | IBr(B)|.

Lemma 11.1 Ist ¢ € IBr(B) oder ¢ € Irr(B) so sei

G K, g { pUEN(g)  falls g € Gy

0 sonst.

Dann ist ny, ein verallgemeinerter Charakter von G.

Beweis. Wir benutzen den Brauerschen Hauptsatz iiber verallgemeinerte Charaktere aus dem
letzten Semester. Dieser besagt dass eine Klassenfunktion ein verallgemeinerter Charakter
ist, falls ihre Einschréinkung auf alle elementaren Untergruppen von G ein verallgemeinerter
Charakter ist. Sei also E = @ x A eine elementare Untergruppe, |Q| = p® und A eine p'-
Gruppe. Dann ist v(|Cg(g)]) > b fiir alle g € A. Sei € € Irr(E). Zu zeigen: (ny,&)p € Z. Es
ist
1
771% ’ El Z 77111 : EO‘

geA

wo a = |A|(ny, &) a. Nach Lemma 10.3 (a) ist fir g € A

v((9)) = v(|Ca(9)]) — d(B) = b—d(B)

und daher v(ny(g)) > b. Da |A| eine Einheit in R ist, ist auch v((ny,&)) > b und damit
a € |A|p*Zso, d.h. (ny, ) € Z.

Dann ist die Einschrénkung von 7, auf E ein verallgemeinerter Charakter von £ und nach
dem Brauerschen Hauptsatz daher auch n,. U
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Lemma 11.2 Bezeichnet Cp die Cartanmatriz von B, dann ist p*®Cp' € Z's*‘s. Die

Elementarteiler von Cg sind Teiler von p™®) und mindestens ein Elementarteiler ist gleich
d(B)
pAE),

Ist d(B) # 0, dann ist
kg = |Irr(B)| > | IBr(B)| = {p.

Beweis. Sei ¢ € IBr(B). Dann gibt es nach Satz 9.12 ci%x €Zmit o =3 1 (py Jw,xXIG,,/'
Setze .
Q= Z Ay X-
x€Irr(B)

Dann ist ¢ ein verallgemeinerter Charakter von G. Fiir ¢’ € IBr(B) ist
1

(@.n)c = @p‘“f‘) > o) (a7 =" Ple, e, = 1" Py
ger/

wobei (7;;) = C5' wie in Satz 9.8 die Inverse der Cartanmatrix bezeichnet. Also ist p*®) !

ganzzahlig und daher teilen die Elementarteiler von Cp alle p®5),
Es ist
e1(1) Py (1)
Cp | =1 SA
ee(1) D,(1)

Nach Lemma 10.3 gibt es ein i mit p®~@B)+1yp,(1). Wire schon pdB)-105! € Zfsx¢5 5o
wiirde schon (1) € p*~4B)*+17Z liegen fiir alle € IBr(B), ein Widerspruch zu Lemma 10.3.
Aus kg = (g folgt, dass die Zerlegungsmatrix Dg quadratisch ist. Da die Elementarteiler
von Dy alle gleich 1 sind, ist damit det(Dg) = 1 und also auch det(Cg) = det(D% Dg) = 1,
ein Widerspruch zu d(B) > 0. 0

Lemma 11.3 Fiir x;, x; € Irr(B) sei ai; = (Xi, My, )a = pd(B)(Xi,Xj)Gp/ und Ap = (a;j) €
ZFs*ks - Dann gilt

(a) Ap = p?P)DpCZ' D% | insbesondere ist Ap = A%

(b) A% = p™B) Ap. Insbesondere ist die Spur von Ag gleich Spur(Ag) = p?B)(p.

(c) Ag und pd(B)Cgl haben die gleichen Elementarteiler # 0. Insbesondere gibt es ein Paar
i,7 mit p)fa;.

(d) Sei h; := h(x;) = d(B) — v({9%) die Héhe von x; € Irr(B). Dann ist

xi(1)

Qij =phi makj.
Xk (1)
Beweis. (a)
aij = P Ygea, Xi(9)xi(97)
= I%T) dec;p, Zﬁ:l dirpr(9)djii(g™")
= pi®) Eiﬁzl dikdji k-
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Also ist AB = pd(B)DBC’;ng

(b) A% = pX B DCL (DB DR)CR' DY = p*B) Dy CL' DY = pB) Ap. Der Rang von Ap ist
gleich ¢, da Cz = D% Dp und damit auch Cgl positiv definit sind und der Rang von Dpg
gleich ¢ ist. Ap ist diagonalisierbar mit Eigenwerten 0 und p?®) mit Vielfachheiten kg — (5
bzw. (5. Also ist Spur(Ag) = (zp™P).

(c) Folgt, da die Elementarteiler von Dp alle gleich 1 sind: Durch Hinzufiigen geeigneter
Spalten zu Dpg erhilt man eine Matrix Dg € GL(kp,Z) mit

. AB)=1 0\ -
AB:DB<p OB 0>Dg

Nach Lemma 11.2 hat Cp einen Elementarteiler p?®), also hat Ap einen Elementarteiler 1.
(d) Es ist
piB) ‘s G B
“i = Tar kz: |9k [xi(gr) x5 (95 )
=1

Fiir den zentralen Charakter w; gilt

195 Ixai(gy)
Weiter ist
O S el = S ekl en) — -1
B 1) = 2 o mMNn) =5 D nlolmaom’) = Faay g

da w; =, wy. Insbesondere gilt v(ay;) > v(xi(1)) + d(B) — v(|G|) = h(xi) = hi. Setze a;; =
% € R und schreibe |G| = p®q mit pfq € Z. Dann ist x;(1) = p*~“B+hi £, mit pff; € Z.

i(1)
:k(l)akj'

95 = Wy und daher ¢/, =, L. = a;; =
fi TP fi ij =P f, "kj ij =phitl

Dann liest sich das oben gezeigte als

Satz 11.4 (a) Cp hat genau einen Elementarteiler p?5).

(b) kg = |Irx(B)| < 1p*B) +1 (Vermutung von Brauer: kg < p™®) ).
(¢) Gibt es ein x € Irr(B) mit d(x) = 1, so ist auch d(B) = 1.

Beweis. Sei Irr(B) = {x1, .., Xz} mit Ay = h(x1) = 0. Nach Lemma 11.3 ist
S(1 ,
1= leiau (mod phitt)

*k aij = ;i—%alj (mod phi+1)

* a

da a;; = ay;. Also ist

xi(1)x;(1)
x1(1)?

Nach Lemma 11.3 (c) gibt es ein a;; das nicht durch p teilbar ist. Also ist a;; nicht durch p

teilbar und modulo p hat Ag den Rang 1. Da alle Elementarteiler von Ap p-Potenzen sind,
folgt daraus, dass Ag genau einen Elementarteiler gleich 1 hat und damit mit Lemma 11.3

mln(hz,hj)—i-l)

Qg5 a1 (mod P
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(c) hat Cp genau einen Elementarteiler p“5).

Weiter ist v(a;;) = 0 und daher v(a;1) = h; fiir alle j. Insbesondere ist aj; # 0. Mit Lemma
11.3 (b) ist

kp

pd(B)CLH = Zaljaﬂ > afl + k’B —1

j=1
also ist a2, — p™Pay; + (kg — 1) < 0. Nun ist 22 — az + b < 0 lésbar (mit z € R) nur
dann, wenn das Polynom eine reelle Nullstelle hat, also a? — 4b > 0 ist. Also ergibt sich
p*¥B) — 4(kg — 1) > 0, woraus (b) folgt.
zu (c) zeigen wir: d(x) = 1 = h(x) = 0 (woraus dann d(x) = d(B) = 1 folgt). Sei x = x;
mit d(;) = 1 und angenommen h; > 0. Nach »* ergibt sich a;; = XEB“U (mod p"i*1) und
wegen v(ay;) = h; folgt daraus v(a;;) > h; + 1. Nach Lemma 11.3 (b) ergibt sich

kp

d(B 2 2 2 2
0# p"Paj; =3 af > af; +ai; > a;
=1

also p?B) > a;; > p"*1. Dies ist unmoglich, falls d(x;) = 1, da dann h; + 1 = h; +d(y;) =
d(B). O

Ende 28.11.

Folgerung 11.5 (a) Die Anzahl der Blicke von mazximalem Defekt a = v(|G|) ist gleich der

Anzahl der p'-Klassen g§ mit v(|Ca(g;)]) = a. v(|Ca(g;)|) heift auch der Defekt der Klasse
¢

gi -
(b) Ist S € Syl (G), so ist die Anzahl der Blécke von G mit mazimalem Defekt a = v(|G|) =
v(|S]) gleich der Anzahl der p'-Klassen von Ng(S), die in Cg(S) liegen. Insbesondere ist
diese Anzahl gleich der Anzahl der Blicke von mazimalem Defekt von jeder Untergruppe

H < G, die Ng(S) enthdlt.

Beweis. Nach Satz 9.12 (c) hat die Cartanmatrix von G die Elementarteiler p®, ..., p% mit
d; = v(|Cq(g:)|). Da der maximale Elementarteiler der Cartanmatrix C'p von jedem Block
mit Vielfachheit 1 auftritt, ist die Anzahl der Elementarteiler p* von C' gleich der Anzahl
der Blocke mit maximalem Defekt. Also ergibt sich (a).

(b) ist nur eine Umformulierung: Ist d; = a, so enthilt Cg(g;) eine p-Sylowgruppe von G,
d.h. S9 < Cg(g;) fiir ein g € G. Also ist die Anzahl der Blocke von maximalem Defekt genau
die Anzahl der p’-Klassen ng von G mit ngﬂCg(S ) # (. Sind nun z,y € Cg(S) konjugiert in
G, z.B.y =129, so liegt S und SY in Cg(y). Nach Sylow gibt es ein ¢ € C(y), mit S = (59)°.
Dann ist gc € Ng(S) und y = 29¢, d.h. x und y sind schon im Normalisator von S konjugiert.
Also ist die Anzahl der Blocke von maximalem Defekt genau die Anzahl der p’-Klassen von
N¢(9) die in Cg(S) liegen. O
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III. Die Brauerschen Hauptséitze.

Wiederholung, relativ projektive Moduln.

12 Vertices.

Generalvoraussetzung: (K, R, F') ein p-modulares System, G endliche Gruppe.

Lemma 12.1 Seien Q,H < G und sei S ein RQ-Modul. Sei weiter V' ein unzerlegbarer
direkter Summand von SY, der H-projektiv ist. Dann gibt es ein g € G, so dass V ein
direkter Summand von ((S ® g)|gonu)© ist.

Beweis. Direkte Summe und Induktion vertauschen. Also gilt

VIV (D)= P (S©g)igunn)®
9EQ\G/H

Da V unzerlegbar ist, ist er direkter Summand eines der direkten Summanden. O

Satz 12.2 Sei V' ein unzerlegbarer RG-Modul. Dann gibt es bis auf Konjugation in G eine
endeutige kleinste Untergruppe Q fiir die V' relativ Q-projektiv ist, d.h. fiir jede Untergruppe
H < G gilt:

V ast H-projektiv < QQ <g H, d.h. es gibt ein g € G mut Q9 < H.

Q@ st eine p-Gruppe.

Beweis. Sei
M :={U <G|V ist U— projektiv }.

Sei weiter () € M minimal beziiglich Inklusion. Dann gilt:

(a) P € Syl (G) = P € M, nach Satz von Maschke.

b)UeMundU <H<G=HeM.

(c) Sei H € M und S ein RH-Modul mit V | S¢. Da V aber auch RQ-projektiv ist, gibt
es nach Lemma 12.1 ein g € G fiir das V ein direkter Summand von ((S ® g)msng)® ist
und somit ein @) N HY9-projektiver Modul. Wegen der Minimalitdt von @) folgt Q < HY
also () <g H. Damit sind die minimalen Elemente in M alle in G konjugiert. Da die p-
Sylowgruppen von G in M liegen, ist jedes minimale Element von M eine p-Gruppe.

O

Bemerkung 12.3 Ist V' ein unzerlegbarer RG-Modul, H < G, W ein RH-Modul mit V|

WC, so gibt es einen unzerlegbaren direkten Summanden S von W, mit V | S€.

Definition 12.4 Die (bis auf Konjugation eindeutig bestimmte) p-Untergruppe @ =: vx(V)
aus Satz 12.2 heisst Vertex des unzerlegbaren RG-Moduls V.
Jeder unzerlegbare RQ-Modul S mit V' | SC heisst Quelle von V.
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Bemerkung 12.5 Fiir einen unzerlegbaren RG-Modul V' und eine Untergruppe H < G gilt:
V st H-projektiv genau dann wenn vx(V) <q H.

Lemma 12.6 Sei H < G, V ein unzerlegbarer RG-Modul und W ein unzerlegbarer RH -
Modul. Dann gilt:

(a) V| WE = vz(V) <g vz (W).

(b)) V| Vg = va(W) <g vz(V).

Beweis. Sei P := va(V), Q = vz(W), S ein RP-Modul mit V | S¢ und T ein RQ-Modul
mit W | TH.

(a) V| WY | TC also ist V ein Q-projektiver RG-Modul und daher vz(V) <g Q = va(W).
(b) W | Vg | (S€)g. Also ist W ein direkter Summand von (S%,.,)? fiir ein g € G, also ist
W ein P9 N H projektiver RH-Modul und daher va(W) <g PINH < P = vx(V). O

Lemma 12.7 (i) Sei H < G und W ein unzerlegbarer RH-Modul. Dann gibt es einen
unzerlegbaren RG-Modul V' mit

(a) VIWE, (b)) W | Vi, (c)va(V)=¢guvz(W).

(ii) Ist V' ein unzerlegbarer H-projektiver RG-Modul, so gibt es einen unzerlegbaren RH -
Modul W, der (a),(b),(c) erfiillt.

Beweis. Vorbemerkung: Nach Lemma 12.6 gilt (a) + (b) = (c).

(i) Es ist nach Mackey, W | (W) . Sei V ein unzerlegbarer direkter Summand von W¢
mit W | V. Dann erfiillt V' die beiden Eigenschaften (a) und (b).

(ii) Da V' | (V)9 gibt es auch einen unzerlegbaren Summanden W von V mit V' | WE.

0J

Satz 12.8 Sei V' ein unzerlegbarer RG-Modul und () sein Vertex. Dann gibt es einen un-
zerlegbaren RQ-Modul S mat

(a) V| S%, (b) S| Vig, (¢)Q ist der Vertex von S.

Ist T ein weiterer unzerlegbarer RQ-Modul mit V | TC, so gibt es ein g € Ng(Q) mit T9 = S.
In diesem Sinn sind die Quellen eine unzerlegbaren RG-Moduls alle konjugrert.

Beweis. Die Existenz von S folgt aus Lemma 12.7 (ii).
Esist S| Vig | (T%)0, also ist mit Mackey S ein direkter Summand von ((T'® g)gsng)®. Da
der Vertex von S gleich @ ist, folgt QN Q = Q und S = TY. O

Lemma 12.9 Ist P eine p-Gruppe und Q < P, so ist (Rg)" ein unzerlegbarer RP-Modul.

Beweis. P hat nur einen einfachen RP-Modul, ndmlich den trivialen Modul Fp. Es ist nach
Frobenius Nakayama Reziprozitét

Hompp(Rg, Fp) = Hompg(Rq, Fo) = Fo.

Also ist der Kopf R/RfJ(RP) einfach und daher R, unzerlegbar. O
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Folgerung 12.10 (a) vz(Fg) = vr(Rg) = P € Syl,(G).
(b) Jede p-Untergruppe Q von G kommt als Vertex eines unzerlegbaren RG-Moduls vor.

Ende 1.12.2006

Beweis. (a) Zeigen zunéchst dass va(Rp) = P ist. Angenommen vz(Rp) = @) < P. Dann ist
Rp ein direkter Summand von (Rg)”. Letzterer ist aber unzerlegbar nach Lemma 12.9.

Sei V := Rg. Dann ist Rp ein direkter Summand von Vp und also nach Lemma 12.6 P =
vr(Rp) <g vz(V) = vx(Rq). Da va(Rg) aber eine p-Gruppe ist, folgt P = vax(Rg).

(b) Sei W := Rg. Dann gibt es nach Lemma 12.7 einen unzerlegbaren RG-Modul V' mit
vr(V) =vx(W) = Q. O

Satz 12.11 (Green’s indecomposability theorem, ohne Beweis, s.z.B. Nagao/Tsushima: Satz
(4.7.2) S. 291, Korollar (4,7,3) S. 292)
(a) Ist F algebraisch abgeschlossen, P endliche p-Gruppe, QQ < P und W ein unzerlegbarer

RQ-Modul, so ist W unzerlegbar.
(b) Sei H <G ein Normalteiler und G/H eine p-Gruppe. Ist F' algebraisch abgeschlossen
und W ein unzerlegbarer RH-Modul, so ist W& unzerlegbar.

Folgerung 12.12 Sei V' unzerlegbares RG-Gitter mit Charakter x, vx(V) = Q < P €
Syl,(G).

(a) [P: Q] x(1).

(b) Ist g = g9y = gy gp € G mit g, ¢ Q, so ist x(g) = 0.

Beweis. (E sei F' algebraisch abgeschlossen.

(a) (Vp) | (V§)r = P(Vo ® 9)5_1ngp = @, Y/, wobei die Y, die unzerlegbaren Sum-
manden von (Vg ® ¢)4-194,np bezeichnen. Nach Satz 12.11 ist dann Y;Z unzerlegbar und die
Dimension durch [P : g7'Qg N P] teilbar. Also ist auch x(1) durch [P : Q)] teilbar.

(b) Sei H := (g), M := (g*). Da V Q-projektiv ist, gilt V | (V)°. Es ist

VSHu= P (Vet)gnn)”
teQ\G/H

nach Mackey. Da g, ¢ @ ist auch g, ¢ Q"N H fiir alle ¢. Also Q"N H < M. Bezeichnen Y; die
unzerlegbaren direkten Summanden von @ ;co\g/n((V ® toinm)™ soist (V§)y = @Y

und Y7 unzerlegbar nach Satz 12.11. Also ist Vj eine direkte Summe von solchen von M
induzierten Moduln Y. Da g € M ist die Spur von g auf Y,/ gleich Null und daher auch
auf V. O

Satz 12.13 (a) Ist P = (g) eine zyklische p-Gruppe, |P| = p", so ist

FP>(1—-g)FP>(1—g)’FP>...>(1—g)"" 'FP>0

die einzige Kompositionsreihe von F'P.

FP hat genau p™ unzerlegbare Moduln.

(b) Ist P = (a) x (b) = C, x C,, so gibt es unzerlegbare F'P-Moduln beliebig grosser Dimen-
st0n.

44



Beweis. (a) Sei B := (1,(1 —g),(1—g)%...,(1 —g)?"~!). Dann ist B eine F-Basis von F'P
und es ist Mp(1 — g) ein Jordanblock J,»(0). Also ist das Minimalpolynom von (1 — g) auf
FP gleich X?" und FP = F[X]/(X?") als Ring. Die F'P-Teilmoduln von F'P entsprechen
genau den Idealen in diesem Ring und dies sind nur die Potenzen von (X). Daraus ergibt
sich die erste Behauptung.

Sei nun V' ein unzerlegbarer F'P-Modul. Dann ist das Minimalpolynom von (1 — g) auf V/
ein Teiler von X?". Da V unzerlegbar ist, operiert ¢ und damit auch 1 — g als einziger
Jordanblock, also ist dies auch gleichzeitig das Minimalpolynom von (1 — g) auf V. Also hat
V eine F-Basis, beziiglich der (1 — g) gleich Jgimy(0) ist. D.h. P hat zu jeder Dimension
1,...,p" genau einen unzerlegbaren F'P-Modul.

(b) Ubung. O

Folgerung 12.14 (Higman) Sei D < G eine p-Gruppe.

Ist D zyklisch, so gibt es bis auf Isomorphie hichstens |G| unzerlegbare FG-Moduln mit
Vertex in D.

Ist D nicht zyklisch, so gibt es unzerlegbare F'G-Moduln beliebig grosser Dimension mit Vertex
mn D.

Beweis. Sei D zyklisch, V' ein unzerlegbarer F'G-Modul mit vz(V) < D. Dann ist V ein
D-projektiver FG-Modul. Also gilt V' | (Vp)©. Weiter ist Vp = @L’j‘l n;U; mit dem unzerleg-
baren F'D-Modul U; der Dimension i. Also gibt es ein i mit V | UE. U hat maximal [G : D]
direkte Summanden, (vgl. Ubungsaufgabe 29) also insgesamt maximal |D|[G : D] = |G|
unzerlegbare F'G-Moduln.

Ist D nicht zyklisch, so gibt es unzerlegbare F'D-Moduln U; der Dimension > i (fiir alle
i € N). Nach Lemma 12.7 gibt es auch einen unzerlegbaren F'G-Modul V; mit va(V;) = va(U;)
und U; | (V;)p. Also auch dim(V;) > i. O

13 Die Green Korrespondenz.

Lemma 13.1 Sei V' ein unzerlegbarer RG-Modul mit Vertex P und P < H < G. Fiir je
zwei der folgenden drei Bedingungen gibt es einen unzerlegbaren RH-Modul W, der diese

zwet Bedingungen erfiillt:
(a) VIWE, (b)) W|Vy, (c) va(W) =y P.

Beweis. (a) + (b) ist Lemma 12.7 (ii) welches die Existenz eines solchen Moduls W zusichert,
wenn man in (c¢) Konjugation in ganz G zulésst.

Sei S eine Quelle von V', also ein unzerlegbarer RP-Modul, der nach Satz 12.8 (a),(b),(c) fur
H =P (W =29) erfiillt.

(a)+(c): Da V | S¢ = (ST)Y gibt es einen unzerlegbaren RH-Modul W mit V | WY,
W | SH. Also ist va(V) = P <g vz(W) <y vx(S) = P und damit va(W) =g P.

(b)+(c): Da S | Vp = (Vi)p gibt es einen unzerlegbaren RH-Modul W mit S | Wp und
W | V. Also vz(S) = P <g va(W) <¢g vz(V) = P woraus wieder vz(W) =g P folgt. O
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Definition 13.2 Sei X' eine Menge von Untergruppen von G.

(a) H € X bedeutet, es gibt g € G mit HY € X.

(b) Fiir einen RG-Modul V' schreiben wir V.= U & O(X), falls V = U & L, so dass es
fiir jeden unzerlegbaren direkten Summanden L; von L ein H; € X gibt fir welches L; ein
H;-projektiver RG-Modul ist.

(c) Ind(RG, X) :={V unzerlegbarer RG — Modul | va(V) € X'}.

Generalvoraussetzung: P < H < G.
X =X(G,PH) ={Q<G|Q<P/NPfireinge G- H}
Y =JY(G,PH) ={Q<G|Q<PINHfireinge G- H}
A =AG,PH) ={Q<G|Q<Paber Q¢q X}

Lemma 13.3 Sei |P| = p®, Ng(P) < H.
(i) Fir Q und Q" in A sind dquivalent:
(a) Q und Q" sind konjugiert in H.

(b) Q und Q' sind konjugiert in G.

(ii) Sei Q < P. Aquivalent sind:

((Z) QeEqX.

(b) Qe X.

(c)Qe).

(d) Qen .

Beweis. (i) (a) = (b) ist klar. (b) = (a):

Seige G, Q,Q" € Amit Q9 =Q'. Dann ist ' < PN PY% und also Q' € X falls g & H.

(ii) (a) = (b): Seit € G mit Q' < PINP fiirein g € G— H. Dann ist Q < P9 'NnP"' NP
und entweder gt~! oder ¢! liegt nicht in H. Also ist Q € X.

(b) = (c) und (¢) = (d) sind klar.

(d) = (a): Sei h € H mit Q" < P9 N H fiir ein g € G — H. Dann ist auch Q < P9 N H
und gh™t € G—H, also Q € Y. Da Q < P gilt auch Q < PNP% " und damit Q € X. O

Ende am 5.12.2006

Lemma 13.4 (i) Sei G > H > P und W ein P-projektiver RH-Modul. Dann gilt (W) g =
W aO0(Y).

(ii) Sei |P| = p®, Ng(P) < H. Ist W € Ind(RH, A), so ist W der eindeutige unzerlegbare
direkte Summand von (W) mit Vertex in A.

(iii) Sei |P| = p°, Ng(P) < H. Ist V ein P-projektiver RG-Modul, so ist V = O(X) &
Vi = O().

Beweis. (i) Sei M ein RP-Modul mit M7 =W @& W;. Setze (W) = W o W', W)y =
Wiy & W/ dann ist

(M) g =Wy & W)y =MToW oW,
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Nach Mackey ist

MOy =M"s P (Mping)”.
teP\G/H t¢H

Zerlegt man W' = @, X, in unzerlegbare RH-Moduln, so ist jedes der X; ein direkter Sum-
mand von einem Modul (M}, ;)" mit ¢t ¢ H. Also ist jedes X; ein P' N H-projekiver
RH-Modul und daher W' = O(}).

(ii) Wie in (i) gilt (W) g = W @ W’ wobei alle unzerlegbaren Summanden von W’ einen
Vertex in ) haben. Angenommen einer der direkten Summanden X; von W' hat einen Ver-
tex vr(X;) € A. Dann ist vz(X;) <y P und vz(X;) ¢ X. Dann aber nach Lemma 13.3
vr(X;) € YV ein Widerspruch.

(iii) (E sei V unzerlegbar und @ := vz (V) < P.

=: Nach Lemma 13.1 gibt es einen unzerlegbaren RH-Modul W mit V' | W und va(W) =
Q. Ist Q €¢ X, so ist auch va (W) €¢ X. Mit Lemma 13.3 (ii) ist auch va(W) € V. Also ist
Vi | Wy =W @ O(Y) (nach Teil (i) und W = O(Y) und daher Vy = O()).

<: Nach Lemma 13.1 gibt es einen unzerlegbaren RH-Modul W mit der W | Vy und
vr(W) =g Q. Nach Annahme ist Vi = O(Y), d.h. jeder direkte Summand von Vj hat einen
Vertex in ). Damit gilt ) €y Y und wegen Lemma 13.3 auch @) €45 X. O

Satz 13.5 Sei |P| = p®, Ng(P) < H.

(i) Es gibt eine Bijektion f = f(G, H, P) : Ind(RG, A) — Ind(RH, A) mit folgenden Eigen-
schaften:

(a) FirV € Ind(RG, A) ist Vg = f(V) & O()).

(b) Fiir W € Ind(RH, A) ist WE = [~ (W) & O(X).

(c) Ist V € Ind(RG, A) und vz (V) € A, so ist ve(f(V)) =5 vax(V).

(i1) FirV € Ind(RG, A) und W € Ind(RH, A) gilt

W VgeW=FfV)eV|WC

Beweis. (i) Sei V' € Ind(RG,.A) mit vz(V) = @ € A. Dann gibt es nach Lemma 13.1 einen
unzerlegbaren RH-Modul W mit V | W& und vaz(W) =y Q. Also ist W € Ind(RH, A).
Wegen Lemma 13.4 (i) ist (W) = W @ O(Y). Ist W kein direkter Summand von Vy, so
ist Vg = O()) und damit wegen Lemma 13.4 (iii) V = O(X) ein Widerspruch zu vz(V) € A.
Also ist auch Vg = W @ O()) Definiere

f = f(G,H,P): Ind(RG, A) — Ind(RH, A) durch f(V) :=W.

Dann hat f die Eigenschaften (a) und (c).
Zeigen noch (b): Sei dazu W = f(V) und W =V @ U. Dann ist

Wy =Vy ® Uy =W @ Uy 0().

Andererseits ist W ein P-projektiver RH-Modul und daher (W%)y; = W @ O()) nach
Lemma 13.4 (i). Also Uy = O(Y) und mit Lemma 13.4 (iii) auch U = O(&X), da U ein
P-projektiver RG-Modul ist. Insbesondere ist f injektiv und (b) folgt auch.

Zeigen jetzt, dass f auch surjektiv ist: Sei W € Ind(RH, .A) beliebig. Nach Lemma 12.7 gibt
es einen unzerlegbaren RG-Modul V mit V | W& W | Vg und vz(V) =g vax(W). Dann ist
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V € Ind(RG, A) und daher Vi = f(V) & O(Y). Also gilt W = f(V).
(ii) folgt aus (i): Die erste Aquivalenz folgt aus Eigenschaft (a) der Green Korrespondenz
und die zweite aus (b). O

Definition 13.6 Die Abbildung f = f(G, H, P) heifst Green-Korrespondenz.

Satz 13.7 Sei|P| =", No(P) < H. f(G, H, P) licfert eine Bijektion zwischen Ind(RH, {P})
und Ind(RG,{P}). also zwischen den unzerlegbaren RH-Moduln mit Vertex P und den un-
zerlegbaren RG-Moduln mit Verter P.

Beweis. Sezialfall von Satz 13.5 (c). O
Zum Abschlu8: TI-Gruppen, d.h. PN P9 = {1} fiir alle P € Syl,(G) und g € G — Ng(P).

Folgerung 13.8 Sei P € Syl (G), H := Ng(P) und PN P9 = {1} fir alle g € G — H.
Dann ist X =Y = {{1}}.

Ist V' ein unzerlegbarer RG-Modul, so ist Vg = f(V) @& M mit einem projektiven RH -Modul
M.

Ist U ein unzerlegbarer RH-Modul, so ist UY = f~Y{(U)®N mit einem projektiven RG-Modul
N.

Folgerung 13.9 Sei P € Syl (G), H := Ng(P) und PNPI = {1} fiir alle g € G—H. Seien
Vi, Vo nicht projektive unzerlegbare FG-Moduln mit Green Korrespondenten Uy = f(V1) und
Uy = f(Va). Dann gilt:

Genau dann gibt es eine nicht zerfallende kurze exakte Sequenz von FG-Moduln 0 — Vi —
V — Vo — 0, wenn es eine nicht zerfallende kurze exakte Sequenz von FH-Moduln 0 —

Uy — U — Uy — 0 gibt.

Beweis. Sei zunéchst 0 — U; — U — Uy — 0 eine nicht zerfallende k.e.S. von F'H-Moduln.
Dann ist auch die induzierte k.e.S. 0 — U — U% — U — 0 nicht zerfallend (Ubung).
Schreiben UZ-G =V; & R; mit projektiven FFG-Moduln R;. (E sei U; < U. Dann gibt es einen
Teilmodul W von U¢, der US enthiilt, so dass US/W = Ry, W/UF = V;. Dies liefert die
k.e.S.

0—-Vi—=W/R — Vy, —0.

Behauptung: Diese zerfallt nicht. Angenommen es gibt ein splitting, also einen Teilmodul
X< WmitW =X+ UlG, R =XnN UIG. Ry projektiver F'G-Modul = nach Dualisieren
Ry ist auch injektiver FG-Modul, d.h. auch X =Y @& R; ist direkte Summe und daher
W =Y @ UF. Da R, projektiv ist zerfillt 0 — W/Y — UY/Y — Ry, — 0 und es gibt ein
Z<Umit UY=Z+W,ZNW =Y. Also ist U = Z @ U, ein Widerspruch.

Ist nun 0 — V; — V — V5 — 0 eine nicht zerfallende k.e.S. von F'G-Moduln. Dann ist auch
die Einschrinkung 0 — (V4)y — Vi — (V2)g — 0 nicht zerfallend, da alle FG-Moduln F H-
projektiv sind, da H eine p-Sylowgruppe von G enthilt. Da (V;)y = U; @ @; mit projektiven
FH-Moduln Q); ist, konstruiert man wie eben eine k.e.S. 0 — Uy — U — U; — 0 von
F H-Moduln (Ubung). O
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13.1 Ein Beispiel: SLy(p).

Sei p > 3 eine Primzahl und G = SLy(p) = {( ﬁ Z) € F2** | ad — be = 1}. Dann

operiert G auf F[X,Y] und der Raum der homogenen Polynome vom Grad n — 1 bildet
einen F'G-Modul V,, der Dimension n.

Satz 13.10 Vi,..., V], ist ein Vertretersystem der einfachen F'G-Moduln.

Beweis. Sei (a) = F, b € Fpe mit 0P =1 und i, = X* — c¢X 4 1 sein Minimalpolynom. Sei
weiter € € F) — (IF;)Z. Die Konjugiertenklassen in GG sind vertreten durch

-1 €

0 -1

U DR R H RN R ),

Anz. [1] 1 [1<d<E2|1<t <l 1 1 1 1

991 1] 1| plp+1) plp—1) | -1/2|@*-D/2] @*-1/2 | »*-1)/2

Also hat G genau p p’-Klassen. Es geniigt daher zu zeigen, dass V,, ein einfacher F'G-Modul
ist.
Ende 12.12.2006

1

Dazu sei g := ( (1) 1 ) und h = ( 1 ? ) zwei Elemente der Ordnung p in G. Sei Wy 1=
(XY=t Y™ < V,yq. Dann ist Wiy < V4 ein F{g)-Teilmodul und

Vn+1:Wn+1>Wn>...>W1>W0:{O}

eine F' < g >-Kompositionsreihe von V,,;; mit Faktoren der Dimension 1.
Mit Induktion iiber i zeigen wir: Jedes Element von W; — W;_; erzeugt W; als F'(g)-Modul.
1= 1:Klar. i =i+ 1:

1

)Xilyni+1 )

mit einem v € W;_1. Da i < p ist, ist (;) # 0. Also ist fir a,b€ F,a# 0 und v € W;_,4

i

(aX'Y" " +bXTY T 4 0)g =aX'Y" T + (bt a (2

))Xi—lyn—i—i-l Lw

mit w € W;_;. Die Differenz (a XY™ "+ bX" 'Y 4 v)g — (a X'V + b XY o)
erzeugt mit Indukionsvoraussetzung damit ;.

Insbesondere hat (V;,) ) den Sockel (Y™) und (V},) ) wird von Y™ erzeugt. Ist nun 0 # W <
V,, ein FG-Teilmodul, so enthélt dieser als F'(g)-Teilmodul das Element Y™ und damit als
F(h)-Teilmodul auch den ganzen Modul V,. O

Folgerung 13.11 (aus Beweis) (a) (V,,)(y ist unzerlegbarer F'(g)-Modul (1 <n < p).
(b) (Vp)(g st freier F'(g)-Modul.
(¢) V), ist projektiver F SLa(p)-Modul.
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Lemma 13.12 FEs gibt nicht zerfallende kurze exakte Sequenzen von F SLo(p)-Moduln:
0=V, 1oi—=V-V,-001<i<p-—-1)

0—=Vopoi—=V-V,-002<i<p-1)

Beweis. Ubung, zeigen Sie, dass solche k.e.S. fiir die eingeschrinkten F(g)-Moduln existie-
ren und benutzen Sie Folgerung 13.9. Beachten Sie, die unzerlegbaren F(g)-Moduln sind

isomorph zu F[X]|/(X") n = 1,...,p von Dimension n. In der ersten k.e.S. kann man den
Modul F[X]/(XP~!) als V wihlen, in der zweiten k.e.S. muss dieser zerlegbar (als F(g)-
Modul) sein. O

Satz 13.13 Die projektiv unzerlegbaren F SLo(p) Moduln Py, ..., P, haben folgende Radi-
kalquotienten:

B/J(P) =V, = JA(P)(1<i<p-1)
J(P)/ T2 (P1) = Vier, J(B)) T (P) 2 Vo1 i@ Vpo1-i(2 < 0 < p=2) J(Bpet) [ TH(Pyper) = Vo

sowie P, = V.

Beweis. Der Isomorphietyp vom Kopf P;/J(F;) ist klar. Ebenso der Sockel nach allgemeiner
Theorie. Wegen Lemma 13.12 gibt es Epimorphismen von P; auf die dort beschriebenen
Moduln V. Daraus ergibt sich J(P;)/J?*(P;). Also gilt

dim(P,) = p,dim(P;) > p,dim(P;) >2p (2 <i<p—1).

Insgesamt ergibt sich |G| = p(p?—1) = S20_, dim(V;) dim(P)) > p+p*+2p 30, i = p(p*—1).
U

14 Defektgruppen.

Lemma 14.1 RG ist ein R(G x G)-Modul mit der Operation x(gy, g2) := g1 ‘xgs. Die Block-
zerlequng

ist die Zerlegung von RG in unzerlegbare direkte Summanden (als R(G x G)-Modul). Es gilt
fiir alle i

ve(B;) < A(G) :={(g9,9) | g€ G} <G xG.

Beweis. G’ x G operiert transitiv auf der Basis (¢ | g € G) von RG, mit Stabgxa(1) = A(G).
Also ist
GxG
RG = R g,

und somit jeder Block ein direkter Summand eines von A(G)-induzierten Moduls und damit
A(G)-projektiv. Daraus folgt vz (B;) < A(G) fiir alle 1. O
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Definition 14.2 Sei vxz(B) = A(D) ={(9,9) | g € D} < A(G). Dann heisst D = §(B) <
G die Defektgruppe des Blocks B.

Lemma 14.3 Ist H < G und g € G, so ist
R(HgH) = Ry als R(H x H)-Modul

wo H(g) :=AHN 9H)Y9 ={(h,g'hg) |h€ HN 9H} < A(H).

Beweis. H x H operiert transitiv auf HgH.
StabeH(g) = {(hl,hg) c Hx H | h;lghg = g} = {(hl,hg) c Hx H | hg = gilhlg}
0J

Satz 14.4 (Green) Ist D = 0(B) Defektgruppe eines Blocks B, so gibt es ein P € Syl (G)
und ein g € G mit D = PN PY9. Insbesondere enthdlt D jeden p-Normalteiler von G.

Beweis. Sei P € Syl,(G) mit D < P. Es ist

BPXP|RGP><]D: @ R(PgP): @ R}Iz(xgl)D

geP\G/P geP\G/P

Da P x P eine p-Gruppe ist, sind die Moduln RPXI)D nach Lemma 12.9 unzerlegbar. Da

vr(Rpy)) = P(g) ist, ist also vx(Rﬁ(X;) = P(g). Weiter ist vz(B) = A(D), also gibt es
einen direkten Summanden mit Vertex A(D). Also ist A(D) in P x P konjugiert zu einem
der P(g) und damit D konjugiert zu P N PY fiir ein g € G. O

Satz 14.5 Sei D = 0(B), B = RGe Block. Fiir eine Untergruppe H < G sind dquivalent:
(a) D SG H.

A
(b) TrA(g))(InvA( \(B)) = Invae (B)
() e € Try ) (Invacm(B)).

Beweis. (b) < (c) liegt daran, dass TrAE ))(IHVA( y(B)) ein Ideal in Inva(gy(B) ist.
Die G-Operation auf B ist gegeben durch Konjugation, (b, g) — g 'bg. Also ist

Invay(B) = {b€ B | g~'bg = b fir alle g € G} = Z(B).

Weiter wissen wir schon, dass D = vz(B) fiir den R(G x G)-Modul B ist.
(a) = (b): Dazusei D <¢ H < G und G =U,_, Hg; und G x G :U?:LQEG A(H)(g,g:). Als
G x G-Modul ist B dann H-projektiv, also existiert nach dem Higman Kriterium Satz 8.10

ein 0 € Enda(y)(B) mit idg = TrG(XG)(G). Dann ist fiir alle x € B

r= Y g '(gug )bgi = Zgz (D a9 (929, ")0)g:

g€eG,i=1 geG
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Inshesondere gilt dies fir © = e € Z(RG). Setzt man also z 1= Y ;g '(eg)f, so ist
z € Invam)(B), denn fiir h € H ist

h=lzh =h~ Zg (eg)0h = Zh Y97 (egh)f

geG geG

da 6 ein RH-Endomorphismus ist und mit g auch gh die ganze Gruppe durchliuft. Weiter
gilt

ey ) (2) Zgz 2g;i = Zgl > g7 (eg)bg; = Zgz > (gig ) (elgig™) )by

geG geG

da mit g auch gg; ' die gesamte Gruppe durchliuft. Da e zentral ist, gilt

Tey(p) (2) Zgz > g9 (gegi g = e.

geG

c¢) = (a) Sei H < G so dass es ein z € Invaig)(B) gibt mit e = Tr39 (). Definieren
(H) A(H)
0 € Endrgxp(B) durch (z)0 := xz. Dann ist fir h € H, g € G:

(97 'wh)0 = g~'whz = g whz = x(g,h)z = (2)8(g, h)

also 0 € Endggx gy (B). Weiter ist

TrGX%(0) l’b—)Z z(1,9;7%) lgi):zn:xgl V0g; = ngl 29; = xe = x.
i=1

Also ist B ein G x H-projektiver G x G-Modul und damit A(D) <gxg G X H woraus
D <4 H folgt. 0

Bemerkung 14.6 B — Endg(B), b — (z + xb). Dabei wird e € B = RGe auf die
Identitat abgebildet. Die G-Operation auf B < Endg(B) ist dieselbe wie die A(G)-Operation
auf B. Insbesondere ist der A(G)-Modul B wegen Satz 14.5 (c¢) und dem Higman Kriterium
Satz 8.10 ein D = 6(B)-projektiver RG-Modul.

Satz 14.7 Ist V ein unzerlegbarer RG-Modul im Block B, so ist va(V) < §(B).

Beweis. Sei D := §(B) die Defektgruppe von B. Wir miissen zeigen, dass V' ein D-projektiver
RG-Modul ist.

V ®@g B ist ein RG-Modul mit (v ® b)g := vg ® (g~ 'bg). Sei e das Blockidempotent von
B = RGe und definiere ¢ : V - V@rB,v—v®eund ¢ : V&g B — V,v®a+— va. Dann
sind ¢ und @ beides RG-Modulhomomorphismen mit ¢ = idy. Also ist V' ein direkter
Summand von V ®z B und es geniigt zu zeigen, dass V ®r B ein D-projektiver RG-Modul
ist. Da Induktion und Tensorprodukt vertauschen, folgt dies daraus dass der RG-Modul B
ein D-projektiver Modul ist (Bemerkung 14.6). O

o2



Definition 14.8 Sei C = ¢% eine Konjugiertenklasse von G. Dann heifit jede p-Sylowgruppe
P € Syl,(Cq(g)) eine Defektgruppe von C, P =: 6(C).

Satz 14.9 Fiir eine Konjugiertenklasse C C G bezeichnet Ct = decg € FG die Klassen-
summe. Ist D eine p-Untergruppe von G so sei

Jp={ Y  acC’|ac€F} < Z(FG).
5(C)<aD

Dann ist Jp = TrAE ))(InvA(D (FQ)).

Beweis. Die D-Konjugiertenklassensummen bilden eine F-Basis von Invapy(FG) = {z €
FG | d'zd = z fiir alled € D}. Sei also G —szl C; mit C; := {hah™' | h € D} und
z=30 a;C € Inva(py(FG), a; € F. Dann ist

A(G
T1rA Z a; TrA(D

Ist nun x € C; und D =Uy, Cp(z)hy, G =U; Dg;, so ist

Trﬁg)) z:gZ 'hilrhyg = [Co(x) : Op()] Z Y.
i,k y€xC
Ist nun §(C) £¢ D, so ist [Ca(z) : Cp(z)] =, 0, und somit TrA (C’+) = 0. Also gilt
TrAE ))IHVA y(FG) C Jp.
Fiir die Umkehrung sei §(C) <g D und x € C' = 2% mit Cg(x) N D >¢ 6(C). Dann ist

+_ 1 R 1 A
= [Ca(z) : Cp()] Z g 9= [Cel(z): C T A Z y € Jp.

G=UCp(z)g yexl

O

Folgerung 14.10 Ist B = RGe ein Block mit Defektgruppe D, so ist € = 25 C)<aD a;CiF
mit o € F. Es gibt ein iy mit oy, # 0 und 6(Cy,) =¢ D.

Beweis. Da B ein D-projektiver RG-Modul ist, ist € € TrAE )(IHVA(D (FG)) = Jp. Gébe es
kein solches iy, so wére € € ZQ <op Jq- Die Mengen Jg sind als Bilder der Spurabbildung

Ideale in Z(FG). Inva()(B) = Z(B) = Z(FQ)e ist ein lokaler Ring, also gibt es ein Q <¢ D
mit € € Jg. Dann ist aber nach Satz 14.5 D < @, ein Widerspruch. O

Folgerung 14.11 Sei F' Zerfillungskorper fir FG, B = FGe ein Block mit Defektgruppe
D =4(B) undw : Z(FG) — Z(B) — F zugehdriger zentraler Charakter.

(a) Ist I A Z(FG) mitw(l) # 0, dann ist e € I.

(b) Ist C eine Konjugiertenklasse in G, so ist w(CT) =0 falls D £5 §(C).

(c) Iste =" o;C so gibt es ein ig mit 6(Cy)) =g D, a;y # 0 und W(C;) # 0
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Beweis. (a) W(I) # 0 = w(I) = F (als Ideal in F'). D.h. es gibt u € I mit &(u) = @(€) und
damit u — € € ker(w) = Z(F )(1 —€)+ J(Z(FQG)e). Also ist u — & = 2(1 — €) + re mit
r € J(Z(FQG)). Damit folgt € = ue — re und é(1 — u) € J(Z(FQ)) ist nilpotent. Also gibt es
ein s € N mit

0O=(—eu) =e—eu” ce+ 1.
(b) Ist W(C™) # 0, so ist W(J5cy) # 0 und damit € € Jscy (wegen (a)), denn Jycy < Z(FG).
(c¢) Denn 1 = @(€). Benutze (b) und Folgerung 14.10. O

Satz 14.12 Ist B ein Block von Defekt d = d(B) und D = 0(B) eine Defektgruppe, so gilt
D] = p?

Beweis. Sei € = > 5,)5,p @Ci und ig wie in Folgerung 14.11. Sei weiter x € Irr(B). Dann
ist fiir g € C;, und den zu x gehorenden zentralen Charakter w

|G|
w(Cyy) = X(g) #x 0
° [Calg)Ix(1)
Nach Satz 10.1 teilt p dann nicht die Ordnung von g. Schreibe |D| = p? und |C] = 9L =

ICa(g)l
p*~q mit pJq. Dann gilt p*~¢ | x(1) (da x(g) € R). Angenommen p?~ 4+ | y(1) fiir alle
x € Irr(B). Dann gilt p | x(g) fiir alle x € Irr(B). Der Koeffizient von C; in e ist dann

IDDINONTSES 1D DIRNOND SIF S USRS - ) SIE NOE TS

x€Irr(B) x€Irr(B) p€IBr(B) p€IBr(B)

nach der Brauerreziprozitdat. Nun ist <I>¢ der zu dem irreduziblen Brauercharakter ¢ gehorige
projektive Charakter und daher teilt p* den Grad ®,(1). Ausserdem ist ©(g7') € (x(¢7') |
x € Irr(B))z wegen Satz 9.12. Da x(g) genau dann durch p teilbar ist, wenn x(¢~') durch p
teilbar ist, folgt aus der Annahme, dass der Koeffizient von C:g in e durch p teilbar ist, ein
Widerspruch. Also ist a —d = min{v(x(1)) | x € Irr(B)} und damit d = d(B) der Defekt
von B. 0

Ende am 19.12.2006

15 Brauerkorrespondenz.

Ziel: Vergleiche Blocke von RG mit denen von RH, H < G. Ist RG =B & ... ® B,,, so ist
RGuxn= @ RHgH=RH® @ RHgH={bo...®b,)oM
G=UHgH G=UHgH,g¢H
wo by, ..., b, die Blocke von RH sind und M = @G:UHgH,gng RHgH.
Definition 15.1 Ist b; kein direkter Summand von M, so gibt es genau ein B; mit b; |
(Bj)uxm. In diesem Fall ist bS definiert und wir setzen b{' := B;. Die Abbildung b; — b¢

von der Menge der Blocke von RH fiir die b¥ definiert ist in die Menge der Blécke von RG
heifst die Brauerkorrespondenz.
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Beispiel: SLy(p) und H = C, : Cp_y (mit Z(H) = Cy).

Lemma 15.2 (a) Ist b definiert, so ist (b) < d(b%).
(b) Hy < Hy < G, b; Block von H;, b2 = by definiert, bS = B definiert, dann ist b¢ = B.

Beweis. (a) Sei B := b%, D := §(B). Dann ist B ein A(D)-projektiver G x G-Modul, also gibt
es einen A(D)-Modul V mit B | VAG(EC);. Nun ist b ein direkter Summand von Byypg = b®. . .,

also auch von (
G HxH
(V A(D) )HxH @(V 0 gin 92)O(H><H)> )

nach Mackey. Also ist b ein direkter Summand von einem (V(g o gfg LoD (H H))H *H yund somit,
A(D)9n92) 0 (H x H)-projektiv.
(b) ist klar. O

Lemma 15.3 Sei RGywg = RH & M und sei D eine p-Gruppe mit DCq(D) < H. Dann
gilt fiir jeden unzerlegbaren direkten Summanden U von M dass A(D) Ly vx(U).

Beweis. Nach Lemma 14.3 ist jeder direkte Summand von RHgH ein H(g)-projektiver H x H-
Modul wo H(g) := A(HN 9H)%9) = {(h,g"*hg) | h € HN 9H} < H x H. Sei U | M.
Angenommen A(D) <gxp vz(U). Da M = @,y R(HgH) gibt es ein g ¢ H mit U |
R(HgH). Dann ist aber va(U) <gxu H(g). Also gibt es hy, hy € H mit (h]'xhy, hy'xhy) €
H(g) fiir alle € D. Dann muss gelten g~*hy'zhig = hy 'wh, fiir alle € D und also
highy' € Cq(D) < H ein Widerspruch da g ¢ H. O

Folgerung 15.4 Ist b ein Block von RH mit DCq(D) < H, D = §(b), so ist b definiert.

Satz 15.5 Sei b ein Block von RH mit zentralem Charakter w : Z(b) — R (modulo 7
eindeutig bestimmt nach Satz 10.6) und definiere

Z(FG) — F durch (C*)© Z h)w

heCnH
Dann gilt: Ist bC ist definiert und gleich B, so ist 0¢ der zentrale Charakter zum Block B.

Beweis. Sei FGyyy = b® U mit EXU und 7y, 7o die zugehorigen Projektionen auf b bzw. U,
pi, pio die Einbettungen. Dann ist idpg = mip1 + mope. Fiir f, g € Endpxe) (FG) ist

pafogm = pa f(mipn + mopo)gm = pa fripngm + pa frapiogm = pa frpngm + fige

mit f; = uyfm € HomF(HxH)(B, U) und gy = pogm € HomF(HxH)(U,E). Da b kein di-
rekter Summand von U ist, ist fig; € EndF(HX H)(Z_)) keine Einheit und damit f;g; €
J(Endprxm (b)) = J(Z(b)) = ker(w) N b, da b unzerlegbarer F(H x H)-Modul und da-
her Endp(srxm)(b) lokal ist. Die Abbildung z — f, : (z — 2z) € End(FG) liefert einen
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Isomorphismus Z(F'G) = Endgxe(FG) mit Umkehrung = Auswertung bei 1. Also liefert
die Zusammensetzung

z = (e(mfopn))w
einen Algebrenhomomorphismus Z(FG) — F also einen zentralen Charakter.

Die Abbildung m; : F'G — b faktorisiert iiber die offensichtliche Projektion G — FH, }_
> nem anh. Also gilt (CT)m = 3, oy e und damit (CT)mw = (CT)wC. O

Qgg —

Ubung: Sei ¢ € Trr(b), so daB y := £¢ irreduzibel. Dann ist @y, = W€

Bemerkung: Brauer’s Originaldefinition der Brauerkorrespondenz benutzt @,“. Nach Brauer
ist fiir einen Block b von RH der Brauerkorrespondent b¢ = B, genau dann wenn w,* = Wp
ist. Ist in unserem Sinn b = B definiert, so auch im Brauerschen Sinn und die beiden
Definitionen stimmen iiberein. Die Umkehrung ist i.a. falsch, d.h. es gibt Situationen in

denen @,¢ = Wp ist aber b mehrfach als dérekter Summand von F'G gy vorkommt. Beispiel:
H = Z(G), G nichabelsche p-Gruppe (s.Ubung).

Satz 15.6 Sei D eine p-Untergruppe von G und Cg(D) < H < G. Dann ist die lineare
Abbildung
Brpy: Z(FG) — Z(FH), C" — (CNCg(D))*

einen F-Algebrenhomomorphismus. Ist B ein Block von RG, B = RGepg, dann ist

Brp heif$t der Brauerhomomorphismus.

Beweis. Cg(D) < H, also ist C'N Cg(D) eine Vereinigung von H-Konjugiertenklassen. Ins-
besondere ist die lineare Abbildung Brp i wohldefiniert. Sei C; = giG , CY=C;NCq(D) so
dafl g; € Cg(D) liegt, falls C? # (). Dann ist

C:_O;_ = Zaijko,j, WO Qv = |{(93,y) S Cz X Cj | Ty = gk}’
k

Sei
ol = H(z,y) € CY x CF | zy = gi}|.

Zu zeigen: oy, =, ayy, falls OF # (0. Schreibe jede G-Konjugiertenklasse C' als C' = C° U C".
Dann ist

(Cox Cy) = (€0 % C5) U (€2 x ) U (C % C8) U (€ x C)
also aijr, = oy + oy, wo oy = {(z,y) € C] x Cf | zy = gi}| (beachte: z € Cq(D),y ¢
Ca(D) = vy € Cg(D)). Die Gruppe D operiert auf {(z,y) € C; x C} | 2y = gx} durch
Konjugation: ((x,y),d) — (2¢,y%). Da 2,y & Cg(D) liegen, gibt es dabei keine Bahnen der
Lénge 1. Also sind alle Bahnléngen durch p teilbar und daher of; =, 0.
Ist nun CY = {z1,..., 2.}, CY = {1, ..., Ym}, 50 ist

(COHCHT =D mys =Y biju(C)T € FH
t,s l
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wo b; j; = {(t,s) | z,ys = ein festes Element in C}} ist, da diese Anzahl (mod p) unabhéngig
von der Wahl dieses Elements in C} ist. Aus dem obigen ergibt sich b; ;; =, a; ;.

Ende am 9.1.07

Zur 2. Behauptung sei €5 = > 5 0)<5p) ¥cC™ wie in Satz 14.10.

=: Ist D L5 0(B) so gilt fiir alle C' mit ac # 0, daB D L5 6(C). Dies bedeutet aber
CNCg(D) =0 und daher Brp(eg) = 0.

<: Nach Satz 14.10 gibt es ein C' mit a¢ # 0 und 6(C') = §(B). Dann ist D < §(C) = 6(B)
und also C'N Cq(D) # () woraus Brp(eg) # 0 folgt. O

Bemerkung 15.7 Sei B ein Block von FG, D < 6(B) und DCq(D) < H < Ng(D).
Dann ist Brp g(€g) = ), e, als Idempotent in Z(FH) eine Summe von Blockidempotenten.
Fiir alle vorkommenden b; ist b¥ = B.

Beweis. b; komme in der Summe vor. Da D < H ist, gilt D < §(b;) =: D; und daher
D;Cq(D;) < D;Cq(D) < H. Also ist nach Folgerung 15.4 b{' definiert. Weiter ist

Wy, © BTD,H = wB

als zentraler Charakter mit Wert 1 bei ep. Insbesondere gilt fiir jede G-Konjugiertenklasse
C, dass
w5(CT) =@, ((CNCa(D)") =wy (C N H)Y) =3,(CT).

Die Gleichheit * gilt, da fiir g € C—Cg(D) die Gruppe D % §(g"). Aber DH also D < §(b;)
und somit §(b;) £ §(g™) also @y, ((¢*)*) = 0 (Lemma 14.11 (b)). Also ist Wz = w,,¢ und
daher B = b¢. O

Satz 15.8 (1. Hauptsatz von Brauer) Sei D eine p-Untergruppe von G, Ng(D) < H < G.
Dann ist b bY eine bijektive Abbildung zwischen {b Block von RH mit Defektgruppe =y
D} und {B Block von RG mit Defektgruppe =g D}. Die Umkehrabbildung ist fir H =
N (D) gegeben durch B — b wo Brp(eg) = &,.

Als Ubung zeigen Sie: Ist C(D) < H, so ist Brp u(€5) = & + Y., e, mit b; Blocken von RH
mit 5(()1) SG D aber 5([)1) 7£H D.

Beweis. (E sei H = Ng(D). (Sonst Korrespondenz Ny (D) = Ng(D) — H und Ng(D) — G
und Zusammensetzen). Wir benutzen die Greenkorrespondenz in der Form von Satz 13.7.
Sei dazu f = f(G x G,A(D),H x H) die Greenkorrespondenz. Es ist Ngxg(A(D)) <
Ne(D) x No(D) = H x H und

X =X(GxG,AD),Hx H)

={Q <G xG|Q<A(D)992) N A(D) fiir ein (91,92) € G x G — H x H}
Y =Y(GxG,AD),HxH)

={Q <G |Q<AD)992) N H x H fiir ein (g1,¢2) € G x G —H x H}

Ist V' ein unzerlegbarer R(G x G')-Modul mit vertex A(D), so ist Vigxm = f(V) @ O(Y) wo
f(V) unzerlegbarer R(G x G)-Modul mit vertex A(D). Ist W ein unzerlegbarer R(H x H)-
Modul mit vertex A(D), so ist W(E*@) = =Y W) @ O(X), wo f~1(W) ein unzerlegbarer
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R(G x G)-Modul mit vz(f~1(W)) =@xa) A(D) ist.

a) Sei B ein Block von RG mit §(B) = D. Dann ist A(D) = vx(B) als R(G x G)-Modul
und Byxg = f(B)®O()). Es ist f(B) ein unzerlegbarer direkter Summand von RGpyxpy =
RH @& M, wobei die vertices der unzerlegbaren direkten Summanden von M nicht A(D)
enthalten. Da vz (f(B)) = A(D) gilt, ist f(B) ein unzerlegbarer direkter Summand von RH
und daher ein Block f(B) = b und b“ = B. Ausserdem ist f(B) der einzige Summand von
Bp«g mit vertex A(D), und somit b der einzige solche Block.

b) Sei b ein Block von RH mit §(b) = D. Dann ist B := b“ definiert (nach Folgerung 15.4)
und §(B) >¢ §(b) = D wegen Lemma 15.2 (a). Zu zeigen: 6(B) =¢ D.

Sei @ = wy der zentrale Charakter zum Block b und C; = h' eine Klasse von H mit
§(Cy) = D und w(Cy) # 0. Dann ist h € Ce(D) < H, also C; C Cg(D). Setze C := hC.

1) 6(C) = D. Angenommen D < §(C) =: Q € Syl (Cg(h)). Wahle DD, < Q, [D; : D] = p.
Dann ist Dy < Ng(D) = H aber D; ¢ Syl,(Cy(h)), ein Widerspruch.

2) CNCg(D) = Cy. Seien h = hy,hy € CNCg(D), h§ = hy fir ein g € G. Es ist
D € Syl,(Cg(h)) und D < Cg(hg). Dann also auch DI < Cg(h), also gibt es ein y € Cg(h)
mit D = D%. Dann aber gy € Ng(D) = H und h¥ = h{ = h;.

3) Also ist @(CH) = w((C N H)Y) =w(C{) # 0 (da CNH = CNCq(D) = Cy, wegen
Ce(D) < H) und somit D = §(C) > 0(B), also folgt die Gleichheit.

c) Wollen zeigen: Brp(€p) = &,. Wissen schon, Brp(eg) # 0. Ausserdem ist das Idempotent
Brp(eg) = Y. &, eine Summe von gewissen primitiven Idempotenten e,, mit b = B (nach
Bemerkung 15.7). Da D < H = Ng(D) ist, gilt §(b;) > D. Weiter ist aber b = B definiert
und daher mit Lemma 15.2 §(b;) <g 6(B) = D. Also insgesamt 0(b;) = D. Nun ist b der
einzige Block von RH mit b% = B und 6(b) = D, also ist Brp(eg) = ¢y, O

16 Der 2. Hauptsatz von Brauer.

In diesem Abschnitt sei (K, R, F) ein p-modulares Zerfillungssystem fiir G und alle ihre
Untergruppen.

Lemma 16.1 Sei h ein p-Element von G und H := Cg(h), x € Irr(G). Dann gibt es
d;so € Z so dass fiir alley € Hy

x(hy) = > dh_e(y).
o€l Br(H)

Die Zahlen d; ,» heissen verallgemeinerte Zerlegungszahlen.

Beweis. Bei jeder irreduziblen Darstellung von Cg(h) wird h als Skalarmatrix A\(h)I darge-

stellt. Es ist yg = inehr( wy @iXi- Also ist

X(hy) =Y ahi(h)xi(y) =Y _aidi(h) D> dyeey) == > O aidi(h)dy,)ey).

? p€lIBr(H) p€IBr(H) ¢

Also ergibt sich die Behauptung mit

A, = adi(h)dy,
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O

Lemma 16.2 Fir H < G und g € G sei dg(g9") :€ Syl (Cul(g)) die H-Defektgruppe von g.
Etwas allgemeiner als in Abschnitt 14 sei fiir eine p-Untergruppe D < H

Jou=1{ Y oy (g™ | agn € F} < Invam (FG).

9€G 3 (¢")<uD

Dann ist Jp g = TrAE ;(IHVA(D (F'G)) S Invau) (FG).

Beweis. Wie in Abschnitt 14. O

Sei nun D eine p-Untergruppe von G und C’G( ) < H < Ng(D). Bezeichne Brp : Z(FG) —

Z(FH) den Brauerhomomorphismus und sei € € Z(FG) ein Blockidempotent von FG.

Lemma 16.3 (a) f :=€ — Brp(e)e € > -peo<m Q.-

(b) f =f € A:=Invaum (FG).

(c) Sei A := IHVA(H)<RG) f der Lift von f in A und f; primitive Idempotente in A mit
f=>_fi. Dann gibt es fir jedes i eine p- Untergruppe D £ Q; < H mit f; € Jo, H

(d) Es gibt ein y; € Invag, (RG) mit TrA( (y:) = fi.

(Q4)
(e) Ist W ein RH-Modul, f;,Q; wie in (c), dann ist W f; ein Q;-projektiver RH-Modul.

Beweis. (a) Es ist
I

o= S als) = Yol
i=1 j=1
Nach Definition des Brauerhomomorphismus ergibt sich Brp(e) = > g;€Ca(D) Y (9/)". Da
gj € Ca(D) < D < dy(g;) ergibt sich

e —Brp(e) = Z a;(gih) Z Jo.u-

D£b1(g5) DZQ<H

2

Also auch f = (2 — Brp(e))e € > -peo<n Jom- (b) f =€ —2Brp(e)e + (Br(e)e)? =
€ — Brp(e)e = f ist ein Idempotent.

Ende am 12.1.07

(¢) Wegen a) gibt es fo € Jou mit f; = > fo = > fifofi- Nicht alle f;f,f; liegen in
J(f;Af;), da f; ein Idempotent ist. f;Af; ist lokal also gibt es ein @ fiir das = := 75@71 €
(f;Af))* eine Einheit ist. Dann ist aber f; = f; 7Q7 ' e Jom.

(d) Nach Lemma 16.2 gibt es ein z; € Inva(g,)(RG) mit TrAE ))( z;) = fi +u; mit u; € TRG.

Dann ist z := Trigg) (fizifi) = fi+ fiwi fi mit foui f; € nfiAf; C J(fiAf:). Alsoist x € f;Af;
eine Einheit. Setze y; := 27! fiz; fi € Inva(g,)(RG). Dann ist

Teao) (i) =« filfi + w) fi = fi.
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(e) Sei 8 € Endpg,(W f;) definiert durch (w)f = wy; mit y; wie in (d). Dann ist § ein
Qi-Endomorphismus, da y; € Endg,(RG). Weiter ist fiir w € W f;

w(Trgi 0) = Z w(Oh;) = thj_lyihj = w(TriEg) yi) =wf; =w.

1
H=Uh;Q; J

Also ist W f; nach dem Higman Kriterium ein Q;-projektiver RH-Modul. U

Satz 16.4 (Nagao) Sei B = RGe ein Block, V' ein RG-Modul mit Ve = V. Sei D eine
p-Untergruppe von G, Cq(D) < H < Ng(D), Brp : Z(FG) — Z(FH) und ((e) € Z(RH)
ein Idempotent mit Brp(e) = [(e). Dann ist Vg = VyfB(e) ® W, wo alle unzerlegbaren
Summanden von W Q;-projektiv sind fir geeignete Q; < H mit D £ Q;.

Beweis. Sei e = ef3(e) + f. Dann ist Vi = Vye = Vi G(e) @ Vyf und Vi f = @ Vi f; wie in
Lemma 16.3 eine direkte Summe von relativ @);-projektiven Moduln, fiir geeignete (); mit

D £ Q;. O

Satz 16.5 (2. Hauptsalz von Brauer) Sei h ein p-Element von G, H := Cg(h). Ist d , #0
fiir ein x € Trr(G), ¢ € IBr(H) und ist x € Irr(B), ¢ € IBr(b), so ist b = B.

Beweis. Sei D := (h). Dann ist H = DCq(D), D < H, also D < §(b) und b“ definiert nach
Folgerung 15.4. Sei B = RGe ein Block von RG und y € Irr(B). Sei V' ein RG-Gitter mit
Charakter y. Dann ist V' = Ve und mit Satz 16.4 ist Vg = VgB(e) & @ W; mit relativ
Q;-projektiven RH-Gittern W; wo D £ Q;. Ist & der Charakter von W;, so ist &(hy) = 0
fir alle y € (Ce(h)), wegen Folgerung 12.12. Also gilt fiir den Charakter 6 von Vi 3(e) dass

x(hy) = 0(hy) fir alley € Cg(h)y = Hy.

In der Zerlegung von § = ). a;0; in irreduzible K H-Charaktere kommen nur solche 6; vor,
die zu Blécken b; von RH gehéren, mit b = B. Daher

O(hy) = >_; aibi(hy) = 22 aiXi(h)bi(y) =
> aiXi(h) Z@EIBr(bi) do, op(y) = ZcpeIBr(BrD(E))(Zi a;Nj(h)dp, o) (y) = Z(pEIBr(BrD(E)) dg,¢¢(y)-

Da die Brauercharaktertafel invertierbar ist, folgt d , = dj , # 0 nur falls ¢ € IBr(Brp(e)).

Ist also d! , # 0 fiir x € Irr(B), ¢ € IBr(b) dann ist Brp(ep) = €, + ... und daher b = B.
U

Bemerkung: Es gilt in dem Fall D = (h) < §(b) < §(B).

Satz 16.6 Fir 6 = >

erlrr(B) AxX-

(a) Ist fiir ein festes p-Element h € G der Charakterwert 6(g) = 0 fir alle g € G mit g, ~c h
so ist auch Og(g) = 0 fir alle diese g.

(b) (Block-Orthogonalititsrelationen) Ist g, # g, so ist

> x(g)x(g =0

x€lrr(B)

eln(G) AxX Gy € K und einen Block B von RG setzen wir g :=
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Beweis. (a) Es ist (hy) = 0 fiir alle y € Cg(h),. Setze H := Cg(h). Dann ist

0= e(hy) = erlrr(G) a’XX(hy) = erlrr(G)haX Z@EIBT(H) d?(,(pgp(y)
= Zb,Block von RH ZSDEIBT(Z))(ZXEIH‘(I)G) axdx,¢)¢(y)~

Da die Brauercharaktere ¢ linear unabhéngig sind, gilt fiir alle Blocke b von RH und alle
¢ € IBr(b) dass 3 1,40 aydl , = 0 ist. Also ist

=2 2 ) adie) =0

X€EIrr(B) b,b¢ =B p€IBr(b)

(b) Setze 0 := 3" (1) X(9~')x. Nach den Orthogonalititsrelationen ist dann 6(g') = 0 falls
g 7 ¢. Mit (a) ergibt sich die Behauptung. O

17 Der 3. Hauptsatz von Brauer.

Sei H < G, b ein Block von RH mit Blockidempotent e,. G operiert per Konjugation auf
den Blockidempotenten von RH, f, := Y {e] | g € G} sei die zugehorige Bahnensumme,
f2=1fy € Z(RH), 1 = fy, + ...+ fp, orthogonale Zerlegung in primitive Idempotente in
Inv(A(G))(RH) = Z(RG)N RH. Dann ist f;,. eine Summe von Blockidempotenten von RG.

Definition 17.1 Ein Block B von RG lberdeckt den Block b; von RH, falls epf,, # 0
(<:>636bi 7é0<:>fbi :€B+...).

Bemerkung 17.2 a) Jeder Block von RG iberdeckt genau eine G-Konjugiertenklasse von
Blocken von RH.

b) Der Hauptblock By von RG iiberdeckt nur den Hauptblock by von RH (da ej = ey, fiir
alle g € G).

c) fy ist ein Idempotent in RHNZ(RG). Als solches ist fi, eine Summe von zentral primitiven
Idempotenten in RG und ebenso eine Summe von zentral primitiven Idempotenten in RH.

Lemma 17.3 B dberdeckt b genau dann wenn wp(C™) = wy,(CT) fir alle Konjugiertenklas-
sen C' von G, die in H liegen.

Beweis. Sei A := Z(FG)NFH = (f,,) = (C" | C ist G-Konjugiertenklasse in H)r. Dann
sind wgy und w,4 Algebrenhomomorphismen A — F'. Diese sind gleich genau dann wenn
sie auf der Basis f3, iibereinstimmen. O

—(C+
Bemerkung 17.4 Es ist 0% (CT) = w((CNH)') = { gb(c ) Osois]t—l

bC = B existiert, dann tiberdeckt B den Block b.

. Also gilt: Wenn
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Satz 17.5 (3. Hauptsatz von Brauer) Ist H < G, b ein Block von RH mit §(b) = D so dafl
Cq(D) < H. Dann ist b = Byo(G) der Hauptblock von G genau dann wenn b = Bo(H) der
Hauptblock von H 1ist.

Beweis. <: Es ist Wp,)(CT) = |C] € F und wg,;n(CT) = |C N H| =, |C], demn fiir
g € C—Cg(D) ist |g”] durch p teilbar. Also ist Wp,(G) = Wp,n© und somit By(H)Y = By(G)
(da der Zentralisator in G der Defektgruppe von By(H) in H liegt).

= Sei also b = By(G), D = §(b) < P € Syl,(G), N := Ng(D). Wir beweisen die Richtung
= des Satzes durch Induktion nach [P : D].

Wiihle mittels Brauerhomomorphismus einen Block b von RDCg(D) mit b = b (siche
Bemerkung 15.7, da DCy (D) < DCq(D) < Ny(D)). Setze B := bY. Dann ist §(b) > D und
§(B) > D, da D beidemale Normalteiler ist. Weiter ist 6(b) <z 0(b') = D, also §(b) =
Beh. B = By(N).

Ist P = D, dann ist D = §(B) = §(By(N)) und By(N)¢ = By(G) (nach <). Weiter ist

BE = (BV)° =56 = (")% = b = By(G).

Wegen des 1. Hauptsatzes von Brauer ist dann By(N) = B.

Sei nun D < P. Dann ist D < §(B) denn aus D = §(B) wiirde mit dem 1. HS von Brauer
folgen, dass D = §(B%) = §(By(G)) = P (Defektgruppe von Hauptblock = Sylowgruppe),
ein Widerspruch zu D # P. Also ist [P : 6(B)] < [P : D] und mit Induktion (angewandst
auf H =N, D = §(B), b= B) folgt dann B = By(N). Nun ist DCs(D) I N, b¥ = By(N)
der Hauptblock, also auch b = By(DCg(D)), da By(N) nur den Hauptblock von DCg(D)
iiberdeckt. Mit <« ist dann auch b = b = By(H). O

Ende am 16.1.07

Sei nun wieder H I G und F Zerfallungskorper fiir G und alle ihre Untergruppen. Fiir einen
Block b von FH sei Stab(b) := {g € G| gbg~' = b} und X (b) := A(Stab(b))H x H < G xG.
Dann ist b < FGgxe ein X (b) Teilmodul by ).

Lemma 17.6 (¢) FG = @ F(Gb;G) als F(G x G)-Modul, wo die b; Vertreter der G-
Konjugiertenklassen von Blicken von F'H durchlaufen.

(b) F(GbG)gxn = foF'G ist die Summe aller unzerlegbaren F H-Teilmoduln von FG, die zu
einem zu b konjugierten Block gehdren.

(c) F(GVG)pxn = @te(GxG)/X(b) bt.

(d) F(GVG) = (bx))®*C.

Beweis. (a) F'G = Y F(Gb;G), da die rechte Seite FFH und damit auch die 1 enthélt und
abgeschlossen ist unter Multiplikation mit G. Die Direktheit folgt aus (b).

(b) b= epF'H also ist F(GOG) =7 (geng™ ) FG = fLFG.

(c) Die Moduln bt sind F(H x H)-Teilmoduln, da H < G. Weiter ist > bt = F(GbG) (nach
Definition von X (b)). Es geniigt also die Direktheit der Summe zu zeigen, d.h. wir miissen
zeigen, dass b N Z(g17g2)€X(b) g7 'bgy = 0. Dazu geniigt es zu zeigen, dass fiir (g1, g2) & X (b)
entweder g;'bgs C F(G — H) oder g;'bgy, C g 'bg fiir ein g & Stab(b). Nun ist g 'bgs =
91 'bg1(91'92) C F(G — H), falls g, 'g, & H. Liegt g;'go = y € H, so ist gy 'bga = g; 'bg
mit g; & Stab(b), da (g1, g2) & X (b).

(d) folgt nun direkt aus (c). O
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Lemma 17.7 Sei H G, B ein Block von FG, b ein Block von FH. Dann sind dquivalent:
(0) B tberdeckt b.

(1)b| Buxg-

(2) €ep 7é 0.

(8) B | F(GbG).

(4) Ist U ein FG-Modul in B, so ist Uy die direkte Summe von Moduln in zu b konjugierten
Blicken.

Beweis. Es gilt B tiberdeckt b < B | FGbG. Also ist (0) < (3).

(1) = (2): Ist b | Byxu, so ist epeg FG # 0 also auch eyep # 0.

(2) & (3): Da FG = @ Gb;G gibt es genau ein i mit B | F(Gb;G). Dies ist dquivalent zu
ep(Gb;G) # 0. also zu eg(Gb;G) = Gepb,G # 0 also (egF'G)(ey, FH) = FGegey, FH # 0
und damit ey ep # 0. Also ist epep # 0, genau dann wenn b konjugiert zu b; und damit
GbG = Gb;G ist.

(3) = (1): Sei B | GbG. Nun ist GbGyxy = @ bt (direkte Summe von zu b konjugierten
H x H-Moduln bt nach Lemma 17.6) Also gibt es ein t € G x G mit bt | By y. Dann aber
b| Bty ;= Buxn-

(3) & (4): Ubung. O

Das folgende Lemma folgt aus dem Green’schen Unzerlegbarkeitssatz:

Lemma 17.8 Sei U ein FG-Modul, so dass Uy unzerlegbar ist. Ist Q@ = vx(U), dann ist
QH/H € Syl,(G/H).

Beweis. Sei Q < S € Syl,(G). Dann ist v:U(USH) = vz(U) = Q. Also ist Ugy ein QH-
projektiver SH-Modul und daher Ugsy | U5} Wéhlt man eine Subnormalreihe QH = Ny <

H—l

N, <... < N; = SH und wendet Green’s Unzerlegbarkeitssatz sukzessive auf Uy an,
SO 51eht man, dass USp = (... (Uny)™)...)" unzerlegbar ist, also Usy = Udj; und damit
SH =QH. O

Lemma 17.9 Sei V' ein unzerlegbarer FG-Modul mit verter () und trivialer Quelle. Ist
U < G so hat Viy einen unzerlegbaren Summanden mit verter D QN U.

Beweis. Es ist 1¢ | Vg also auch 1gny | Vonu. Also gibt es einen unzerlegbaren Summanden
W | Vi mid 1gnu | Wonp. Sei S = va(W). Wir zeigen, dass Q NU <y S. Nun ist W relativ
S-projektiv, also ist jeder Summand von Wgny relativ projektiv fiir eine Untergruppe der
Form Q@ NU Nu~!Su fiir ein v € U. Andererseits ist der vertex von 1lgny = Q@ NU also gibt
eseinumit QNU CcQNUNutSualso QNU <y S. 0

Satz 17.10 Sei B ein Block von RG, der den Block b von RH tiberdeckt.

(i) Es gibt eine Defektgruppe D von B, die in Stab(b) enthalten ist.

(ii) Es gibt einen Block B' von F'G, der b iberdeckt, dessen Defektgruppe D' := §(B') mawi-
mal ist, in dem Sinn: Ist B ein Block von FG, der b iberdeckt, so ist §(B) <q D'. Fiir D'
gilt [D": (D' N H)| = [Stab(b) : H],,.

(iii) Ist C(6(b)) < H, so ist B = b% und B ist der einzige Block von RG, der b iiberdeckt.
() Ist D = §(b), so gibt es eine Defektgruppe D' = 6(B) mit D = D' N H.
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Beweis. (i) F(GbG) ist X (b)-projektiv nach Lemma 17.6 (d) und daher auch B als direk-
ter Summand von F(GbG). Also ist vz(B) <gxg X(b) < Stab(b) x Stab(b) und damit
d(B) <g Stab(b).

(ii) Ist B’ ein Block, der b iiberdeckt, so ist B' | F(GbG) = (bx())“*“ ein X (b)-projektiver
G x G-Modul. Also hat jeder Block B’ einen vertex, der in vx(bx))-enthalten ist. Anderer-
seits ist bx () ein direkter Summand von (bX(b))gag = F(GbG)x) d.h. es gibt einen Block
B' | F(GbG) der bx als direkten Summanden hat (bx@) | Bly,). Also ist nach Mackey
vr(bxp)) <axe vz(B') und damit vr(bxp)) =¢ va(B') =: A(D') wobei D' = §(B'). B
sei D' < Stab(b). Also ist bx() ein X (b)-Modul, so dass (bx))juxu unzerlegbar ist. Nach
Lemma 17.8 ist dann A(D')(H x H)/H x H € Syl,(X(b)/(H x H)), d.h. [D": (D'NH)| =
[Stab(b) : H],,.

(iii) Nach Voraussetzung ist b% =: B’ dann definiert, und dies ist der einzige Block B’ von
RG, mit b | By, . Da B den Block b tiberdeckt und daher b | Byy gy nach Lemma 17.7 gilt,
ist B = B’ der einzige Block, der b iiberdeckt.

(iv) Es ist B | FGaxg = (1a@)*¢. Also (Ubung) hat der G x G-Modul triviale Quelle,
d.h. B | (19)¢*% mit Q = vz(B). Also gibt es nach Lemma 17.9 einen direkten Summanden
von By mit vertex, der Q N (H x H) enthélt. Nun ist Byxy | GbGyxy = @ bt, d.h. die
unzerlegbaren Summanden von B,y sind alle von der Form bt und vz (bt) = vx(b)'. Also
enhilt der vertex von b eine Untergruppe Q' N (H x H). Nun ist aber vz(b) < vz(B) = Q
also ist vz (b) = Q' N (H x H) und §(b) = D' N H fiir geeignetes D' = 6(B). O

Satz 17.11 Sei D eine p-Untergruppe von G. Dann liefert die Brauerkorrespondenz 3 +— 3¢
eine Bijektion zwischen den Ng(D)-Konjugiertenklassen von Blocken 3 von DCq(D) mit
Defektgruppe D so dass [Staby,py(8) : DCq(D)] nicht durch p teilbar ist und den Blocken
B = 3¢ von G mit Defektgruppe D.

Beweis. Wir benutzen den 1. Hauptsatz von Brauer, der uns eine Bijektion zwischen den
Blocken b von Ng(D) mit Defektgruppe D und den Blécken B = b¢ von G mit De-
fektgruppe D liefert. Wegen der Transitivitdt der Induktion, geniigt es also zu zeigen,
dass die Ng(D)-Konjugiertenklassen von Blocken von DCq(D) mit Defektgruppe D und
[Stabwng,p)(8) : DCq(D)], = 1 in Bijektion stehen zu den Blocken von Ng(D) mit Defekt-
gruppe D.

Beachte, dass wegen Bemerkung 17.2 jeder Block von N¢(D) genau eine Ng(D)-Konjugiertenklasse
von Blocken von DCq (D) tiberdeckt.

Sei b ein Block von Ng(D) mit Defektgruppe D und (3 ein Block von DCq(D), der von b
iiberdeckt wird. Dann ist D < §(3) < 6(b) also D = §(3) und BNe¢(P) ist definiert. Nach
Satz 17.10(iii) gilt dann aber b = 3V¢(P) und b ist der einzige Block, der 3 iiberdeckt. Satz
17.10(ii) liefert dann, dass [Staby,p)(5) : DCe(D)], = 1.

Sei umgekehrt 3 ein Block von DCg(D) mit Defektgruppe D so dass [Stabn,p)(5) :
DC¢(D))] nicht durch p teilbar ist. Dann ist b := V¢(P) definiert und nach Satz 17.10(iii)
der einzige Block von Ng(D), der § tiberdeckt. Weiter gilt mit 17.10(ii) und (iv), dass
[6(b) : D] = [Stabn,(p)(3) : DCq(D)], =1, also 6(b) = D. O
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IV. Blocke mit zyklischer Defektgruppe.

Generalvoraussetzung: G endliche Gruppe, (K, R, F') ein p-modulares Zerfallungssystem fiir
alle Untergruppen von G.

18 Brauer-Baum Algebren.

Definition 18.1 FEin Brauer-Baum T' besteht aus einem zusammenhdngenden endlichen un-
gerichteten kreisfreien planar eingebetteten Graphen T, bei dem einer Ecke v.,, dem soge-
nannten Ausnahmevertex, eine Vielfachheit m(ve,) € N zugeordnet ist.

Interpretation: Kanten entsprechen den einfachen F'G-Moduln in einem Block B von RG,
Ecken den einfachen KG-Moduln in B (der Ausnahmevertex entspricht dabei m(ve,) vielen
einfachen K G-Moduln). Die von einer Ecke V' ausgehenden Kanten geben die Kompositions-
faktoren von L/7L an, L ein Gitter in V. Jeder Kompositionsfaktor kommt mit Vielfachheit
(0 oder) 1 in L/mL vor. Die Zerlegungszahlen sind also alle 0 oder 1.

Ist S eine Kante und Ps der zu dem einfachen F'G-Modul S gehérende projektiv unzerlegbare
FG-Modul, so erhélt man den Teilmodulverband von Pg wie folgt:

Es ist J(Ps)/soc(Ps) =V & W die direkte Summe von zwei einreihigen FG-Moduln V' und
W, mit eindeutiger Kompositionsreihe deren Faktoren genau den Kanten der beiden Ecken
von S entsprechen, gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen.

(Brauerbaum lokal, Teilmodulverband).

Ist eine der beiden Ecken von S der Ausnahmevertex mit Vielfachheit m, so muss man die
Kanten bei dieser Ecke genau m mal durchlaufen. Insbesondere taucht S in V' dann mit
Vielfachheit m — 1 als Kompositionsfaktor auf.

Definition 18.2 Fine endlich dimensionale F-Algebra A ist eine Brauer-Baum Algebra,
falls die Teilmodulverbdande der projektiv unzerlegbaren A-Moduln entsprechend der obigen
Vorschrift aus einem Brauer-Baum erhalten werden.

Beispiel: SLa(p).

Situation. Sei B ein Block von F'G mit Defektgruppe D = Cyn. Sei N := Ng(D) und b ein
Block von FN mid b% = B. Sei V/ ein Block von DCgq(D), der von b iiberdeckt wird und
I(V') := Staby,p) (V). Dann ist (V)¢ = B und daher §(b') = §(b) = D. Nach Satz 17.11 ist
dann der Tragheitsindex e := [[(b') : DC(D)] von B nicht durch p teilbar. Es gilt aber

¢ | [Na(D) : Ca(D)] | | Aut(D)| = (p— 1)p"~"

also gilt e | (p—1). Sei weiter D; = C,, < D und N; := Ng(D;) > N und b; = b™. Dann ist
5(b) = D und b9 = b¢ = B.

In diesem Kapitel wollen wir die folgenden beiden Sétze beweisen:
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Satz 18.3 Der Block by ist eine Brauer-Baum Algebra fiir einen Stern mit Ausnahmevertex

in der Mitte und e davon ausgehende Kanten. Die Vielfachheit m(ve,) = pne_1.

Satz 18.4 Der Block B (wie oben) ist eine Brauer-Baum Algebra fir einen Baum T mit e
Kanten und Vielfachheit m(ve,) = 2.

e

Beispiel: SLy(p) n=1,e = ’%1, m = 2. mit Zerlegungsmatrix .

Gleiches fiir C), : Cp,—1: Moduln und Zerlegungsmatrix und Brauerbaum.

Satz 18.5 Die Greenkorrespondenz liefert eine Bijektion zwischen den Isomorphismenklas-
sen von unzerlegbaren nicht projektiven Moduln in B und solchen in by. Ist U ein B-Modul,
V = f(U) ein by-Modul, so ist

Uy, =VaoWw, Vi=UaQ

wo @ ein projektiver FG-Modul ist und W eine direkte Summe von projektiven F Ny-Modul
und solchen F'Ni-Moduln, die nicht zum Block by gehdren.

Beweis. Wir benutzen die Greenkorrespondenz f = f(G, D, Ny) (beachte Ng(D) < Ni) und
miissen dazu die Mengen X(G, D, N;) :=={P < DNDY|ge G— N} und Y(G,D,N;) :=
{P< N,NDY|ge G— Ny} bestimmen. Ist g ¢ Ny, so ist DN DY < D eine Untergruppe
von D, die nicht D; enthélt. Also D N DY = {1} und somit X = {1}. Ebenso findet man,
dass die Gruppen in ) Untergruppen von N; sind, die entweder = {1} oder nicht in N; zu
einer Untergruppe von D konjugiert sind. Da jeder unzerlegbare Modul in b; einen vertex
<n, D hat folgt aus der Greenkorrespondenz

Uy, =V @0), VE=UaO0({1})

die Behauptung. O

19 Die Struktur von b;.

Sei 3 ein Block von C) := Cg(D;) < Ny, der von by iiberdeckt wird. Dann ist ﬁfvl =
und daher 6(8;) < D = §(by). Weiter ist (b1)c,xc, = @D, 8" wo t; eine Transversale von
I := Staby, (1) in Ny durchliuft.

Lemma 19.1 Fs gibt solch einen Block (31 mit (1) = D = d(by).
Beweis. Nach Lemma 13.1 angewandt auf den F'(N; x N;)-Modul V' = b; gibt es einen unzer-
legbaren F'(C} x Cy)-Modul W | Vi¢, x¢, mit va(W) = vaz(V) = A(D). Da die unzerlegbaren

Summanden von (b1)c, xc, alle konjugiert sind, haben sie auch alle konjugierte vertices und
wir kénnen ein 3 auswihlen mit 6(5;) =¢, D. O

Lemma 19.2 Fir den Trigheitsindex von 3y gilt e((1) = 1.
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Beweis. Es ist D = §(8;). Sei X der Block von Ng, (D) = Ng(D) N Cy mit X9 = 3
der Brauerkorrespondent von 3; und z ein Block von Cg(D), der von X iiberdeckt wird
(zNerP) = X 2 = ). Dann ist §(z) = 6(X) = D, da D in beiden Gruppen normal
ist und die Defektgruppen in §(3;) = D liegen. Weiter ist (31) = Staby, (p)(z) und €’ :=
[I(51) : Cq(D)] der Triigheitsindex von 3. Esist ¢’ | [Ng, (D) : Cq(D)] | p*~!, da | Aut(D)|

p"'(p—1) und der Zentralisator von D; in Aut(D) Ordnung p™~* hat. Nach Satz 17.10 (ii
und 17.11 gilt aber pfe’ (da 6(B) = D), also ist ¢/ = 1.

0=

Lemma 19.3 |IBr(5;)| = 1.

Beweis. Wir beweisen Satz 18.4 durch Induktion iiber die Ordnung von D. Betrachte den
Block 3, von C/D;. Dieser hat Defektgruppe D/D;, ist also entweder von Defekt 0 und
hat daher nur einen einfachen Modul. Im allgemeinen ist N¢,/p,(D/D1) @ Ce,/p,(D/Dy)
eine p-Potenz und daher e(3;) = 1. Nach Induktionsvoraussetzung gilt Satz 18.4 fiir 3; und
daher hat dieser Block nur einen einfachen Modul. Jeder einfache F'C';-Modul hat aber D,
im Kern, also haben 3, und (3; die gleichen einfachen Moduln. U

Satz 19.4 Sei A eine endlichdimensionale F-Algebra mit F=Zerfillungskorper fir A so
dass

(a) A hat nur endlich viele unzerlegbare Moduln.

(b) A hat nur einen einfachen Modul.

Dann ist A eine Brauer-Baum Algebra.

Beweis. Sei S der einfache A-Modul und P der zugehorige PIM. Ist P = S (also J(P) = 0),
dann ist A halbeinfach, also A = F4*? d = dim(9S) eine Brauerbaumalgebra.

Sei nun M := J(P) # 0. Dann ist M/J(A)M = @" S. Ist n = 1 so werden wir sehen, dass
A eine Brauer-Baum Algebra ist und n > 1 zu einem Widerspruch fiihren.

Sei zundchst n = 1. Dann ist M ein epimorphes Bild von P und auch J(M)/J*(M) ein
epimorphes Bild von J(P)/J*(P) = M/J(M) also entweder 0 oder = S. Dieses Argument
liefert, dass die Teilmoduln von P eine Kette bilden (P ist einreihig). Ist m die Kompositi-
onslidnge von P (dim(P) = dm), so ist A eine Brauerbaumalgebra fiir einen Baum mit einer
Kante und Vielfachheit m — 1.

Ende am 23.1.

Sei jetzt n > 1 und setze A := A/J?(A). Wir wollen zeigen, dass A unendlich viele unzer-
legbare Moduln hat. (Diese sind dann auch A-Moduln, ein Widerspruch zu Voraussetzung
(a).) Sei Q := P/J*(P) der projektiv unzerlegbare A-Modul. Dann ist A = @Q. Sei
E :=End4(Q). Schreibe J(Q) = S1 @ ... 8 S, und sei ¢; ein A-Endomorphismus von ) mit
Bild S; und Kern J(Q).

Beh.: (idg, ¢1, ..., ¢n) ist eine F-Basis von E.

Eistlokal, E = Fidg @J(E). Daher gentigt es zu zeigen, dass (g1, . . . , ¢p) linear unabhéngig
sind und dim(J(E)) = n. Die lineare Unabhéngigkeit der ¢; folgt aus der Direktheit der
Summe ihrer Bilder. Weiter ist

dim(J(F)) = dim(Homa(Q, J(Q)) = dim(Hom4 (S, 51 & ... ® S,,)) = n.
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Wir konstruieren jetzt unzerlegbare E-Moduln beliebig grofler Dimension: Sei dazu V;,, der
2m-~dimensionale F-Vektorraum mit Basis (v1, ..., U, w1, ... wy) und X € End(V,,) : v; —
wi,w; — 0, Y € End(V,,,) : v — wig1, v — 0,w; — 0. Dann gilt X? =Y?2 = XY =YX =
0 und die Abbildung ¢1 — X, @2 — Y, ¢; — 0 (j > 3) macht V,, zu einem E-Modul. Es ist

a; ag as ... Ay,
A C 0 a1 ay ... Qu-1
0O 0 ... 0 a

(Ubung) _ein lokaler Ring und daher V;,, unzerlegbar. B
Nun ist A & End+(A) und Endx(A4)? = EF¥>? da A = Q7 Also hat auch A unendlich
viele unzerlegbare Moduln, ein Widerspruch. 0

Satz 19.5 () ist eine Brauer-Baum Algebra fiir einen Baum mit einer Kante und Vielfach-
heit p™ — 1.

Beweis. Da f3; als Block mit zyklischer Defektgruppe nur endlich viele unzerlegbare Moduln
hat (siehe Folgerung 12.14), miissen wir nur noch zeigen, dass der PIM in 3; die Kompo-
sitionslange p™ = |D| hat. Dies ist klar, falls n = 0, also ; ein Block vom Defekt 0 ist.
Ansonsten argumentieren wir wieder mit Induktion iiber n. Danach hat der PIM fiir den
Block £, von Cy/D; mit Defektgruppe D/D; die Kompositionslinge p"~'. Dann benutzen
wir das nédchste Lemma:

Lemma 19.6 Sei Q < G ein p-Normalteiler und setze G := G/Q. Sei S ein einfacher FG-
Modul, P der zugehdérige PIM von G und P der zugehdrige PIM von G (beachte S ist auch
ein einfacher G-Modul). Sei r die Radikallinge von FQ (J'(FQ) = 0 und r minimal mit
dieser Figenschaft). Dann hat P eine Kette von Teilmoduln

P=P'>P'>...oP =0

so dass P/ P =2 PR(JHFQ)/JTHFQ)) wobei G auf FQ (und auch auf J(FQ)/JHH(FQ))
durch Konjugation operiert.

Beweis. als Ubung. (s. Alperin, Proposition 18.4) O

Daraus ergibt sich unser Satz, indem wir @ := D; < Z(Cy) und C; := G wéhlen. Die
Radikallange von F'D; ist nach Satz 12.13 gleich p und C} operiert auf F'D; trivial. Also ist
(JY(FDy)/JT(FDy)) 2 F der triviale FC;-Modul und die Kompositionslinge von P ist

gerade die von P multipliziert mit der Radikallinge p von F'D;. 0

Im Rest dieses Abschnitts beweisen wir Satz 18.3 unter Benutzung der Struktur von f;.
Sei dazu N; := Ng(Dy) D Ng(D) (da Dy char D), C; := Cg(D;) D Cg(D) und I, :=
Staby, (f1). Dann ist N;/C isomorph zu einer Untergruppe von Aut(D;) = C,_1, insbeson-
dere also [I; : Cy] | p—1. Da §(f1) = D und Cg(D) = Cr, (D) C Cy = Cg(Dy), ist By = I
definiert.

Zunéchst streben wir folgenden Satz an:
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Satz 19.7 [ ist eine Brauer Baum Algebra fiir einen Stern mit e Kanten und Ausnahme-
vertex in der Mitte mit Vielfachheit (p" — 1)/e.

Lemma 19.8 |[; : (4| =e.

Beweis. Sei v der Block von N¢, (D) = N N Cy der in Brauerkorrespondenz zu f3; steht, d.h.
7€t = B, und §(7) = D. Ist nun 3 ein Block von Cg(D) mit fV¥e1(P) =~ so iiberdeckt y den
Block 8 und D < 6(3) < §() = D also hat auch 3 die Defektgruppe D. Weiter ist 3¢ = B,
da pNer(P) = ~ A = B und B¢ = B. Ist I := Stabn,(p)(8), so ist der Tragheitsindex
von B definiert als e := [I : Cg(D)] nicht durch p teilbar. Wollen zeigen: I, /Cy = I/Cq(D).
Dazu geniigt es nach dem 1. Isomorphiesatz zu zeigen, dass I N Cy = Cg(D) und IC) = I4.
Denn dann ist
L/C,=1C/Cy=1/(INCY) =1/Cq(D).

Nun ist I < Ng(D) und (Ng(D)NC4)/Cq(D) eine p-Gruppe. Also ist auch (I NC4)/Cq(D)
eine p-Gruppe die auf der anderen Seite eine Untergruppe der p’-Gruppe I/Cq(D) ist. Also
ist IN Cl = Cg(D)

Zeigen jetzt ICy = I;. Da 3y = 3 folgt I = Staby,(p)(3) C I1 = Staby,(p,)(61). Also gilt
IC) C I;. Seinun z € [;. Dann ist 8f = 1 und daher ist D* auch eine Defektgruppe von (3.
Die Defektgruppen von (3; sind aber alle in C; konjugiert, also gibt es z € C mit D* = D>,
Also ist y := 2271 € Ng(D) N I; und es geniigt zu zeigen, dass y € IC.

Es gilt DY = D, 3! = 3, und daher auch ¥ = v, da 7“1 = 3, also ~y der Brauerkorrespondent
von f3; ist (beachte: v ist Block von N¢, (D)). Also permutiert (y) die Bocke von Cg (D), die
von v iiberdeckt werden. Diese sind aber genau die zu # in Ng(D) N C} konjugierten Blocke
von Cg(D). Ng(D) N Cy/Cq(D) ist aber eine p-Gruppe, also ist die Anzahl der Bocke von
Cq(D) die von vy iiberdeckt werden eine p-Potenz. I = Staby,p)(3) ist aber ein Normalteiler
in Ng(D), da Ng(D)/Cq(D) abelsch ist. Also ist I auch der Stabilisator eines jeden Blocks,
der von v tiberdeckt wird. Aus demselben Grund ist (y, Ce(D)) ein Normalteiler in Ng(D)
und daher haben die (y)-Bahnen auf den Blocken die von « iiberdeckt werden alle die gleiche
Lénge. Diese ist also eine p-Potenz, ¢ und es ist y? € I. Nun ist y € I; und [I; : C}] nicht
durch p-teilbar, also ist y?C; = yC; und y € IC}. O

Mit Hilfe von Clifford Theorie (beachte I;/Cy ist zyklisch und pf|I;/C1|) erhdlt man die
folgende Bemerkung.

Bemerkung 19.9 Sei S der einfache Ci-Modul in 1. Dann hat S genau e verschiedene

Fortsetzungen zu einem einfachen Iy Modul. Diese liegen alle in Bl = 1]1.

Lemma 19.10 Ist U ein FI,-Modul in (3, so ist J(U) = J(Ug,).

Beweis. Klar ist J(Ug,) C J(U) da Einschrinkungen von h.e. Moduln auf Normalteiler
wieder h.e. sind. Weiter ist J(Ug¢,) ein I;-Teilmodul, da I; die maxmalen C-Teilmoduln von
Ug, permutiert. Durch Ubergang zu U/J(Ug, ) kénnen wir annehmen, dass U ein 3;-Modul
ist, fiir den die Einschrénkung U, halbeinfach ist. Dann ist Ug, =2 S @ ... & S. Da () die
Defektgruppe von 51 und damit auch den vertex von U enthélt ist U | U, 111 = @ S, Nun
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ist S =S ®pc, FI, = S®p F(I,/C1) = S1 @ ... ® S, halbeinfach, da p)|I,/C;| = e. Also
ist auch Uéll ein halbeinfacher I;-Modul und damit auch jeder direkte Summand. U

Beweis. (von Satz 19.7) Sei P ein PIM in (1. Dann ist P, ein projektiver -Modul mit Kopf
S, also P, = Pg der PIM in (3. Nach Satz 19.5 ist also Pg, einreihig mit Kompositionsldnge
p", also ist mit Lemma 19.10 auch P ein einreihiger /;-Modul mit Kompositionslange p", des-
sen Kompositionsfaktoren einfache Moduln in 3, sind. Sei T = P/J(P), Ty := J(P)/J*(P).
Dann gibt es einen eindimensionalen F'(1;/C)-Modul W, mit Ty = T®@W. Also ist J(P) epi-
morphes Bild von Pr, & P® W und daher J?(P)/J3(P) 2 T®@ W @ W usw. Dadurch erhélt
man alle e einfachen Moduln im Block von 7', da man so alle Kompositionsfaktoren der zu-
gehorigen PIMs bekommt (alle, die man nicht erhélt liegen in einem anderen Block). Ordnet
man die einfachen B}Moduln in der Reihenfolge T'=: T1, TQW =:T5,, TQW QW =:Tj, ....
T, so ist die Kompositionsreihe von P gerade (14,15, T3, ..., 1., 71, Ty, ..., ..., T., T1). Da die
Kompositionslinge von P genau p" ist, wird die Folge (1%,7s,T5,...,T.) dabei (p" —1)/e
mal wiederholt. Also ist §; eine Brauerbaumalgebra fiir einen Stern mit Ausnahmevertex in
der Mitte und Vielfachheit (p" — 1)/e. O

Lemma 19.11 Sind V, V; (i = 1,2) drei B1-Moduln, so ist VN ein by-Modul und jeder
by-Modul ist von dieser Form. Weiter ist Homp, (Vi, Va) = Homy, (V™ Vi),

Beweis. Sei g1 = 1, ga,... g, ein Vertretersystem von I; in N; und setze 3; = 3{". Sei V ein
B1-Modul. Dann ist Vg, ein $;-Modul und

VMo 2 (Veg)a®...2Veg)a

wobei V ® g; in f3; liegt. Also liegt jeder unzerlegbare Summand von V™ in einem Block der
eins der 3; iberdeckt. Da C(D) C C} ist aber by der einzige Block von Nj, der 31 (und alle
konjugierten Blocke 3;) iiberdeckt, also liegt V™ in b;.

Ist umgekehrt W ein b;-Modul, so ist

W01 = é W@gi = é V9
=1 =1

wo V :=Weg,. Da I den Block 3, stabilisiert, ist V' ein /;-Teilmodul von W der in 51 liegt
(da die Einschrénkung auf C} in 4 liegt). Da die Idempotente eg, alle in V; konjugiert sind,
ist dim(Weg,) = dim(Weg,) fiir alle i. Insbesondere ist dim(W) = dim(V"*) = rdim(V)
und W = VIJIV L

Ist ¢ € Homy, (V4,V3), so ist o™ € Homp, (V{™, V¥) definiert durch 3 (v; ® i)™ =
S (v5)pgi. Die Abbildung ¢ — ¢™ ist injektiv, wie man durch Einschriinken auf V; ® g, = V}
sieht. Es geniigt also, die Dimensionen der beiden F-Vektorrdume zu vergleichen. Nach
Frobenius-Nakayama Reziprozitét ist

Homy, (‘/1va VZNl) = Homy, (<V1Nl>117 Vé) = Homy, ((VlNl)GBN ‘/2)

da V5 in Bl liegt. Da aber fiir ¢ > 2 der C-Modul V; ® ¢; in dem Block j; liegt, der nicht
von f3; iiberdeckt wird, gilt (V,"")e 5 =V O
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Lemma 19.12 Seien U, V,W, V1, Vs fiinf $1-Moduln, ¢ € End;, (V), ¢ € Homy, (Vi, Va).
(1) ¢ =id & ™ =id.
(2) 4 ist injektiv (surjektiv) genau dann wenn YN injektiv (surjektiv) ist.
(3) V ist einfach (halbeinfach, projektiv), genau dann wenn VN einfach (halbeinfach, pro-
jektiv) ist.
(4) Eine Sequenz
0-USV LW =0

von I1-Moduln in 61 st exakt, genau dann wenn die Sequenz

Ny Ny
0-UM S yM L w0

von Ny-Moduln in by exakt ist.
(5) J(VN) = J(V)N und (V/J(V)N = VMgV,

Beweis. (1) und (2) folgen direkt aus der Konstruktion von 1. )

(3) V ist einfach genau dann, wenn jeder Homomorphismus # 0 von einem (3;-Modul nach V/
surjektiv ist. Also ergibt sich die Korrespondenz der einfachen Moduln mit (2) und Lemma
19.11.

Ist V = 514...85, halbeinfach, so gibt es [;-Homomorphismen \; : S; — V und 7; : V — S
mit

)\iﬂ-i = 1dSl und Z 7Ti)\i = 1dV .
Dann ist mit (1) auch

AT =idgny und Y mVAN = idyw,
7
%

also Vi = SM @ .. @ SN halbeinfach.

Ist umgekehrt VN = Ty @ ... @ T,, halbeinfach, so sind die 7; von der Form SZ-N ! nach
Lemma 19.11 wobei die S; einfache I;-Moduln sind. Die Ni-Homomorphismen A\, : T; — VM
und 7 : VM — T; = SM sind nach Lemma 19.11 von der Form A bzw. "' fiir I;-
Homomorphismen \; : S; — V und 7; : V' — S;. Wegen Teil (1) gilt auch A\;m; = idg, und
> mA; = idy und daher V = €, S;.

Zu den projektiven Moduln: Sei V™ ein projektiver N;-Modul und seien U, W zwei I;-
Moduln, 4 : U — W ein Epimorphismus, v : V. — W ein Homomorphismus. Miissen
p: V — U konstruieren mit pd = ~. Es ist aber 6™ : UM — WM ein Epimorphismus, v :
VN — WM ein Homomorphismus. Also gibt es nach Voraussetzung einen Homomorphismus
o VN — UM mit p/6™M = M. Nach Lemma 19.11 ist p’ von der Form p™* und daher
(pd)N = 4N Also auch pd = v nach Lemma 19.11. Ebenso ist V™ projektiv, falls V
projektiv ist.

(4) Folgt aus (2).

(5) Die keS. 0 — J(V) = V — V/J(V) — 0 liefert eine k.e.S. von Ny-Moduln 0 —
J(V)N - VM — (V/J(V))M — 0. Danach (3) (V/J(V))™ h.e. ist, folgt daraus J(V)N D
J(V).

Jedes epimorphe Bild von V™ ist von der Form (V/U)™ fiir einen I;-Teilmodul U von V/
nach (2) und Lemma 19.11. Insbesondere ist V™ /J(VN) = (V/U)M fiir einen I;-Teilmodul
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U von V mit h.e. Faktormodul. Also U D J(V) und daher ist die Kompositionsldnge von
VN[ J (V) Kleiner oder gleich der von V/J(V) also der von VN / J(V)N. Da aber J(V™) C
J(V)M gilt die Gleichheit J(V™N) = J(V)N1. O

Beweis. (von Satz 18.3) Seien T7,...,T, die einfachen Bi-Moduln mit zugehdrigen PIMs
Py,...,P.. Dann sind T, ... TN die einfachen b;-Moduln. Weiter ist fiir j € {1,...,e}
der induzierter Modul PjN ' ein projektiver N;-Modul mit Kopf 7} also der zugehdrige PIM
in b;. Ordnet man die 7; so dass die Kompositionsreihe von P; die Faktoren (75,741, .. .)
hat (Indizes modulo e zu lesen), so hat PjN ! die Kompositionsreihe (TJN ' 7}%1, ...). Also ist
b, eine Brauer Baum Algebra fiir einen Stern wie in Satz 18.3 behauptet. O

Als Ubung zeigen Sie:

Satz 19.13 Ist A eine F-Algebra fiir die alle projektiv unzerlegbaren und alle injektiv un-
zerlegbaren Moduln einreihig sind, so ist jeder unzerlegbare A-Modul einreihig (und somit ein
epimorphes eine PIMs).

Zum Beweis vergl. Feit, [.16.14.
Daraus ergibt sich direkt:

Folgerung 19.14 Der Block by hat genau ep™ Isomorphicklassen unzerlegbarer Moduln.

20 Projektive Homomorphismen und der Heller Ope-
rator.

In diesem Abschnitt sei G eine beliebige endliche Gruppe und F' Zerfallungskorper fiir alle
Untergruppen von G.

Definition 20.1 (i) Ein FG-Homomorphismus ¢ : U — V heifit projektiv, falls es einen
projektiven FG-Modul P und Homomorphismen ¢ : U — P, £ : P — V' gibt mit Y& = .
(i) Die Menge aller projektiven Homomorphismen von U nach V' bildet einen Teilraum T
von Hompg(U, V). Sei Hompg(U, V) := Hompq(U,V)/T.

(iii) Ist U ein FG-Modul und P ein projektiver FG-Modul mit P/J(P) = U/J(U), so heifit
P eine projektive Decke von U, P = P(U).

(iv) Es gibt also einen Epimorphismus ¢ : P(U) — U. Bezeichne Q(U) = ker(p). Dann
heifit Q0 der Heller Operator.

(v) Ein injektiver (=projektiver) FG-Modul I = I(U) heifst injektive Hiille von U, falls
soc(I) = soc(U). Dann gibt es einen Monomorphismus U — I. Sei Q=Y (U) der Cokern
dieser Monomorphismus.

Bemerkung 20.2 Wir haben die k.e.S.

0—-QU)—-PU)—U—0
0—-U—-IU)—- QY U)—0
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Bemerkung 20.3 Ist () eine projektive Decke von V, ¢ : Q — V ein zugehiriger Epi-
morphismus und P ein projektiver F'G-Modul mit Epimorphismus 1 : P — V', so gibt es
einen Homomorphismus p : P — Q mit pp = . Weiter ist P = Q® ker(p) mit Q~Q.
Insbesondere ist die projektive Decke von V' bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Ebenso
ist auch Q(V') bis auf Isomorphie eindeutig und gleiches gilt fir [(V) und Q= (V).

Lemma 20.4 Sei o : U — V' ein projektiver Homomorphismus. Ist a surjektiv (injektiv),
so hat U (V') einen projektiven Summanden # 0.

Beweis. Es gibt einen projektiven F'G-Modul P mit a« = pr wo p: U — P,m: P — V. Sei
zunéchst a surjektiv. Dann ist 7 surjektiv und (EP = P(V'). Dann ist aber P = Up + J(P)
also P = Up und U hat einen direkten Summanden (Up) isomorph zu P. Die Aussage fiir
injektives a erhidlt man durch Dualisieren (oder Benutzung der injektiven Hiille). O

Bemerkung 20.5 Ein FG-Modul U heifst projektivfrei, falls U keinen projektiven Sum-
manden # 0 hat. Jeder FG-Modul U lisst sich bis auf Isomorphie eindeutig schreiben als
U=Q%U)® P mit P projektiv und Q°(U) projektivfre.

Lemma 20.6 Ist U ein FG-Modul, so ist Q(Q1(U)) =2 Q°(U) = Q" Y(Q(U)).
Beweis. Sei V := Q°(U), also U = V & P mit projektivem P. Dann ist Q(P) = Q~'(P) =0,
also QU) = Q(V) und Q7 H(U) = Q7 1(V) und es geniigt
(V) =V =QTH(Q(V))
(

zu zeigen. Nun ist [(V) projektiv und I(V) — Q7 (V) ein Epimorphismus mit projektiv-
freiem Kern V. Also ist V = Q(Q~1(V)) und ebenso erhiilt man V = Q7 1(Q(V)). O

Satz 20.7 Seien Uy, Us, V unzerlegbare nicht projektive FG-Moduln.
(1) QUV') ist unzerlegbar und nicht projektiv.
(2) Q(Uh) = Q(Uz) = Uy = Us.
(3) Es gibt einen unzerlegbaren nicht projektiven FG-Modul U mit Q(U) = V.
Beweis. Q(V) ist projektivirei, da

QQ(V) = TH(Q(V))) = QQQH(V)) = U (V) = (V)
da V' projektivirei ist. Ist Q(V) = Wy & W, zerlegbar, so ist

V=)o (Q(V) 2o (W) e QT (W)

ein Widerspruch, also folgt (1).
Ist Q(U;) = Q(Us), so auch

Uy = 000) 2 07 () = 07 (O(U) = 9(U:) = Uy
Also ergibt sich (2).
Wie in (1) folgt auch Q~!(V) =: U unzerlegbar und Q(U) 2 Q(Q~1(V)) =2 Q°(V)=V. O
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Lemma 20.8 Sind U und V' zwei FG-Moduln, so ist Hompg(U, V') = Hompq(Q(U), Q(V)).

Beweis. Ubung. O

Satz 20.9 Sei U ein nicht projektiver unzerlegbarer FG-Modul.
(1) va(U) = vz (QU)).
(2) Ist V' ein Greenkorrespondent von U, so ist Q(V') ein Greenkorrespondent von Q(U).

Beweis. Sei H < G so dass U relativ H-projektiv ist und W ein F H-Modul mit U | W& =
U @ X. Dann liefert die k.e.S.

0—-QW)—PW)—=W —0
eine k.e.S.
0— QW)Y — P(W)Y - WY 0.

Da P(W)% ein projektiver FG-Modul ist und W = U @ X, folgt P(W)¢ = PU & PX & Q
mit projektivem Q. Also ist Q(U) ein direkter Summand von Q(W)% und daher relativ
H-porjektiv. Analoges gilt fiir 27! und daher ist U relativ H-projektiv = Q(U) relativ H-
projektiv = U = Q71 (Q(U)) relativ H-projektiv. Damit folgt (1)

Ende am 30.1.07

(2)Sei R=wvz(U), R < Q < Gmit |Q| =p*und Ng(Q) < H < G.Dannist f := f(G, R, H)
definiert und der Greenkorrespondent V' = f(U) ein F'H-Modul mit vertex R. Dann sind
auch Q(U) und (V) unzerlegbar und haben vertex R. Also geniigt es zu zeigen, dass Q(V)
ein direkter Summand von Q(U)y ist.

0—-QU)—PU)—U—0

liefert

Wie eben folgt dann P(U)y = P(V) @ P(X) @ M und daher Q(V) | Q(U)g. O

21 Die Struktur von B.

Zuriick zur Situation des zyklischen Defekts.

In Satz 18.5 haben wir gesehen, dass die Greenkorrespondenz eine Bijektion zwischen den
Isomorphismenklassen von unzerlegbaren nicht projektiven Moduln in B und solchen in b,
liefert. Ist U ein B-Modul, V' = f(U) ein b;-Modul, so ist

Uy, =VoWw, Vi=UaQ

wo ( ein projektiver F'G-Modul ist und W eine direkte Summe von projektiven F'N{-Modul
und solchen F'N;-Moduln, die nicht zum Block b; gehoren.

Dies iibertragt sich auch auf die Homomorphismenridume modulo projektiven:
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Satz 21.1 Seien U, Uy nicht projektive unzerlegbare G-Moduln im Block B, V = f(U),
Vi = f(Uy) die Greenkorrespondenten (im Block by ). Dann gilt

HOIan(U, Ul) = I’IOI"IlFN1 (V, ‘/1)

Beweis. Es ist
Vi=UaQ, ()y, =VieW,

wie in Satz 18.5. Es ist

!

HOH’lpg(U, Ul) = HOIIlpg(U ) Q, U1> = HOmpg(VG, Ul) =
Hompy, (V, (Ur)n,) = Hompy, (V, V1 @ W1) = Hompy, (V, V1)

da W; aus projektiven Moduln und Moduln nicht in b; besteht. Bleibt zu zeigen, dass
Hompq (VY Uy) = Hompy, (V, (Uy)n,) Nach Frobenius-Nakayama Reziprozitit kennen wir
einen expliziten Isomorphismus Hompy, (V, (Uy)y,) = Hompg(VE UL) ¢ — @ @ > (v; ®
g:) — > vipg; dessen Umkehrabbildung die Einschréankung ist. Wir miissen zeigen, dass
dabei projektive Homomorphismen auf projektive gehen. Dies ist ganz allgemein richtig: Ist
Y € Hompg(VE, Uy) projektiv, so faktorisiert auch die Einschrinkung Y|y liber denselben
projektiven Modul. Sei umgekehrt ¢ € Hompn, (V, (Uy)y,) mit o = ay,a:V - Q,v: Q —
(U1)n, und @ ein projektiver F'N;-Modul. Sind a% : V¢ — Q% : S (v; @ ;) — Y. v;a ® g
und 7 : Q¢ — U, die entsprechend fortgesetzten FG-Modul Homomorphismen, dann ist
a%y = ¢. Da auch Q¢ ein projektiver FG-Modul ist, ist auch ¢ projektiv. 0J

Seien Vj, ..., V,_; die einfachen b;-Moduln in der Reihenfolge wie sie im Brauer-Stern von
by vorkommen (bis auf zyklische Vertauschung eindeutig bestimmt). Sei V;; der Quotient des
PIMs von V; mit Kompositionslange j (1 < j < q), also V;; = Vj, Vj, projektiv. Dann ist
V;; einreihig mit Kompositionsfaktoren (V;, Vi1, ..., Viyj—1) wobei die Indizes modulo e zu
lesen sind. Die Moduln {V;; | 0 < ¢ < e—1,1 < j < ¢} sind genau die eq unzerlegbaren
Moduln im Block b;. Fiir den Heller-Operator gilt:

Q(Vzt) = ker(%q — Vz’t) = V;+t,q7t~

Satz 21.2 In B liegen genau e einfache Moduln, Sy, ..., S._1. Jeder der einfachen by Moduln
V; ist Quotient des Greenkorrespondenten T; := f(S;) von genau einem einfachen B-Modul
S;. Jeder der einfachen by Moduln ist Teilmodul des Greenkorrespondenten von genau einem
einfachen B-Modul, d.h. es gibt eine Permutation m mit Vi) = soc(T;).

Beweis. Sind 7' = f(S) und 77 = f(S") Greenkorrespondenten von zwei verschiedenen ein-
fachen B-Moduln S % S, so gilt nach Satz 21.1 dass Hom(T,7") = Hom(S, S’) = 0. Ange-
nommen V; ist Quotient von beiden unzerlegbaren Moduln 7" und 7”. Dann gibt es s, ¢ mit
T=2V,,und T" = V. (E s > t. Dann ist aber T ein epimorphes Bild von 7”. Da T und
T’ unzerlegbar und nicht projektiv sind darf nach Lemma 20.4 dieser Epimorphismus nicht
iiber einen projektiven faktorisieren, ein Widerspruch zu Hom(T,7") = Hom(S, S") = 0.
Ebenso zeigt man, dass die Sockel von T" und 7" nicht isomorph sind.

Sei nun U; = f~}(V;) der Greenkorrespondent von V;. Dann ist U; ein unzerlegbarer B-
Modul. Ist S ein einfacher B-Modul mit Hom(S, U;) # 0, so gilt nach Lemma 20.4 auch
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Hom(S, U;) # 0, da die nichttrivialen Homomorphismen S — U; injektiv sind und U; nicht
projektiver unzerlegbarer B-Modul. Also auch Hom(f(S),V;) # 0 und jeder einfache b;-
Modul kommt als Quotient eines Greenkorrespondenten vor. Analoges erhélt man fiir den
Sockel. O

Bemerkung 21.3 FEsistdim(Hompy, (73,7;)) = dimpg(Hom(S;, S;)) = dim(Hompq(S;, S;)) =
8ij-

Lemma 21.4 Ist 0 # § € Hompp, (Vis, Vji), so ist 6 genau dann projektiv, wenn die Kom-
positionslinge [(Vis0) < s+t —q.

Beweis. Sei YV := V;;0 < Vj; das Bild von 6 und r := [(Y) die Kompositionslénge. Die
projektive Decke von Vj; ist Vj,. Sei ¢ ein Epimorphismus von Vj, auf Vj; und X = Y
das volle Urbild von Y. Dann ist [(V},/X) = 1(V;;/Y) =t —r und daher {(X) =q¢—t+7
und X/J(X) =V, also X =V, ,_4qy.

Nun ist 6 projektiv genau dann wenn es einen Homomorphismus p : Vi — Vj, gibt, mit
6 = pp. Dann ist V;;p = X, also 6 projektiv, genau dann, wenn X Bild von Vj, ist, also
genau dann wenn s > g — t + r. (Bildchen !) O

Lemma 21.5 FEin unzerlegbarer by-Modul V' heisse kurz, falls (V') < e und lang, falls (V') >
qg—e. Dann gilt fiir die Greenkorrespondenten T; der einfachen B-Moduln S;, dassT; entweder
lang oder kurz ist.

Beweis. (E ¢ > 2e. Ist ¢/2 > I(T;) > e, so sind die ersten e + 1 Kompositionsfaktoren von T;
gleich (V;, Viy1,..., Vize = Vi). Insbesondere hat T; einen Endomorphismus # 0, dessen Bild
ein echter Teilmodul von T; ist. Mit Lemma 21.4 ist dies ist ein Widerspruch zu

Endpy, (T;) = Hompy, (T3, T;) = Hompq(S;, S;) = Hompq(S;, S;) = F.

Sei nun ¢/2 < [(T;) < ¢ —e. Dann ist e < I((T})) = ¢ — (T}) < ¢/2 und wie eben erhalten
wir, dass Hom(Q(T;), (T;)) Dimension > 2 hat. Wegen Lemma 20.8 ergibt sich dann auch
dim(Hom(7;,T;)) = dim(Hom(Q(T;),(T;))) > 2, ein Widerspruch zu Bemerkung 21.3.

O

Lemma 21.6 Ist V' ein unzerlegbarer bi-Modul, der entweder kurz oder lang ist, und W
ein beliebiger unzerlegbarer bi-Modul, dann haben die folgenden 4 Vektorrdume entweder
Dimension 1 oder 0:

Hompgy, (V, W), Hompgy, (W, V), Homgy, (2(V), W), Hompgy, (W, Q(V))

Beweis. Ist V kurz, dann kommt in V' jeder einfache b;-Modul héchstens mit Vielfachheit 1 als
Kompositionsfaktor vor. Sei V/J(V) = V;. Kommt V; nicht als Kompositionsfaktor von W
vor, dann ist Hompy, (V, W) = 0. Sonst hat W genau einen Teilmodul Y mit Y/J(Y) = V;
so dass Y kurz ist und Hompy, (V, W) = Hompp, (V,Y) = F. Ebenso erhdlt man, dass
Hompgy, (W, V') Dimension 1 oder 0 hat, da das Bild eines solchen Homomorphismus # 0 ein
Teilmodul von V' ist, dessen Kopf = W/J(W) ist.

Ist V lang, so ist Q(V) kurz, da [(Q(V)) = ¢—1(V). Also ist Hom(Q(V), Q(W)) = Hom(V, W)

von Dimension 1 oder 0. ]
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Satz 21.7 Ist U ein unzerlegbarer B-Modul, dann sind soc(U) und U/J(U) wvielfachheiten-
frei.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass Hompq(S;, U) und Hompe (U, S;) Dimension 0 oder 1 haben
fiir alle einfachen F'G-Moduln S;.

Die Behauptung ist klar fiir projektiv unzerlegbare B-Moduln. Sei also (E U nicht projektiv
und V' sein Greenkorrespondent im Block b;. Dann ist mit Lemma 20.4 Hompg(S;,U) =
Hompq(S;, U) und Hompg(U, S;) = Hompg (U, S;). Also gilt mit Satz 21.1 fiir den Green-
korrespondenten T; von S;:

HOIHF(;(SZ‘, U) = HOIHF(;(SZ‘, U) = I’IOIHFN1 (T‘Z, V)
Hompg(U, Sz) = Hompg(U, Sz) = I’IOHlFN1 (V,T‘Z)

Die beiden letzten Rdume haben aber Dimension 0 oder 1, da 7; entweder kurz oder lang

ist. O

Folgerung 21.8 Ist U ein nicht-projektiver unzerlegbarer B-Modul und S; ein einfacher
B-Modul, so gibt es bis auf Isomorphie hochstens eine nichtzerfallende exakte Sequenz

0—=S—-M-—=U—0.
Diese existiert genau dann wenn
HomFNl(Q(V%T’j) 7& 0

ist, wo V und T die Greenkorrespondenten von U und S; sind.

Beweis. Wir haben das folgende kommutative Diagramm

0 — QU) % PU) ™ U — 0
) vl id |
A

0 — Sj—>Ml>U—>O

wobei die untere die gegebene nichtzerfallende k.e.S. sei. Es gilt namlich S = A(S;) <

J(M) da sonst S ein direkter Summand von M wire. Also liefert 7 einen Isomorphismus

M/J(M) = U/J(U) und daher ist y surjektiv. Die Existenz von ¢ folgt dann. Wegen Satz 21.7

hat Q(U)/J(Q(U)) genau einen Summanden S, also hat Q(U) einen eindeutigen Teilmodul

X =ker(d) mit Q(U)/X = S;. Die gegebene nicht zerfallende k.e.S. ist also isomorph zu
0— QU)X XN PU)/XZBU -0

woraus die Eindeutigkeit folgt. Weiter gibt es eine solche nichtzerfallende Sequenz genau
dann wenn Hom(Q(U), S;) # 0 also genau dann wenn

Hom(Q(U), S;) = Fom(Q(U), S;) = Hom(Q(V), T;) # 0.

Wie in Folgerung 13.9 zeigt man:
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Lemma 21.9 Seien Uy, Uy nicht projektive unzerlegbare B-Moduln und Vi, Vs die zugehéri-
gen Green-Korrespondenten. Dann gibt es eine nicht zerfallende k.e.S.

0—-U; —-U—-U;—0
genau dann wenn es eine nicht zerfallende k.e.S.

gibt, wo V = f(U) @ P fiir einen projektiven Modul P (oder 0) im Block b;.

Satz 21.10 Sei U ein unzerlegbarer nicht projektiver B-Modul mit Green Korrespondenten
Vis. Es gibt genau dann eine nicht-zerfallende k.e.S.

0—-8—-M-—-=U—0
mit unzerlegbarem M wenn entweder

i=m(j) und s+ U(T;) > q
oder
i+s=.junds+1(T;) <q.

Fiir den Greenkorrespondenten V- = f(M) gilt dann entsprechend V =0, falls s +1(T}) = q,
V2Vt —q = Va1@)s41m)—q» falls s + 1(Tj) > q und V = Vi o yyry), falls s +1(T5) < q.

Beweis. Nach Lemma 21.9 ist
0—S8—-M-—=U—0

nicht zerfallend, genau dann wenn
0= T = Viury) = L —Vis =0

nicht zerfallt. Ist M projektiv, so haben wir das gleiche Resultat, nur dass dann L = V; , auch
projektiv ist. In dem Fall ist s +1(7};) = ¢ und j =, i+ s wie man an der Kompositionsreihe
von V;, abliest. Ist [(T}) +s < g, so ist L = f(M) nicht projektiv und unzerlegbar. Also
L =V, s1yr,) und ebenfalls j =. i + s.

Ende am 2.2.07

Sei jetzt I(L) = s+ I(T;) > ¢, dann ist L = f(M) & P mit projektivem P. Da L eine
Erweiterung von zwei Moduln mit Kopf V; und Vj ist, und L/J(L) nicht einfach ist, gilt
L/J(L)=V;®V; und daher P =Vj, oder P =V,,.

Beh. P =V, ,. Angenommen P = V;, mit j # ¢ und L = L; @ P. L hat einen Teilmodul
T = T; = Viyr,)- Das Bild der Projektion von T auf P ist aus Dimensionsgriinden nicht
gleich P, liegt also in J(P) und daher kann 7'/J(T') nicht zu L/J(L) beitragen.

Also wissen wir, dass L = Vj . y1)—g © Vig und daher soc(L) = Vi yr)—q-1 © Vi. Da
soc(T;) = Vi) < soc(L) ist, geniigt es zu zeigen, dass TN P # 0 ist. Angenommen,
TNP=0,dann ist [(T) <I(Ly) und daher I(V;s) > I(P) = ¢ ein Widerspruch. Daher gilt
n(j) = i.

Ist s+1(7T;) < gundi+s =, j, so liefert L = Vi,s+u;) eine nichtzerfallende Erweiterung von
T; und V.
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Sei nun s+((7}) > qund i = 7(j). Dann setzen wir L := V; ;@ V] o4i(1;)—q- Dann ist soc(T};) =
Vi und V;, hat genau einen Teilmodul W mit W = T;. Nun ist die Kompositionsldnge
I(Ty) = (W) > I(T}) + s — q, also gibt es einen Epimorphismus ¢ : W — Vj «1i(1,)—q. Setze
T:={(w,wp) |we W} < L:=V,,®Vjsur)-q Dann ist T = T; und der Kopf von L/T
ist isomorph zu V;. Da L/T Kompositionsldnge s hat, folgt L/T = V;, und wir haben die
geforderte nichtzerfallende Erweiterung konstruiert. U

[a¥)

Setzt man U = S; in Satz 21.10, so erhélt man, da T; =V, y1,), also soc(T;) = Vijyr,)—1 und
daher i + I(T;) — 1 =, 7 (i)

Bemerkung 21.11 Wie eben seien Ty, ..., T. 1 die Greenkorrespondenten der einfachen
B-Moduln Sy, . .., Se—1 mit Kopf T;/J(T;) = V; und soc(T;) = V). Definieren die Permu-
tationen p = 7w und o durch o(i) = (i) + 1. Fir 0 < 1,5 < e gibt es genau dann eine
nicht zerfallende k.e.S.

0—=8 —=M—=5 —0

wenn entweder j = p(i) und [(T;) + U(T;) > q oder j = o(i) und I(T;) + U(T3) < q. Sei
P, = P(S;) der PIM in B mit Kopf S;.

Damit kénnen wir das Hauptergebnis dieses Abschnitts angehen:

Satz 21.12 J(P))/soc(P;) = W @& W¢ ist direkte Summe von zwei einreihigen Moduln
(eventuell =0) fir die gilt:

(i) Die Kompositionsreihe von W, ist (Syiy, Sp2(i), - - - » Spa(iy) flir ein geeignetes a mit p*+* (i) =
1.

(ii) Die Kompositionsreihe von W ist (S (i), So2(i), - - - » Sov(sy) filr ein geeignetes b mit obti(i) =
)

(1ii) WP und W7 haben keine gemeinsamen Kompositionsfaktoren.

Die dritte Aussage folgt aus Satz 21.7, da jeder Quotient von P; unzerlegbar ist.

Zum Beweis der ersten beiden Aussagen benotigen wir 2 Lemmata:

Lemma 21.13 Sei M ein B-Modul mit genau 3 Kompositionsfaktoren S;,S;, S, so dass
M/ J(M) einfach ist. Dann ist M einreihig, falls [(T;) +1(T;) +1(Ty) < q oder I(T;) +1(T};) +
Z(Tk) > 2q.

Beweis. Angenommen M ist nicht einreihig. Dann ist M/J(M) = S;, J(M) = S; & S, und
M/ S, ist eine nichtzerfallende Erweiterung von S; und S;. Im Fall I(T;) + I(T}) + [(T}) < ¢
gilt dann auch [(T;) +1(7};) < ¢ und daher mit Bemerkung 21.11 j = (7). Analog erhélt man
k = o(i). Da aber die nicht-zerfallende Erweiterung von S; mit S,(;) eindeutig ist, ergibt sich
ein Widerspruch. Eine analoge Argumentation (mit p anstelle von o) ergibt den Beweis im

Fall [(T;) + U(T;) + [(T}) > 2q. O
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Lemma 21.14 (a) Sei U7 der Green-Korrespondent von Vi 1. Dann ist ((U7) =b+1 fir
ein b € N mit o®*1(i) = i und die Kompositionsreihe von U? ist

Si7 So’(i)a SO'Q(i)a e 750'b(i)'

(b) Sei U! der Green-Korrespondent von V). Dann ist [(Uf) = a + 1 fir ein a € N mit
(i) =i und die Kompositionsreihe von U/ ist

Si, Sp(i), Sp2(i), ceey Spa(i).

Beweis. Wir konstruieren zunéchst einen solchen Modul U bzw. U! als sukzessive nicht-
zerfallende Erweiterung der einfachen Moduln S; unter Benutzung von Satz 21.10 und der
Bemerkung 21.11. Danach gibt es eine nichtzerfallende nicht projektive Erweiterung M, mit
Kompositionsreihe (S;, Sy(;y) genau dann wenn sy := I(T;) + [(T,;)) < q. Der Greenkorre-
spondent L; = f(M;) von M; hat dann Kompositionsldnge s; ist also isomorph zu Vg, .
Genau dann gibt es eine nichtzerfallende Erweiterung 0 — So2(;y — My — M; — 0, wenn
51+ 1(Th2;)) < q. Wenn wir so fortfahren konstruieren wir sukzessive unzerlegbare Moduln
Mi,..., M, =:U? wo b maximal ist mit

Z(T;) —+ l(Tg(Z)) + ...+ l(Tab(i)) <q.

Analog argumentiert man fiir p: Es gibt eine nichtzerfallende Erweiterung M; mit Kompo-
sitionsreihe (S;, Sy;)) genau dann wenn sy = I(T;) + I[(T,4)) > g. Der Greenkorrespondent
Ly = f(M;) von M; hat dann Kompositionslédnge s; — ¢ ist also isomorph zu V4, _,. Ge-
nau dann gibt es eine nichtzerfallende Erweiterung 0 — Si2(; — My — M; — 0, wenn
UT;) + UTo6y) — g+ UTh2()) > q. Wenn wir so fortfahren konstruieren wir sukzessive unzer-
legbare Moduln Mj, ..., M, =: U’ wo a maximal ist mit

UT3) + (To@)) + - -+ UThey) — (@ —1)g > q.

Wir zeigen jetzt, dass die Moduln U7 und U/ einreihig sind per Induktion iiber die Kompo-
sitionslénge (b+ 1 bzw. a + 1):
Wir haben eine Kompositionsreihe U7 =: U? > U} > ... > Ul > UM = 0 mit U/ /U =
Syi(iy- UY JU? ist einreihig als nichtzerfallende Erweiterung von zwei einfachen Moduln. Per
Induktion nehmen wir an, das U?/U/ einreihig ist, U?/U/™" aber nicht. Faktorisiert man
Uin heraus, so kénnen wir der einfacheren Schreibweise halber annehmnen, dass j = b.
Dann ist U’ & Spv-1(;) B Sgv(;). Indem wir Lemma 21.13 auf U’~? anwenden, sehen wir,
dass U?™2/.J(U™?) nicht einfach sein kann, also U2 auf die direkte Summe von 2 einfachen
Moduln abbildet. Mit Lemma 21.13 dann aber auch Uz-b’S, usw. liefert dass U7 = S,u;) ©V
nicht unzerlegbar ist, ein Widerspruch. Ebenso argumentiert man fir U/.
Nun zu den Greenkorrespondenten: Der Greenkorrespondent V' = f(Uf) ist isomorph zu
Vismit s = (V) = Z?ZOZ(TU]-(Z-)) < q, s + l(T,+1()) > q. Zu zeigen ist, s = ¢ — 1. Dazu
geniigt es zu zeigen, dass o™ (i) = i ist. Denn dann ist ¢°(i) = ¢7(i) = 77 !(i — 1) und
soc(V') = soc(T,b(;y) = Vie1. Daher (V) = ¢ — 1 —me fiir ein m > 0. Ist m > 0 und T; kurz,
so ist

(V) + l(TabJrl(i)) =IV)+U(T)<(¢g—1—-e)+e<gq
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ein Widerspruch. Ist m > 0 und 7} lang, so ist
(V)2UT)>2qg—e>qg—1—me=1V)
ebenso ein Widerspruch. Es ist
Hompe (U, Syv+1(y) = Hompa (U, Syp1(y) = Hompy, (V, Toory) = Hompn, (Q(V), QTher1(:)))-

Nun ist [(V) + 1(Tye41:y) > q also [(Q(V)) + 1(Q(T,0+1(;)) < g und also nach Lemma 21.4

I’IOIHFN1 (Q(V), Q(Talﬂ—l(i))) = I‘IOIHFN1 (Q(V), Q(Tgb-o-l(i))).

Es ist
QV)/J(QV)) = Vi1 = Vorri

und
SOC(Q(TabJrl(Z-))) = SOC(P(TobJrl(i))) = SOC(VUb+1(i)7q> = ng+1(i).

Also ist Hompw, ((V), Q(Ts+1(;y)) # 0 und daher auch Hompg (U, Sps+1(;y) # 0 und U hat
Sgv1(;y im Kopf und wegen der Einreihigkeit von U7 ergibt sich S,ui1(;y = U7 /J(U7) = S;.
Sei nun V' = f(U!) der Greenkorrespondent von Uf. Wie eben wollen wir zeigen, dass
p“TH(i) = i ist.

HOHng(UZfO, Spa+1(i)) = Hompg(Uip, Spa+1(i)) = HOIHFN1 (V, Tpa+1(i)) = HOHIFN1 (V, Tpa+1(i))

da [(V) + I(Tper1sy) < g nach Wahl von a. Aber soc(Tjet13)) = Vi(peti)) = Vper) und
VIJ(V) = Thaiy /I (Thagiy) = Viagsy also Hompy, (V, That1(;y) # 0 und somit Hompg (Uf, Spatr(s)) #
0 woraus p®*1(i) = i folgt.
Ende am 6.2.07
Nun ist

soc(V) = soc(T;) = Vi) = Vo1 und V/J(V) 2= Vi) = V1),

p

Also ist (V) = me + 1 fiir ein m € Z. Ist m > 0 und T; lang, so ist {(V) + [(Tpat1(;)) =
I(V)+UT;) > e+ 1+q—e > qein Widerspruch zur Wahl von a. Ist m > 0 und T; kurz, so
ist e+ 1 < (V) < I(T;) < e ebenso ein Widerspruch. O

Beweis. (von Satz 21.12) Sei ¢ : U7 /J(U?) — UL/ J(U!) = S; ein Isomorphismus und
U:={(z,y) e U7 a U} | p(x + J(U7)) =y + J(U)} U7 & UY.

Dann hat U einen Teilmodul M = J(U?) @ J(U!) mit der Struktur wie fiir J(P;)/soc(P;) in
Satz 21.12 behauptet.

Dann gilt J(U) = M: (B seien beide, U und U/ # S;. Setze U := U/J(M). Dann M =
So(i) ® Sy direkte Summe von 2 nichtisomorphen einfachen Moduln (da I(T),)) + U(T;) > ¢
und [(T,;)) + {(T;) < q). Daher sind 0, Sy(;) und S,(;) die einzigen nichttrivialen Teilmoduln

von M. Weiter sind U/ So(s) und U/ S,y nicht zerfallend und daher auch nicht halbeinfach,

d.h. J(U) =M.
Weiter gibt es eine Erweiterung

0—S, —P—-U—0
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von S; mit U zu einem projektiven Modul (der dann notwendigerweise P; ist, da U/J(U) =
P/J(P) = 5))
Dazu betrachten wir U als sukzessive nichtzerfallende Erweiterung

0— Sy — M, — U7 =My — 0
0— Sy — My — My — 0

0— Spapy = My=U— M,y — 0

Da U/J(U) = S; einfach ist, ist jeder der Moduln M; unzerlegbar (1 < j < a). Der Green-
Korrespondent f(U7) = V;,—1 hat Kompositionsldnge ¢ — 1 > [(7}). Da der Sockel von M;
nicht einfach ist, ist M; nicht projektiv und jede Erweiterung ist vom “p”-Typ. Bezeichnet
V' = f(U) den Green-Korrespondenten von U, so gilt nach Satz 21.10 f(M;)/f(J(M;)) =
Vi) also V/J(V) = Viyay = Ve Weiter ist

WV) =4 IVaw) +1(Vig-1) = UT:) =4 ¢ — UT)

also [(V) = q—I(T;) und daher V' = Q~!(T;). Mit Folgerung 21.8 gibt es also eine Erweiterung
von U mit S;, die projektiv ist. O

Folgerung 21.15 B ist eine Brauer-Graph Algebra (also nicht notwendig zu einem Baum
und es gibt mehrere Ecken mit Vielfachheiten).

Beweis. Jede Kante S; hat 2 Ecken, eine vom Typ p und eine vom Typ o. Wir ordnen jeder
dieser beiden Ecken (z.B. der vom Typ p) eine Vielfachheit = (¢ = |i(p)|, a+1 = [(U)) zu.
Bleibt zu zeigen, dass diese unabhéngig von der adjazenten Kante S; ist, also ((U]') = [(UY)
fiir alle j € i(p)). Aber es ist J(U{) ein epimorphes Bild von P, also auch von UJ,), da
U 5 0 und U (i) genau einen Kompositionsfaktor (nédmlich den ersten, S,;)) gemeinsam haben.
WUP) =1 < U[(U};)) woraus [(Uf) < U(Uy;) folgt, falls t > 1 (also i # p(i)) ist, da beide
Kompositionsldangen durch die Bahnlénge t teilbar sind. Also

(U7) <UUg) S UUp) < - S UULG) <UUY)

woraus iiberall Gleichheit folgt. 0

Bemerkung 21.16 Da W/ und W7 keinen gemeinsamen Kompositionsfaktor haben, kommt
S; hochstens in einem der beiden vor. Insbesondere sind die Ecken mit Vielfachheiten > 1
alle vom gleichen Typ (p oder o).

Satz 21.17 B ist eine Brauer-Baum Algebra.

Beweis. vgl. Alperin Abschnitt 23. U

Zum Abschluss zeigen wir noch den folgenden Satz, womit der Beweis von Satz 18.4 abge-
schlossen ist.
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Satz 21.18 Die Vielfachheit des Ausnahmevertez ist (p™ — 1) /e.

Lemma 21.19 Sei p:= (p" — 1)/e. Dann ist die Cartan Matriz von by gleich
C(by) = pd + I, wo {J} = {1}*¢

von Determinante ey + 1 = p™.

Sei Go(by) die Grothendieck Gruppe der b;-Moduln also die frei abelsche Gruppe auf den
Isomorphieklassen [Vp], ..., [Ve_1] wobei jeder Modul [V] mit ) a;[V;] identifiziert wird, falls
a; die Vielfachheit von V; als Kompositionsfaktor von V ist. Sei Ky(b;) die Untergruppe, die
von den projektiven b;-Modul erzeugt wird und Go(by) := Go(b1)/Ko(by).

Lemma 21.20 |G(by)| = p".

Beweis. Es ist Ko(by) = ([Vig] | 0 < i <e) und [V} ] = Z;;é ¢ijlV;] wo ¢;; die Eintrige in

der Cartan-Matrix von by sind. Also nach dem HS iiber e.e. abelsche Gruppen |Go(by)| =
det(C'(by)) = p™. O

Lemma 21.21 Gy(by) = Go(B) und folglich ist det(C(B)) = det(C(b1)) = p™

Beweis. Sei e, € FFN; C FG das Blockidempotent. Dann definiert U +— Ue,, eine Abbil-
dung Go(B) — Go(by). Dies ist ein Gruppenhomomorphismus, da die Multiplikation mit
Idempotenten k.e.S. auf k.e.S. abbildet. Ist U projektiv, dann auch Uey,, also bekommen
wir einen Gruppenhom. Go(B) — Gg(b1). Umgekehrt liefert V +— V%p einen Gruppenhom.
Go(b1) — Go(B) und die Greenkorrespondenz (Satz 18.5) zeigt, dass dies die Umkehrabbil-
dung ist. O

Lemma 21.22 Sei M € K" eine fast-Blockdiagonal-Matriz, d.h. es gibt X € K**°,Y €
K™ mit s+r=t+1 und Mij = Xij 1 S Z,j S S, Mi+s,j+s = Yiy15+1 0 S ’L,j S r—1 und
M; ; = 0 sonst. Set z .= M, s = X, o = Y11. Dann ist

det(M) = det(X) det(Yp) + det(Xo) det(Y) — det(Xy)z det(Yp)

wo Xy aus den ersten s — 1 Zeilen und Spalten von X und Yy aus den letzten r — 1 Zeilen
und Spalten von Y besteht.

Beweis. LA 1. O

Lemma 21.23 Fiir einen Baum T mit e Kanten und Ausnahmevertex mit Vielfachheit m
sei die Cartan-Matriz C(T') definiert als die Cartan-Matriz der zugehérigen Brauer-Baum
Algebra. Dann ist det(C(T)) = em + 1.
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Beweis. Wir beweisen das Lemma zunéchst fiir den Fall, dass T ein Stern ist. Ist der Aus-
nahmevertex in der Mitte, so ergibt sich das Lemma mit Lemma 21.19. Sonst ist

m+1 1 ... 1
1 2 1

c(T) = ) . e 7°x¢
1 1 ... 2

mit Determinante em + 1 wie man durch Entwickeln nach der 1. Zeile sieht: Diese liefert
(m+1)det(le—y + J) +r = e(m + 1) + r mit r unabhéngig von m. Fiir m = 1 ergibt sich
aber nach Lemma 21.19 » = 1 — e und daher die Behauptung.

Nun machen wir Induktion iiber die Anzahl e der Kanten in 7. Wir kénnen annehmen, dass
T kein Stern ist, also gibt es eine Kante E in T, deren Ecken keine Enden sind (Bildchen
). Sei L der Baum rechts der Kante und R der Baum links davon und seien Lg, R, die
entsprechenden Béume, die aus L, R durch Weglassen der Kante E entstehen. Dann ist mit
Lemma 21.22

det(C(T)) = det(C(L)) det(C(Rp)) + det(C(Lg)) det(C(R)) + det(C(Lg))z det(C(Ry))

wo z = 2 oder z = (m + 1) ist, je nachdem ob keine der Ecken von E oder eine von ihnen
der Ausnahmevertex ist. (E liege der Ausnahmevertex in Ly. Dann ergibt sich fiir den Fall,
dass der Ausnahmvertex nicht in F liegt:

det(C(T)) = (exm+ e+ ((ex —1)m+1)(eg + 1) —2((er, — 1)m + 1)er
=er(l—=—m+2m—1)+ (e —1)ym+1=(ep+eg—1)m+1=em+1

und falls der Ausnahmevertex sowohl in L als auch in R aber nicht in R liegt:

det(C(T)) = (egm + 1)eg + ((er, — I)m + 1)(mer + 1) — (m 4+ 1)((er — 1)m + 1)eg
=er(l—m?>—(m+1)(1—-m)+m)+ (e —1)m+1= (e +eg—1)m+1=em+ 1.

O

Also ergibt sich insgesamt em + 1 = p" und somit die Vielfachheit der Ausnahmevertex im
Brauer Baum von B als m = 1%.
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