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Kapitel 1

Korpertheorie

1.1 Zerfillungskorper und normale Erweiterungen

Definition: Seien Fq, Fs Erweiterungen des Korpers K.
o : 1 — Es heifit K-Homomorphismus : <= o ist Homomorphismus von
K-Algebren, speziell o|x=1dg.
Schreibweise:
(a) E/K (Korpererweiterung) : < F, K sind Kérper mit K C E.
(b) 0: E1/K — Ey/K : <= o0 : Ey — Ej ist K-Homomorphismus.

(1.1) Bemerkung: Seien K, K’ Korper, 0 : K — K’ Homomorphismus.
(a) o ist injektiv.
— K'[X]
—  f9
Yoo X? — >0 o(ay) X
(1.2) Satz: Seien K, K’ Korper, 0 : K — K’ Homomorphismus, f € K[X].
Seien E/K, E'/K' Erweiterungen, a € E mit f(«) =0, o € E' mit f7(a/) = 0.
(a) Sei 7: F — E’ Homomorphismus, 7| = 0. Dann gilt f7(7(«)) = 0.
(Jede Fortsetzung von o bildet Nullstellen von f auf Nullstellen von f7 ab.)
(b) Sei o Isomorphismus, f irreduzibel iiber K. Dann gibt es einen eindeutigen
Isomorphismus 7 : K(a) — K'(¢/) mit 7|g = 0 und 7(a) = /.
(Es gibt eine Fortsetzung von o, die eine vorgegebene Nullstelle von f auf
eine vorgegebene Nullstelle von f7 abbildet.)

(b) o induziert den Ringhomomorphismus & : K[X]
f

Beweis:

(a) Sei f(X)=>1_saX".
0=7(f(a)) = T7(XLp—p we”) = > _go(a)7()” = f7(7(a)).
(b) Fiir g € K[X] definiere 7 : K(a) — K'(¢/) durch 7(g()) = g7 ().
T ist wohldefiniert: Gelte g1(a) = g2(a). Dann ist (g1 — g2)(a) = 0.
Da f irreduzibel ist, gibt es h € K[X] mit g1 — g2 = h - f.
Es ist g7 (/) — g5 (o) = h7 (') f7(a/) = 0, also 7(g1(a)) = 7(g2()).
T ist Homomorphismus, da o nach (L.1))(b) einen Ringhomomorphismus
7 : K[X] — K'[X] induziert.
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T ist injektiv: Gelte 0 = 7(g()) = ¢7 (o).

Da f irreduzibel iiber K ist, ist auch f? irreduzibel iiber K.

Also gibt es h € K'[X] mit ¢° = h- f°. Dann ist g(a) = h7 ' (a)f(a) = 0.
TIK = o und 7 ist surjektiv: Ist g(X) = ¢, dann folgt o(c) = 7(c) und
K' CIm(r). Ist g(X) = X, dann folgt o/ € Im(7), also Im(7) = K'(/).¢)

(1.3) Satz: Fiir alle i € I seien E;/K Erweiterungen.
Dann gibt es einen Kérper F/K und Homomorphismen 7; : F;/K — E/K, so
dass E = K (U;e; 7i(Ei)) gilt.
Beweis: Das Tensorprodukt A = ),.; E; der K-Algebren E; ist K-Algebra
mit 14 # 0 und Einbettungen o;: F; — A mit a; = “ f?r ‘7 - Z.’
lg, fiir j #4.
a — & aj J
Jjel
Nach dem Lemma von Zorn gibt es in A ein maximales Ideal M.
E = A/M ist ein Kérper und 7; : B; 2 A — A/M ein K-Homomorphismus. ¢

Definition: Sei C' ein Korper. C' heif3t algebraisch algeschlossen : <=
Jedes nicht konstante Polynom besitzt eine Nullstelle in C'.

(1.4) Bemerkung: Sei C ein Kérper. Aquivalent sind:

(1) C ist algebraisch abgeschlossen.
(2) Jedes irreduzible Polynom aus C[X] hat den Grad 1.
(3) Ist E//C algebraisch, so gilt £ = C.

(1.5) Satz: (Fortsetzungssatz) Sei o : K — K’ Isomorphismus, L/K algebra-
isch, C'/K' mit C algebraisch abgeschlossen.
Dann gibt es 7: L — C mit 7| = 0.

Beweis: Setze S = {(F,7)|F Koérper, K CF C L,7: F — C Hom.,7|x = 0}.
Wegen (K,0) € S ist S # (). Auf S ist eine partielle Ordnung gegeben durch
(F,7) <(F',7"):<= FCF und 7|p=r.

Sei IC = {(F}, ) |i € I} eine Kette in S.

F = Ujer Fj ist ein Korper mit F' C L, sei o : F' — C gegeben durch g|p, = 7.
Dann ist (F, p) eine obere Schranke fiir .

Nach dem Lemma von Zorn gibt es ein maximales (F,7) € S.

Noch zu zeigen ist E = L:

Sei a € L. v ist algebraisch iiber E, sei f = Mipog(«).

C ist algebraisch abgeschlossen, also gibt es o/ € C mit f7(a’) = 0.

Nach (L.2)(b) ist 7 fortsetzbar zu 7" : E(a) — C mit 7/(a) = ¢. Es folgt dann
(E(a),7") € S, also F = E(a) und a € E wegen der Maximalitit von (E, 7). ¢

Definition: Sei K ein Korper. Eine algebraische Erweiterung C/ K, so dass C
algebraisch abgeschlossen ist, heifit algebraischer Abschluss von K.

(1.6) Satz: (Steinitz) Sei K ein Korper.
(a) Es gibt einen algebraischen Abschluss C von K.

(b) Seien C1,Cy algebraische Abschliisse von K.
Dann gibt es einen Isomorphismus Cy /K — Cy/K.
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Beweis:

(a) Setze I = {M |es gibt m € IN, so dass M C K[Xy,...,X,,] max. Ideal}.
Fir M € I ist Eyy = K[ X1, ..., Xm]/M ein Korper.
K C Ejp, denn es gilt K N M = {0}, da M keine Einheiten enthélt.
Anwenden von auf (Ear)arer:
Es gibt E/K und oy : Eyi/K — E/K mit E = (Uye;om(Eu)).
Fiir jedes endliche L/K gibt es einen Homomorphismus L/K — E/K,
denn ist L = K(aq, ..., apy), so ist der Kern von ¢ : K[X1,...,X,,] — L,
gegeben durch X; — 4, ein maximales Ideal M, und nach dem ersten
Isomorphiesatz erhilt man L = K[X1,..., Xn]/M = Ey 24 E.
Sei C' = {a € E|« algebraisch iiber K}.
C st algebraisch abgeschlossen:
Annahme: Es gibt F'/C algebraisch mit F' # C.
Sei aw € F'— C. Dann ist « algebraisch tiber K. Sei f = Mipog(a).
Seien (31, ..., 3, die verschiedenen Nullstellen von f in C.
Setze L = K(a, B1,...,0,). Esist L C F.
Da L/K endlich ist, gibt es einen K-Homomorphismus ¢ : L — E.
¢ ist injektiv und erfiillt (L) C C, also sind ¢(a), ¢(f1),...,¢(Br) ins-
gesamt 7 + 1 verschiedene Nullstellen von f in C'. Widerspruch.

(b) Nach gibt es einen Homomorphismus 7 : C; /K — Cy/K.
Cy/7(CY) ist algebraisch, und 7(C7) C Cs ist algebraisch abgeschlossen.
Daher ist Cy = 7(C), also ist 7 ein Isomorphismus. O

Schreibweise: Sei E/K eine Korpererweiterung, P C K[X].
Np(E) ={a € E| es gibt f € P mit f(«) =0} ist die Nullstellenmenge von P
in E. Statt Ny (F) schreibe Ny (E).

(1.7) Satz: Sei E/K algebraisch.
Dann ist jeder K-Endomorphismus von F ein Automorphismus.

Beweis: Seio: E/K — E/K ein Endomorphismus. Zu zeigen ist o(E) = E.
Sei o € E, f = Mipog (). Es gilt o(N¢(E)) C N¢(F), und o ist injektiv.
Damit ist o surjektiv auf Ny(E), und es gibt 3 € N;(E) mit o(3) = a. O
Beispiel: Setze K = Q.
Der Q-Endomorphismus o : Q(7)/Q — Q(7)/Q sei gegeben durch 7+ 72,
Dann ist o nicht surjektiv.
Definition: K sei Korper, P C K[X]| — K Menge nicht konstanter Polynome.
E/K heit Zerfillungskirper von P iiber K : <=

(i) Jedes f € P zerfillt tiber E in Linearfaktoren.

(ii) E wird iiber K von den Nullstellen aller f € P erzeugt.

Bei P = {f} nennt man E auch Zerfdillungskéirper von f iiber K.
(1.8) Satz: Sei K ein Korper, P C K[X] — K.
(a) P besitzt einen Zerféllungskorper iiber K.
(b) Sind E/K,E'/K Zerfallungskorper von P iiber K, dann gibt es einen
Isomorphismus E/K = E'/K.
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Beweis:
(a) Sei C ein algebraischer Abschluss von K.
E = K(Np(C)) ist ein Zerféllungskorper von P.

(b) Sei C” ein algebraischer Abschluss von E’.
Nach gibt es einen K-Homomorphismus 7: F — (.
7(FE) ist Zerfallungskorper von P iiber K'.
7(E) und E’ sind Teilkorper von C’, also gilt 7(F) = E'.
Damit ist 7 : £ — E’ ein K-Isomorphismus. O

Definition: Sei F/K algebraisch. E/K heifit normal : <= Hat ein irredu-
zibles f € K[X] eine Nullstelle in F, dann zerféllt f in E in Linearfaktoren.

(1.9) Satz: Sei E/K algebraisch, C' algebraischer Abschluss von E (und K).
Aquivalent sind:
(1) E/K ist normal.
(2) Ist 0 : E/K — C/K ein Homomorphismus, dann gilt o(E) = E.
(3) Ist 7: C/K — C/K ein Automorphismus, dann ist 7|g ein Automorphis-
mus von E/K.

(4) E ist ein Zerfillungskorper von Polynomen iiber K.

Beweis:

(1) = (4): Setze P = {Mipog(«)|a € E}. Da E/K normal ist, gilt Np(C) C E.
Also ist Np(C) = E und E = K(Np(C)).

(4) = (3): Sei P C K[X]— K, so dass E = K(Np(C)) ist.

Ist 7: C/K — C/K Automorphismus, dann gilt 7(Np(C)) C Np(C).

Also ist 7(E) C E, und nach ist 7|p Automorphismus von E/K.
(3)=(2):0: E/K — C/K ist nach fortsetzbar zu 7: C/K — C/K.
Nach (3) ist 0 = 7|g : E/K — E/K ein Automorphismus, also gilt o(E) C E.
(2) = (1): Sei f € K[X] irreduzibel. Sei & € E mit f(a) = 0. Zeige N¢(C) C E.
Sei 3 € N¢(C). Nach (L.2)(b) gibt es 0 : K(a)/K — K(3)/K mit o(a) = 3.
Nach ist o fortsetzbar zu 7: E/K — C/K.

Nach (2) gilt 7(F) = E, also gilt = 7(a) € E. O

(1.10) Korollar: Sei K ein Korper, P C K[X] — K.
Ist E Zerfillungskorper von P iiber K, dann ist F/K normal.
Definition: Sei E/K algebraisch. Sei N/E Erweiterung mit:

(i) N/K ist normal.
(ii) Ist L Zwischenkoérper von N/E, so dass L/K normal ist, so gilt L = N.

Dann heifit N/K normale Hiille von E/K.

(1.11) Satz: Sei E/K algebraisch.
(a) Es gibt eine normale Hiille N/K von E/K.
(b) Seien N;/K, Ny/K normale Hiillen von E/K.

Dann gibt es einen Isomorphismus Ny /K = Ny/K.
(¢) Ist E/K endlich, dann ist auch die normale Hiille N/K von E/K endlich.
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Beweis: C sei algebraischer Abschluss von F.
(a) Sei N = I o(E) das Kompositum der Kérper o(E) in C.
o:E/K—C/K

Setze P = {Mipog(a)|a € E} C K[X]. Zeige N = K(Np(C)).
Sei 8 € Np(C). Dann gibt es @ € E mit f = Mipog(a) und f(8) = 0.
Nach (1.2))(b) gibt es 0’ : K(a)/K — K(8)/K mit ¢'(a) = .
Nach gibt es zu ¢’ eine Fortsetzung o : E/K — C/K, also § € o(E).
Insgesamt folgt Np(C') C N.
Firo: E/K — C/K gilt o(E) C K(Np(C)), also N C K(Np(C)).

(b) Seien Cy bzw. Co algebraische Abschliisse von Nj bzw. Nj.
Nach (1.6])(b) gibt es einen Isomorphismus 7 : C; — Cs.
Dann ist 7(N1) = K(Np(C2)) = No, also ist N; K-isomorph zu Na.

(c) Sei £ = K(ai,...,ap). Setze P = {Mipog(a;)|i=1,...,r}.
Dann ist Np(C) endlich und N C K(Np(C)). O

1.2 Separable Erweiterungen

Definition: Sei K Korper, C' ein algebraischer Abschluss von K.
a, f € C heiBen K-konjugiert : <= Mipoy (a)) = Mipog(5).
(1.12) Bemerkung: Sei K Korper, C' ein algebraischer Abschluss von K,
a, € C. Nach (1.2) und (1.5)) sind dquivalent:
(1) «, B sind K-konjugiert.
(2) Es gibt einen Isomorphismus 7 : K(a)/K — K(§)/K mit 7(a) = [.
(3) Es gibt einen Automorphismus o : C/K — C/K mit o(a) = .

(1.13) Lemma: Sei K Korper, C algebraischer Abschluss von K, a € C.
a besitzt hochstens (K («) : K) verschiedene K-Konjugierte.

Beweis: Die Anzahl K-Konjugierter von « ist gleich der Anzahl der Nullstellen
von Mipoy («), und diese ist hochstens gleich dem Grad von Mipo (). O

Schreibweise: Seien E/K, E'/K Koérpererweiterungen.

G(E/K,E'/K) = {olc:E/K — E'/K},

G(F/K) = G(E/K,E/K).

(1.14) Bemerkung: Ist E/K algebraisch, dann ist G(E/K) eine Gruppe
beziiglich der Komposition von Abbildungen.
Definition: Sei F/K algebraisch, C' algebraischer Abschluss von E.

(a) G(E/K) heifit Automorphismengruppe oder Galois-Gruppe von E/K.

(b) (F: K)s =|G(E/K,C/K)| heifit Separabilititsgrad von E/K.
(1.15) Bemerkung: Sei K Korper, C algebraischer Abschluss von K, o € C.
Dann gilt (K(a) : K)s < (K(a) : K).

(1.16) Lemma: Sei E/K algebraisch, F' ein Zwischenkorper von E/K. Sei
C ein algebraischer Abschluss von E. Dann gibt es eine bijektive Abbildung
G(E/K,C/K)>G(F/K,C/K)x G(E/F,C/F).
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Beweis: Nach (1.5 gibt es eine Abbildung G(F/K,C/K) — G(C/K) .
I o = 0
Zeige: s:G(F/K,C/K)x G(E/F,C/F) — G(E/K,C/K) ist bijektiv.
(o,7) — gorT

s ist injektiv: Gelte 1 o 74 = g9 o To. Restriktion auf F liefert o1 = o09.

Da o7 ein K-Automorphismus ist, folgt 7, = 7.

s ist surjektiv: Sei ¢ € G(E/K,C/K). Setze 0 = ¢|p und 7 = 6L 0 .

Dann ist 7|p = Idp, also 7 € G(E/F,C/F) und s(o,7) = . O

(1.17) Satz: Sei E/K algebraisch, C algebraischer Abschluss von E.
(a) F sei Zwischenkorper von E/K. Dann gilt (E: K)s = (E: F)s(F : K)s.
(b) E/K sei endlich. Dann gilt (E: K); < (E: K).

Beweis:
(a) Die Aussage folgt direkt aus (1.16])).
(b) Esgilt £ = K(a1,...,q,) fir geeignete o; € C.
Es gibt eine Kette von Zwischenkérpern K C K; C ... C K, = E mit
K;=K(ay,...,q;). Es gilt (K;—1(ay) : Ki—1)s < (K;—1(e;) : K;—1) nach
(L.15), also folgt die Aussage mit (a). O
Definition: Sei E/K algebraisch.
(a) a € E heifit separabel iiber K : <= (K(a): K) = (K(a) : K)s.
(b) E/K heifit separabel : <= jedes o € E ist separabel iiber K.

(1.18) Bemerkung: Sei f € K[X]| — K, E Zerfallungskorper von f iiber K.
Die Primfaktorzerlegung von f in E[X] hat die Form

fX)=c(X —a)? ... (X —a,)°.

e, heifit die Vielfachheit der Nullstelle oy, oy, heifit e,-fache Nullstelle von f.

Definition: Sei K ein Korper, f € K[X] mit n = grad(f) > 1.
f heilit separabel : <= f hat in einem Zerfallungskorper genau n paarweise
verschiedene Nullstellen.
(1.19) Bemerkung: Sei K ein Korper, f € K[X] mit grad(f) > 1.
f separabel <= f hat in einem Zerfiallungskorper nur einfache Nullstellen.
(1.20) Bemerkung: Sei L/K Erweiterung, a € L algebraisch iiber K.
(a) (K(«): K)s ist die Anzahl verschiedener Nullstellen von Mipo g («).
(b) « ist separabel iiber K <= Mipog (o) ist separabel.
(c) Sei a separabel iiber K, E/K Erweiterung. Dann ist « separabel iiber E.

(1.21) Satz: Sei F/K endliche Erweiterung. Aquivalent sind:
(1) E/K ist separabel.
(2) (F:K)=(F:K),.
(3) Es gibt iiber K separable ay,...,a, € E mit E = K(aq,...,q;).

Beweis:
(1) = (3): E/K ist endlich erzeugt, und alle Erzeuger sind nach (1) separabel.
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(3) = (2): Es gibt eine Kette von Kérpern K € K; C ... C K, = E mit
K; = K(aq,...,q;). Nach ( - ist a+1 separabel iiber K;, also folgt aus

(Ki(ovig1) : K;) = (Ki(oig1) mlt (L.17)(a), dass (E: K) = (E : K); gilt.
(2) = (1): Sei @ € E. Nach - gilt fiir den ZWlSChenkdrper K(a) von E/K
die Gleichheit (K () : K)s = (K(a) : K), also ist « separabel iiber K. O

(1.22) Satz: (Transitivitidt der Eigenschaft separabel)
Sei E/K algebraisch, L ein Zwischenkorper von E/K.
Sind E/L und L/K separabel, dann ist E/K separabel.
Beweis: Sei 8 € E, setze f = Mipo,(8) = X"+ ap 1 X" +... 4+ ap.
Setze F' = K(ay,...,0an_1), dann ist f = Mipop(f3).
Da 3 separabel iiber L ist, ist f separabel, also ist F'(3)/F separabel.
,ap—1 € L sind separabel iiber K, also ist F'/K separabel nach (| -
Nach - ) ist F'(3)/K separabel, also ist 3 separabel iiber K. O

Definition: Sei K ein Korper, f € K[X], f=3 ) ja,X
F(X)=>"_ va, X" ! heiBt (formale) Ableitung von f.
(1.23) Bemerkung: Fiir f,g € K[X] und ¢ € K gelten die Ableitungsregeln

(f+9) = f'+d,
(C'f)/ = C'fla
(f9) = flg+fg.

(1.24) Bemerkung: Sei L/K Erweiterung, o € L algebraisch iiber K.
(a) « ist mehrfache Nullstelle von f € K[X] <= f(a) =0 und f'(a) = 0.
(b) f € K[X] ist separabel <= f, f’ sind teilerfremd in K[X].
(c) Sei f € K[X] irreduzibel. f ist separabel <= [’ # 0.

(1.25) Lemma: Sei K ein Korper mit char(K) =p >0, f € K[X].
Dann gilt: f' =0 < f e K[X?].
Beweis: Sei f=>"_,a,X". f' =0 ist dquivalent zu va, = 0 fiir alle v.
Dies ist dquivalent zu a,, = 0 fiir v # 0 mod p. O
(1.26) Satz: Sei K ein Korper, E/K Erweiterung, a € E algebraisch iiber K.
(a) Bei char(K) = 0 ist «a separabel iiber K.
(b) Bei char(K) = p > 0 gibt es m € INg, so dass a?" separabel iiber K ist.
Dann gilt (K(«a) : K) =p™(K(«a) : K)s.
Beweis: Sei f = Mipog(a) € K[X].
(a) Es gilt f’ # 0, nach (c) ist also f und damit « separabel iiber K.
(b) Es gibt ein m € INg mit f € K[X?"] und f ¢ K[X?""].
Also gilt f(X) = g(XP") mit g ¢ K[XP].
g ist irreduzibel, denn aus einer Zerlegung g(X) = h1(X)he(X) folgt eine
Zerlegung f(X) = hi(XP")ha(XP™), aber f ist irreduzibel.
Es ist g(a?™) = f(a) = 0, also ist g = Mipog (a?™).
Nach ([1.25) und (c) ist g separabel, also a?” separabel iiber K.
Alle Nullstellen von f haben die Vielfachheit p™, also gilt nach (1.20])(a)

dass (K(a): K) =p"™(K(«a): K)s ist.
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(1.27) Korollar: Sei E/K endlich. Dann gilt: (E : K)s teilt (£ : K).

Definition: Sei E/K endliche Erweiterung.
(F:K);=(F:K)/(E: K)s heifit Inseparabilititsgrad von E/K.

Beispiel: Setze K = IF5(t), E = K(v/t). Dann ist (£ : K) = 2.
Sei f = X2+te K[X]. f ist irreduzibel iiber K, in E[X] gilt f = (X + V1)
Es folgt G(E/K) = {Idg}.

Definition: Sei E/K algebraisch.
(a) a € E heifit rein inseparabel iiber K : <= (K(a): K)s = 1.
(b) E/K heifit rein inseparabel : <= jedes o € E ist rein inseparabel tiber K.

(1.28) Satz: Sei K ein Korper mit char(K) =p > 0, E/K algebraisch.
(a) a € E ist rein inseparabel iiber K <= es gibt m € INy mit o?” € K.
(b) E/K ist rein inseparabel <= (F: K),; = 1.

Beweis:

(a) Setze a = a?". Mipog () teilt XP" —a = (X — )", was iiber E[X] die
einzige Nullstelle o hat. Nach (1.20)(a) ist « rein inseparabel iiber K.
Sei umgekehrt o € E rein inseparabel iiber K. Mipoy («) hat iiber E nur
eine Nullstelle, also gibt es n € IN mit Mipog (a) = (X — a)".
Nach (b) gibt es m € INg, so dass a?" separabel iiber K ist.
Sei m wie eben kleinstmoglich. Dann ist f(X) = Mipog (a?™) separabel,
und {iber E gilt Mipog (a) = f(XP") = f(X)P" = (X — o)™
Aus der Separabilitidt von f und der eindeutigen Faktorzerlegung in E[X]
folgt Mipoy (o) = (X — a)P" = XP" —aP" also o € K.

(b) Gilt (E: K)s =1, so ist fiir jedes a € E auch (K(«) : K)s = 1.
Also ist F/K rein inseparabel.
Sei E/K rein inseparabel und C ein algebraischer Abschluss von E.
Nach (a) hat jedes o € FE nur ein K-Konjugiertes in C.
Ist also 0 : E/K — C/K ein Homomorphismus, so gilt nach fiir alle
a € E, dass o(a) = aist. Also ist (E: K), = |G(E/K,C/K)| = 1. O

Definition: Sei E/K algebraisch.
Es = {a € E|a separabel iiber K} heifit der separable Abschluss von K in E.

(1.29) Satz: Sei E//K algebraisch.
(a) Es ist ein Zwischenkorper von E/K.
(b) Es/K ist separabel, und es gilt (Fs: K) = (E : K)s.
(c) E/Ej ist rein inseparabel, und es gilt (F : E5) = (E : K);.

Beweis: Fiir jedes a € Fy ist K(«)/K separabel, also ist K(«) C Fk.

E; ist Korper als Vereinigung aller K (a) mit o € E.

E,/K ist nach Definition separabel.

E/E; ist rein inseparabel:

Sei a € E. Nach (b) gibt es m € INg, so dass o separabel iiber K ist.
Dann ist o™ € Ej, also ist « rein inseparabel iiber Ej.

Die Formeln fiir die Grade folgen aus ((1.17]) und (1.21)). O
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1.3 Galois-Erweiterungen

Definition: Sei E Korper, G < Aut(E) Gruppe von Automorphismen von F.
E¢ = {a € E|fiir alle ¢ € G gilt o(a) = a} heiBlt Fizkirper von G.

(1.30) Lemma: Sei E ein Korper, G < Aut(E), K = EC.

Fir o € E sei Ga = {o(a) |oc € G} die Bahn von « unter der Operation von G.
(a) Ga ist endlich <= « ist algebraisch iiber K.
(b) Sei Ga = {a,...,a,} endlich. Dann gilt Mipog (a) = [} (X — o).

Beweis: Sei Ga = {aq,...,a,} endlich. Setze f(X) = [[I (X — ).

f € E[X] ist normiert und separabel, da die a; paarweise verschieden sind.
Jedes 7 € G permutiert Ga, also gilt f7(X) = f(X) fiir alle 7 € G.

Durch Koeffizientenvergleich folgt f € E¢[X] = K[X].

Jedes «; ist nach Nullstelle von Mipog («), d.h. f teilt Mipoy («).
Insgesamt gilt f = Mipog («). Insbesondere ist « algebraisch iiber K.

Ist umgekehrt o algebraisch iiber K, dann hat o nach nur endlich viele
K-Konjugierte. Nach sind die Elemente von Ga K-konjugiert.

Also ist Ga endlich. O

Definition: Sei E/K algebraische Erweiterung.
E/K heilt Galois-Erweiterung (oder galoissch) : <= K = EC(E/K),

(1.31) Bemerkung: Sei E/K eine Korpererweiterung.
(a) K C EOUF/X),
(b) Sei G < Aut(E) und K = EC.
Ist E/K algebraisch, dann ist E/K galoissch.

(1.32) Satz: Sei F/K algebraische Erweiterung. Aquivalent sind:
(1) E/K ist galoissch.
(2) E/K ist normal und separabel.

Beweis:

(1) = (2): Setze G = G(E/K). Es gelte K = E©.

Sei o € E. Die Menge Ga = {o(a) |« € G} ist endlich und in E enthalten.
Nach ist Mipog («) separabel und zerféllt iiber F in Linearfaktoren.
Da dies fiir alle o € E gilt, ist F/K normal und separabel.

(2) = (1): Sei @ € E, setze f = Mipog(c). Nach Voraussetzung und (L.20)(b)
ist f separabel und zerfillt iiber F in Linearfaktoren.

Bei o € F — K ist grad(f) > 2, und es gibt 5 € E, § # «, mit f(5) = 0.

Nach (L.2)(b), und gibt es 0 € G(E/K) mit o(a) = § # a.

Also gilt EC(E/K) C K. O

(1.33) Bemerkung: Sei f € K[X] separabel, sei E ein Zerféllungskorper von
f iiber K. Dann ist E/K eine endliche Galois-Erweiterung.

(1.34) Satz: Sei E/K galoissch, F' sei Zwischenkorper von E/K.
Dann ist E//F galoissch.

Beweis:
Mit F/K ist auch F/F normal und separabel, also nach ([1.32]) galoissch. ¢
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Beispiel: Setze K = Q, F = Q(v/2), E = Q(V/2,v-3).
FE/K ist normal, aber F//K ist nicht normal.

(1.35) Satz: Sei E/K galoissch, F' sei Zwischenkorper von E/K.
(a) Fiir 0 € G(E/K) gilt G(E/o(F)) = 0cG(E/F)o~ 1.
(b) F/K ist galoissch <= G(E/F) ist Normalteiler von G(E/K).
(c) Ist F/K galoissch, dann induziert die Restriktion G(E/K) — G(F/K)

o — ol

einen Isomorphismus G(E/K)/G(E/F) =5 G(F/K).

Beweis:

(a) Seit € G(E/o(F)). Fiir alle a € F gilt To(a) = o(a), also 0~ 'ro(a) = a.
Dies ist #iquivalent zu 7 € 0G(E/F)o~!.

(b) Sei F/K galoissch. Dann ist G(E/F') Normalteiler in G(E/K), denn fiir
alle 0 € G(E/K) gilt o(F) = F, also G(E/F) = cG(E/F)o~ 1.
Sei F'/K nicht galoissch.
Nach und gibt es 0 € G(E/K) mit o(F) # F.
Dann ist G(E/o(F)) # G(E/F), also G(E/F) # cG(E/F)o~!.
Also ist G(E/F') kein Normalteiler von G(E/K).

(c) Ist /K galoissch, dann ist die Restriktion G(E/K) — G(F/K) ein Grup-
penhomomorphismus, der nach dem Fortsetzungssatz ((1.5)) surjektiv ist.

Der Kern ist {0 € G(E/K) | o|lp =1dr} = G(E/F). O

(1.36) Lemma: Sei E/K algebraisch und N/K die normale Hiille von E/K.
Ist E'/K separabel, dann ist auch N/K separabel.

Beweis: Sei C ein algebraischer Abschluss von N.
Zu jedem € N gibt esaw € Eund 0 : E/K — C/K mit o(a) = (3.
Mipog (8) = Mipog («) ist separabel, also ist [ separabel iiber K. O

(1.37) Lemma: Sei E/K endliche galoissche Erweiterung,.
Dann ist G(E/K) endlich, und es gilt |G(E/K)| = (E : K).

Beweis:

Sei C ein algebraischer Abschluss von FE.

E/K ist separabel, also gilt (£ : K) =(E: K), =|G(E/K,C/K)|.

Da E/K normal ist, gilt o(E) = FE fiir jedes 0 € G(E/K,C/K).

Also ist G(E/K) = G(E/K,C/K). O

(1.38) Satz: (Satz vom primitiven Element) Sei F/K endlich und separabel.
Dann ist E/K einfach.

Beweis:

Zeige: F'/K hat nur endlich viele Zwischenkorper F'.

Ist N/K die normale Hiille von F/K und hat N/K nur endlich viele Zwi-
schenkorper, dann gilt dies auch fiir die Teilerweiterung E/K.

N/K ist galoissch nach und endlich nach (L.11])(c).

G(N/K) ist endlich nach (1.37), hat also nur endlich viele Untergruppen.
Nach gibt es daher hochstens endlich viele Zwischenkorper F'. %
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(1.39) Satz: (Artin)
Sei E ein Kérper, G < Aut(FE) endliche Untergruppe, K = EC.
Dann ist £//K eine endliche galoissche Erweiterung, und es ist G = G(E/K).

Beweis: Sei n = |G|. Nach ist jedes & € E Nullstelle eines separablen
Polynoms vom Grad < n, das iiber F in Linearfaktoren zerfillt.

E/K ist daher algebraisch, separabel und normal, also nach galoissch.
Aus folgt (E : K) < n. Nach Definition von K ist G < G(E/K), und
mit (1.37) gilt n = |G| < |G(E/K)|=(E: K) <mn,alsoist G =G(E/K). ¢

Schreibweise: Sei E/K eine Korpererweiterung, G eine Gruppe.
F(E/K) = {F|F Koérper mit K C F C E},
U(G) = {H|H Untergruppe von G}.

(1.40) Satz: (Hauptsatz der Galois-Theorie)
Sei F/K endlich und galoissch.

(a) Die Abbildung F(E/K) — U(G(E/K)) ist bijektiv.
F — G(E/F)
Die Umkehrabbildung ist U(G(E/K)) — F(E/K) .
H — pH
(b) Die Abbildungen sind antiton:
Fir Fy, Fy € F(E/K) gilt: [} C F, < G(E/F;) C G(E/F),
fiir Hy, Hy € U(G(E/K)) gilt: Hy C Hy <= EH2 C pH1,

Beweis: Seien ¢ : F(F/K) — U(G(E/K)) und ¢ : U(G(E/K)) — F(E/K)
die obigen Abbildungen.

@ ist injektiv: Fiir jeden Zwischenkorper F' von E/K ist EGE/F) = .

Fiir Zwischenkorper Fy # Fy gilt also G(E/F1) # G(E/Fy).

@ st surjektiv: Zeige ¢ o ¢ = Idyq(r/K))-

Da E/K endlich ist, ist G(E/K) endlich nach (L.37).

Also ist auch jede Untergruppe H < G(E/K) endlich.

Nach (1.39) gilt ¢ o y(H) = G(E/E") = H.

Die Inklusionen in (b) folgen aus den Definitionen. O

(1.41) Satz: (Translationssatz)
Sei F/K eine endliche Galois-Erweiterung, F'/K eine beliebige Erweiterung.
Dann ist EF/F galoissch, und die Restriktion r:G(EF/F) — G(E/K)

o +— olg
induziert einen Isomorphismus G(EF/F) S (E/ENF).

Beweis:

Mit E/K ist auch EF/F algebraisch, separabel und normal, denn ist E Zerfil-
lungskorper von P C K[X], dann ist EF' Zerféllungskorper von P C F[X].

r ist Gruppenhomomorphismus, denn Restriktion vertauscht mit Komposition.
r ist injektiv: Gilt o|p = Idp, dann ist o trivial auf E und F, also o = Idgp.
Setze H = r(G(EF/F)). Dann ist H < G(E/K).

H lisst alle Elemente von E N F fest, also gilt ENF C EY.

Sei o € Ef| dann bleibt a € EF unter G(EF/F) fest, also gilt o € F.
Insgesamt gilt £ = EN F. Nach (1.39) gilt H = G(E/ENF). O
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(1.42) Satz: Seien E; /K, E2/K endliche Galois-Erweiterungen.
Dann ist das Kompositum E; Ey/K galoissch, und der Homomorphismus
h:G(E1Ey/K) — G(E1/K) x G(Ey/K) ist injektiv.

o — (U’E1 ) U‘E2)
Gilt E1 N Ey = K, dann ist A ein Isomorphismus.
Beweis: Nach ist E1FEs/K galoissch. h ist Gruppenhomomorphismus.
h ist injektiv: Fiir 0 € G(E1E2/K) mit o|g, = Idg, fir i = 1,2 gilt 0 = Idg, g, .
Bei Ey N Ey = K ist h surjektiv: Sei (o1,02) € G(E1/K) x G(Ey/K). Nach
gibt es 7 € G(ElEQ/EQ) mit Tl‘El =01 und ™ € G(ElEQ/El) mit
To| g, = 02. Dann ist h(mi72) = (01, 02). O

Beispiel: Sei K der Zerfillungskorper von X4 —2 iiber Q. Es ist K = Q(i, v/2)
mit (K : Q) = 8. Die Automorphismen o, 7 € G(K/Q) seien gegeben durch

T 1, 1 = —1,
a:{ o 1,\4/2 undr:{ B s
Dann ist G(K/Q) = < o,7|oct=1,72 = 1,7 lor =071 >.
Die Korrespondenz zwischen Untergruppen von G(K/Q) und Zwischenkérpern
von K/Q wird durch folgende Diagramme veranschaulicht:

<o,T>

N
Q(v2) Q@ QGv2)
/

1N N\

QiEv2)  Q(V2)  Q(,v2) Qlu+)V2) Q(1-)V2)

\\//

K
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Definition: Sei K Korper, f € K[X] separabel. Sei E Zerféllungskorper von f.
Gy = G(E/K) heiit die Galois-Gruppe von f iiber K.
G heifit auch die Galois-Gruppe der Gleichung f(X) = 0 iiber K.

(1.43) Bemerkung: Sei f € K[X] separabel, n = grad(f) > 1.

Dann gibt es eine Einbettung Gy — 5, in die symmetrische Gruppe S,,.

Die Elemente von Gy werden als Permutationen der Nullstellen von f in einem
Zerfallungskorper von f gedeutet.

Das Bild von G in S), ist nur bis auf Konjugation eindeutig bestimmt.

(1.44) Satz: Sei f € K[X] separabel, E ein Zerfallungskorper von f.
Aquivalent sind:

(1) f ist irreduzibel.

(2) Gy operiert transitiv auf Ny(E).

Beweis:

(1) = (2): Seien «, B € N¢(E).

Nach und gibt es 0 € G(E/K) mit o(a) = .

(2) = (1): Sei aw € N¢(E). Setze g = Mipog (). g teilt f.

Zu jedem € Ny(F) gibt es 0 € G(E/K) mit o(a) = (.

Dann ist g(8) = g(o(a)) = 0. Da f separabel ist, ist f ein Teiler von g. O

1.4 Zusammenfassung: Die Galois-Korrespondenz

Idee: Sei E/K eine algebraische Korpererweiterung, G(E/K) die Gruppe der
Automorphismen von F, die K elementweise fest lassen.

Zwischenkorper bijektiv Untergruppen

von E/K von G(E/K)

antiton

Die Zuordnung von Fixgruppen und Fixkorpern soll dann eine bijektive und
antitone Abbildung vom Verband der Zwischenkérper von E/K zum Verband
der Untergruppen von G(E/K) liefern.

Probleme:
(a) G(E/K) ist zu ,klein®.
Dies tritt auf, falls £/K nicht normal oder E/K nicht separabel ist.
(b) G(E/K) ist zu ,groB*“.
Dies tritt auf, falls (E : K) = oc.
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Beispiel zu (b): C sei algebraischer Abschluss von IE,, setze G = G(C/IE,).
¢p:C — C ist ein Automorphismus von C/IE,.
z — P
p wird der Frobenius-Automorphismus genannt.
Fiir die Fixkérper gilt C<%»> = [F, = C©.
Es gilt G #< ¢ >, denn: Setze F' = UpenIF om . Es ist (F: IF,) = oo.
Dann ist F' # C, und es gibt 7 € G(C/F) mit 7 # Id¢.
Angenommen, es gilte 7 = ¢} fiir ein n € Z —{0}, so folgte F' C C<> = TFpn,
also (F': IF,) < n. Widerspruch.

Losung:
(a) Man fordert zusétzlich, dass E//K normal und separabel ist.
(b) Man fiihrt eine Topologie auf G(E/K) ein, so dass ,maximale* Fix-

gruppen eines Zwischenkorpers den abgeschlossenen Untergruppen von
G(FE/K) entsprechen.

Definition: Eine Gruppe G heifit topologische Gruppe, wenn G ein topologi-
scher Raum ist und die Gruppenverkniipfung - : G x G — G sowie die Inver-
senbildung ! : G — G stetig sind.

Bemerkung: Die Topologie auf einer topologischen Gruppe ist durch Angabe
einer Umgebungsbasis des neutralen Elements eindeutig bestimmt.
Dazu reicht es zu erklidren, welche Untergruppen offen sind.

Definition: Sei E/K eine Galois-Erweiterung.
Die Krull-Topologie auf G(E/K) ist wie folgt definiert:
Eine Untergruppe ist genau dann offen, wenn sie von endlichem Index ist.

Bemerkung: Sei F/K eine Galois-Erweiterung.

(a) Esgilt E/K = |J K(«), wobei stets (K(«) : K) < oo gilt.
acFE
(b) Ist F ein Zwischenkérper von F/K, dann ist G(E/F) abgeschlossen.
(c) Firr H < G(E/K) gilt G(E/E®) = H, wobei H die abgeschlossene Hiille
von H bezeichnet.

Definition: Eine topologische Gruppe G heifit proendlich, wenn sie kompakt
und hausdorffsch ist und das neutrale Element von G eine Umgebungsbasis aus
Normalteilern besitzt.

Bemerkung: Eine proendliche Gruppe G ist projektiver Limes der endlichen
Gruppen G/N, wobei N die offenen Normalteiler von G durchliuft.

Bemerkung: Sei F/K eine Galois-Erweiterung.
Dann ist G(E/K) eine proendliche Gruppe.



Kapitel 2

Arithmetik endlicher
Erweiterungen

2.1 Invariante Polynome

Schreibweise: Sei K ein Korper.
M, (K) ist die K-Algebra der n x n-Matrizen mit Eintrigen aus K.

Definition: Sei K ein Korper, f,g € K[X] — {0}.
Sei f=>1,a; X" mit a, #0und g = >, b; X" mit by, # 0.
(a) Die Matrix S(f,9) = (si;j)o<ij<mtn-1 € Mpin(K) mit

apti—j fir 0<i<m—1, 1<j<i+n,
sij =14 bi—j firm<i<m4n-—-1, i—m<j<i,
0 sonst,
heilt Sylvester-Matriz von f und g.
Gp  Ap—1 st ap
Qp an—-1 -+ Qo .
m Zeilen,
a a _1 e a/o
S — n n
(f? g) bm bm_l e bo
bm bm—l to bO .
n Zeilen.
bm bmfl Tt bO

(b) Res(f,g) =det(S(f,qg)) heiit Resultante von f und g.

(2.1) Satz: Sei K ein Korper. f,g € K[X]—{0} haben iiber K die Zerlegungen
f(X) = apn(X —a1) ... (X —ap),
9(X) = (X =P1) .. (X = ).

n o m

Dann gilt: Res(f,g) = a'by, [1 11 (i — Bj)

s
Il
-
<.
Il
-

15
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Beweis: Die Gleichheit der letzten drei Ausdriicke ist klar.

Man schreibe Sy, (f, g) fiir S(f, g), um die Grade von f und g hervorzuheben.
Wegen Res(f, g) = (—1)"" Res(g, f) darf man n < m annehmen.

Sei h=gq-f+gmitg=>1","¢X" und grad(h) = m — p.

Dann gilt Res(f, g) = ab Res(f,h):

Sei M = (m; ;) € Mpy4n(K) gegeben durch

My s — i j fir i <moderi—j>moderi—j<n,
P gimjen firi>mundn <i—j <m,
also
1
m Zeilen,
1
M =
Gm—n G0 1
. R n Zeilen.
dm—-n " Q0 1

Dann ist Sy, o (f, h) = M - Sy (f, 9).

Sn,m(f, h) hat die Gestalt (‘gg), wobei A € M,(K) obere Dreiecksmatrix mit
Diagonaleintrégen a,, und B = Sy m—p(f, h) = S(f, h) ist.

Wegen det(M) = 1 folgt Res(f,g) = al, Res(f, h).

Das Ergebnis wird nun durch Induktion iiber min(m, n) bewiesen.

Es gelte wie oben n < m.

Ist n =0, so ist Res(f,g) = a*, und die Aussage des Satzes gilt.

Sei also n > 0. Da K[X] ein euklidischer Ring ist, erhélt man durch Polynom-
division ¢, h € K[X]| mit g = ¢ - f + h und grad(h) < n.

Ist h = 0, so gilt Res(f,g) = 0, und die Aussage des Satzes gilt.

Ist h # 0, so gilt bei grad(h) = m — p nach oben Res(f, g) = ah Res(f, h).

Fiir jede Nullstelle a; von f gilt h(a;) = g(ay).

Nach Induktionsannahme gilt die Aussage des Satzes fiir Res(f, h).

Also gilt sie auch fiir Res(f,g). O

(2.2) Korollar: Sei K ein Korper, f,g € K[X] - K.

f und g sind teilerfremd <= Res(f,g) # 0.

Definition: Sei K ein Korper, f € K[X]— K, f =an(X —aq) ... (X —ap).
Die Diskriminante von f ist

D(f)=ay=? ] (i —ay?

1<i<j<n

Beispiel: Spezialfall n = 2 tiber algebraisch abgeschlossenem Koérper K:

f(X) = asX? 4+ a1 X + ap mit as # 0.
F(X) = as (X+al+ (‘”)2_%> <X+al_ (‘“)2_‘LO>.

2(12 2(12 an 2&2 2&2 a9

Mz 90y _ 02 4agas.

2a2 a9

D(f) = a3(4((
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(2.3) Satz: Sei K ein Korper, f € K[X]|— K, f=>" a;X' mit a,, # 0.

n(n—1)

Res(f, f') = (=1)" 27 anD(f).

Beweis: Es gelte f = a,(X —aq) -... - (X — a,) in einem Zerfiallungskorper
von f iiber K. Dann gilt nach Anwendung der Produktregel fiir Ableitungen

n

f'(ew) = ap H (a; — aj).

J=Lj#i

Nach ist
Res(f,f) = ao [] f(ei) = a2V IT IT (s — )

i=1 i=1j#i
n—1
n—1 27 2 nnl)
= ap" (=17 I (e — o) =(=1)" = anD(f).
1<i<j<n

Beispiel: f = asX?+ a1 X + ap. Dann ist f' = 2a2X + a1.

a2 ap ag

S(fif)=1 202 a1 0

0 2(12 al

Res(f, f') = aga? + 4apa3 — ai2as = 4aga3 — atas.

Beispiel: Sei K ein Korper. f,g € K[X]|— {0} haben iiber K die Zerlegungen
f(X) = X—a1) ...- (X —ayp),
o(X) = (X—B)- (X~ ).
Gesucht ist ein Polynom h(X), das als Nullstellen genau alle Werte a; — 3 mit
1<i<n,1<j<m hat.
Idee zur Losung ist, iiber K(Y') statt iiber K zu rechnen.

X+Y)=(X+Y —a1)...- (X +Y —ap).

Res(f(X+Y),g ﬁﬁ -Y +a; — ).

Man schreibe Resy fiir die iiber dem Polynomrlng in Z gebildete Resultante.
Dann lautet das gesuchte Ergebnis:

h(X) = (=1)"" Resy (f(Y + X),g(Y)).

Schreibweise: Sei K ein Korper. 4, = K[z1,...,zy).

(2.4) Bemerkung: Die symmetrische Gruppe S,, der Permutationen von

{1,...,n} operiert auf A,, durch Permutation der Indizes der Unbestimmten,

also durch S, —  Aut(4,) , wobei P™(z1,...,75) = P(2r1),- - Tr(n))-
T +— (P~ P7)
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Definition: Sei U < 5,,.
(a) P € A, heifit U-invariant : <= fiir alle 7 € U gilt P™ = P.
(b) P € A, heiit symmetrisch : <= P ist S,-invariant.

Schreibweise: Sei U < 5.
AY = {P € A,|fiirallen € U gilt P* = P} K-Algebra der U-invarianten
Polynome.
Beispiel:
(a) Fir1<k<mnist sy = >, ][] #; ein symmetrisches Polynom.
IC{L - m} i€l
Setze so = 1 und s = 0 fiir &k > n.
si heiflt das k-te elementarsymmetrische Polynom aus A,.
n
(b) Fiir k € INg ist pp = >_ #¥ ein symmetrisches Polynom.

i=1
i heifit die k-te Potenzsumme aus A,,.

(2.5) Bemerkung: Sei K ein Korper.

f € K[X] habe in K[X] die Zerlegung f = (X —aj)-...- (X — ;). Dann gilt
f=X"— 51 X" 45X 2 - 4 (1) s 1 X 4 (—1)"s,,
wobei s = sg(aq,...,q,) das k-te elementarsymmetrische Polynom in den

Nullstellen von f ist.

(2.6) Satz: (Newton)

In A, gilt fir Kk € IN
k

ksy =Y (=1)" 'pis_.

=1

Beweis: Im Ring A,[[Y]] der formalen Potenzreihen in Y {iber A, gelten
folgende Identitaten

n

SY) =) (-1)fsY* =[]0 - aY),

k>0 i=1
' _ _1\k k=1 _ - o —~ -
S'(Y) = (~1)fkspY* ! = H(1 z;Y) (Z — mf) ,
k>1 i=1 i=1
n n Y
P = k‘ = > k — xl .
E>1 i=1 k>1 i=1
Daraus folgt die Identitéat
S'(Y)
=-YP(Y).

Das Ergebnis folgt dann durch Koeffizientenvergleich bei Y* in der Identitt
S(Y)=-YS(Y)P(Y). O
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Beispiel: Berechnung der Potenzsummen py(c;) der Nullstellen eines normier-
ten f € K[X]| mit grad(f) = 3.

FX) =X+ a1 X% + X +as = (X — o) (X — a2)(X — ag).

§1 = —a1 p1 =451 = —a
S2 = a2 P2 = S1p1 52 aj a2
_ _ _ 3
S3 = —as P3 = S1Pp2 — Sa2p1 + 383 = —aj + 3(11&2 — 3a3
4 2 2
D4 = S1p3 — Sop2 + s3p1 = aj — 4ajas +4arjas + 2a3

(2.7) Satz: (Hauptsatz iiber elementarsymmetrische Polynome)
Sei K ein Korper, A, = K[x1,...,x,]. Dann gelten:

(a) $1,...,8n € Ay, sind tiber K algebraisch unabhéngig.

(b) A% = K[sy,..., 8]

Beweis: Auf der Folge der Exponenten der Monome az{* ... -z%" aus A, wird
wie folgt eine Ordnungsrelation erklart, die graduiert lexikographische Ordnung:
(a1,....an) > (b1,...,by) s <= (i ai > b)) oder (O jai= i bi
und es gibt i, 1 <i < n, mit a; > b; und (ay,...,a;—1) = (b1,...,bi—1)).
Durch die Gradbedingung gibt es zu gebener Exponentenfolge (ay,...,a,) nur
endlich viele kleinere Folgen. Daher kann der Beweis durch Induktion {iber die
Exponentenfolgen gefiihrt werden.

Sei f € ASn, die Monome seien absteigend angeordnet.

Wegen der Symmetrie enthélt f mit jedem Monom axj! - ... z%" auch eines,
dessen Exponentenfolge a; > ... > a, erfiillt, und diese Folge ist in der Ord-
nung grofer als alle anderen, die aus Permutationen von ay, ..., a, resultieren.
Sei also azi! - ... - z% mit a; > ... > a, das grofite auftretende Monom in f.
Im symmetrischen Polynom g = s§17%2.5527% .. .g/" 77"
Exponent (aq,...,a,) mit a3 > ... > a, auf.

In h = f —a- g tritt dann die Exponentenfolge (a1, ...,ay,) nicht mehr auf,
sondern nur noch Monome mit kleineren Exponentenfolgen.

Nach Induktionsannahme ist h als Polynom in sq,...,s, darstellbar. Also gilt
dasselbe auch fiir f.

Die Eindeutigkeit der Darstellung ergibt sich wie folgt.

Der Ausdruck si' - ... - s besitzt in x1,...,2, die gréBte Exponentenfol-
ge (1 + ... +epyea+ oo+ CnyeooyCue1 + Cpy ). Die Exponentenfolgen ver-
schiedener derartiger Ausdriicke sind paarweise verschieden, da die Abbildung
(c1y..yen) = (c1+ ...+ CnyevoyCn1 + Cn,y ) injektiv ist.

Sei f € A% Gilt f = g1(s1,...,50) = ga(s1,...,5n) fiir g1,92 € K[y1,...,Ynl,
dann setze g = g1 — g2. Es gilt dann g(s1,...,s,) = 0.

Zu zeigen ist dann g = 0.

Angenommen, es gelte g # 0. Dann sei ayj* - ... yS das Monom von g, fiir das
(c1+...4¢Cny...yCn_1+cp,cy) die groBite Exponentenfolge aller in g auftreten-
den Monome ist.

Dann kann der Term as{' - ... - s&* durch keinen anderen Monomausdruck fort-
gehoben werden. Also ist g(s1,...,S,) # 0. Widerspruch. O

-sdn tritt als grofiter
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Definition: Sei K ein Korper.
(a) Eine K-Algebra A heifit graduiert : <= A besitzt eine Zerlegung
A= GadZO Ad mit AO = K und AZ . Aj g Ai+j'
Die Elemente aus Ay nennt man homogen vom Grad d.
(b) Sei A eine graduierte K-Algebra mit dimg (A44) < oo fiir alle d > 0.
Die Hilbert-Reihe von A ist ®4(z) = 3 o0 dimp (Ag)27.
(2.8) Bemerkung: Sei U < S,.
(a) Es gibt homogene Elemente wuy, ..., upn,r1,...,7 € AV mit
(i) uq,...,uy sind algebraisch unabhéngig,

¢
(ii) AU besitzt als K-Modul die Zerlegung AY = @ 7 K|u1, ..., uy).
i=1

(b) Die Hilbert-Reihe von AV ist

Zgrad(rl) .+ Zgrad(rt)

(I)A»,[{(Z) = (1 _ Zgrad(ul)) R (1 _ Zgrad(un)) :
Beispiel:
(a) Sei U = {1}. Dann gilt (2.8) mit u1 = z1,...,up =z, und t = 1,7 = 1.

1 n+d-1\ 4
N e D I | )
(1 —2z)n ;) d
Speziell gilt dimg ((Ay)q) = ("+g_1).
(b) Sei U = S,,. Nach (2.7) ist A% = K[s1,...,n].
Dann gilt (2.8) mit u3 = $1,...,up, = 8, und t = 1,7 = 1.
1
1-—2)(1-22)-...-(1—2")

(I)AE” (Z) 5

(2.9) Bemerkung: (Molien)
Sei K ein Korper der Charakteristik 0, U < S,,.
Zu 7 € Sy, bezeichne M (r) € M, (K) die Permutationsmatrix M (7) = (3x(;,;)-

Dann gilt
1

1
®ag(2) = 0] ;U det(In — 2z M(m))

(2.10) Bemerkung: 7 € S, sei Produkt zifferndisjunkter Zyklen der Lingen
l1,...,0.. Dann gilt mit den Bezeichnungen aus ([2.9))

r

det(l,, —z- M(m)) = H(l — 24).

i=1
Definition: Sei U < S,,, P € A,,. Setze Wp = Staby(P) = {m € U | P" = P}.
Re(X)= [[ (X-P7)
ﬂ'EU/Wp

heifit das Resolventenpolynom von P beziiglich U.
(2.11) Bemerkung: Seien U < S, und P € A,. Dann gilt Rp(X) € AV[X].
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2.2 Norm und Spur

(2.12) Satz: (Dedekind)

Sei E/K endliche separable Korpererweiterung, n = (E : K). C sei algebraisch
abgeschlossener Korper mit £ C C. Seien o1,...,0, € G(E/K,C/K).

Dann sind oy, ..., 0, iiber C linear unabhéngig.

Beweis:

Zeige: Fiir ¢1, ..., ¢, € C gilt: Aus )", ¢io; = 0 folgt (¢1,...,¢n) = (0,...,0).
Es reicht dazu, die Aussage fiir eine K-Basis (01, ..., 3,) von E zu betrachten.
Die Aussage ist dann dquivalent zu det((o;(53;))1<i,j<n) # 0.

Nach dem Satz ([1.38) vom primitiven Element gibt es o € E mit E = K(«).
Dann ist (1,q;,...,a" 1) eine K-Basis von E, und die n Werte o; = () sind
paarweise verschieden. Die Matrix A = (O'Z'(Oéj_1>)1§i7j§n = (ozg* Ji<ij<n ist
eine Vandermonde-Matrix, also gilt det(A4) = J[; ;o <, (o — ;) # 0. O
Definition: Sei E/K endliche Korpererweiterung, setze r = (E : K)s.

Sei C ein algebraischer Abschluss von E, sei G(E/K,C/K) = {o1,...,0.}.
Fiir a € E heifit

r (EZK)i
(a) Ng/k(a) = (H 0',,(0&)) die Norm von « in K.
v=1
(b) Tg/k(a) = (E: K); Y o,(a) die Spur von o in K.
v=1

(2.13) Bemerkung: Sei E/K endliche Korpererweiterung.
(a) Ng /i + E¥ — K™ ist ein multiplikativer Gruppenhomomorphismus.
(b) Tg/k : E — K ist ein additiver Gruppenhomomorphismus.

(2.14) Satz: Sei E/K endliche Korpererweiterung.
(a) Ist E/K separabel, dann ist Tg g surjektiv.
(b) Ist E/K nicht separabel, dann ist Tg/x = 0.

Beweis: Setze n = (E: K).

C sei algebraischer Abschluss von E und G(E/K,C/K) = {o1,...,0,}.

(a): Esist r = n. Gilt fiir alle a € F, dass 0 = T k(o) = >, 0;() ist, dann

sind die o iiber K linear abhiingig. Widerspruch zu .

Als K-lineare Abbildung ist Tk dann surjektiv.

(b): Ist char(K) = p > 0, dann ist (E : K); = p™ nach (1.26))(b), und es ist

m > 0, da E/K nicht separabel ist. Fiir alle o € E ist dann T/ (a) =0. O

(2.15) Satz: (Transitivitdt von Norm und Spur)

Sei F/K endliche Erweiterung, F' Zwischenkorper von E/K.

Dann gelten Ng g = Np/ o Ng/p und T/ = Tr/x 0 Tr/F-

Beweis: Sei C ein algebraischer Abschluss von E. Nach gibt es eine

Bijektion G(F/K,C/K)x G(E/F,C/F) = G(E/K,C/K) , wenn T eine
(1,0) — Top

Fortsetzung von 7 auf E bezeichnet. Seien also 7i,...,7(p.x), fest gewdhlte

Fortsetzungen der Elemente von G(F/K,C/K) auf E.

Aus ([1.17)(a) folgt (E: K); = (E: F);(F : K);.
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Ist G(E/K, C/K) = {01>"'7J(E:K)s} und G(E/F,C/F) = {Qla"'aQ(E:F)s}7
dann gelten fiir alle o € F

(E:K)s (F:K)s (B:F)s (F:K);
Ngig(a) = TI o= T1 7| II ex(a)®:

=1 j=1 k=1
= Np/k(Ng/r(a)),
(B:K)s (F:K)s (B:F)s
TE/K(a) = (F:K); z:z1 oe(a) = (F : K); ; 7j ((E : F); kgl Qk(oz)>
= TF/K(TE/F(O‘))' O

(2.16) Satz:

Sei E = K(a) mit a € E und Mipog (o) = X" + a,_1 X" 1 + ... + ao.

Dann ist Ng k(o) = (=1)"ap und T,/ g (o) = —an-—1.

Beweis: Sei C ein algebraischer Abschluss von E. Mit » = (E : K), sei
G(E/K,C/K)={0o1,...,0.}. Fir 1 <j <r setze man o = 0j(«).

Dann ist Nytipo, (a)(C) = {1, ..., a;}, und iiber C[X] gilt

Mipog (a) = (X —ay) - ... (X —a,))EF),

Koeffizientenvergleiche bei X"~ ! und bei X liefern die Behauptungen. %

(2.17) Satz: Sei E//K endliche separable Kérpererweiterung.

(a) Die Abbildung Ex E — K ist eine nicht ausgeartete sym-
(,B) = TE/K(Oéﬁ)

metrische Bilinearform.
(b) Sei E = K(a) mit f(X) = Mipog ().

Sei )];(i(g)z =P+ /X +... +/8n—1Xn_1 mit Bo,...,0n_1 € E.

gleich (%, o %)

Dann ist die Dualbasis von (1,a,...,a" 1)
Beweis: Sei C' ein algebraischer Abschluss von E.

(a): Symmetrie und Bilinearitét folgen aus Symmetrie und Linearitéit von Tz /.
Gilt T/ (aB) = 0 fiir alle 3 € E, so folgt nach (a), dass a = 0 ist.
(b):Mitn=(FE:K)=(FE:K)ssei G(E/K,C/K) ={01,...,0n}.

Setze o = o;(a) fiir 1 <4 < n. Dann ist Nf(C) = {a,...,an}.

Figr 0 <r <n-—1 gilt die Identitdit

T

r_ f(X) a;
X' =D o) o)

Denn g(X) =X"->" %% ist ein Polynom mit grad(g) < n— 1, das
die n Nullstellen aq, ..., a, hat. Daher gilt g = 0.

Setzt man die o; wie in (L.1)(b) auf E(X) fort, dann gilt mit (L.41))

n

f(X) o\ fX) af
Trex)/r(x) <(X_a) f,(a)> = (X — o) f'(ag) .

i=1

Koeffizientenvergleich ergibt dann T, (ai%) =0, fir0<i,j<n-1. ¢
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(2.18) Bemerkung: Sei F/K endliche Kérpererweiterung, n = (E : K).
Die Multiplikation mit 8 € E definiert eine K-lineare Abbildung

mg:E — FE,
mg wird beziiglich einer K-Basis B = (b1, ..., b,) von E beschrieben durch eine

Matrix Ag € M, (K), deren i-te Spalte das Bild mg(b;) beziiglich B ist.

Definition: Die Abbildung m: F — Endg(E) — M,(K)

o= mg = Ag
ist ein injektiver Homomorphismus von K-Algebren, genannt die requldre Dar-
stellung der K-Algebra E.

Beispiel: Sei £ = K(a) mit Mipog(a) = X" + ap 1 X" 1 + ...+ ao.

Sei B = (1,q,...,a" ) und my, : z — az. Dann gilt
0 -+ - —ap_q
I
: .0 :
0 -~ 1 —ag

(2.19) Bemerkung: Sei F/K endliche Erweiterung, o € E.
Es bezeichne Mipoy (m,) das Minimalpolynom des K-Endomorphismus my,.
Dann gilt Mipog (o) = Mipog (my)-
Speziell folgt:
(a) TE/K(a) = T(ma) und NE/K(O‘) = det(ma)'
(b) Die Eigenwerte von m,, sind genau die Konjugierten von «.

(2.20) Bemerkung: Sei F = K(«) endliche Erweiterung, n = (E : K).

Sei 8 € E. Den Ubergang von Mipo i (@) zum charakteristischen Polynom von 3
bzw. mg, xx (mg) = det(mg—X Idg), nennt man Tschirnhaus- Transformation.
Es gilt xx(mg) = Mipog(8)" fiir ein r € IN.

2.3 Normalbasen

Definition: Sei F/K endliche Galois-Erweiterung, o € F.
Ist das System B(a) = (o(a)|o € G(E/K)) iiber K linear unabhéingig, dann
ist B(a) eine K-Basis von E, die Normalbasis von E/K genannt wird.
(2.21) Bemerkung: Sei F/K endliche Galois-Erweiterung.
Sei a € E, so dass B(«) eine Normalbasis von E/K ist.
(a) « ist primitives Element von E/K, also gilt E = K(«).
(b) Jedes 7 € G(E/K) permutiert die Elemente von B(«a), und 7 ist durch
Angabe der Permutation der Elemente von B(«) eindeutig bestimmt.

(2.22) Satz: (Existenz einer Normalbasis)
Sei E/K endliche Galois-Erweiterung.
Dann gibt es a € E, so dass (o(«a)|c € G(E/K) ) eine Normalbasis von E/K ist.
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Beweis: Mit n = (E: K) sei G(E/K) ={o1,...,0,}.

(a) K enthalte unendlich viele Elemente.

Gilt fiir ein & € E eine Relation Y ; a;0i(a) = 0 mit a; € K, dann gilt fiir
alle j mit 1 <j <nauch ) !, aiaj_lai(a) =0.

Also ist zu zeigen: Es gibt a € E mit det((a;lai(a))ij) # 0.

Nach dem Satz vom primitiven Element gibt es 8 € F mit F = K ().
Setze f(X) = Mipog (8) = [[;=1(X — 0i(8))-

Setze g(X) = f( 23 € E[X], dann gilt g7 (3) { ;8 Ei Z: i igi’

Setze A = ( i 07 (X))lﬁi,jgn c Mn(E[ ]) und d(X) = det(A) € E[X]
Dann ist d(X) # 0, denn d(3) = det((g% ke (8))i;) = g(B)™ #0.

Da K unendlich viele Elemente enthélt, gibt es v € K mit d(vy) # 0.

Dann gilt det((o7 03 (13):) = det((-—222).) = d(3) £
f()

und o = 5 erfiillt die gewiinschte Bedingung.

(b) G(E/K) sei zyklisch, erzeugt von o. (Das ist bei endlichem K der Fall.)
Dann hat der K-Endomorphismus ¢ das Minimalpolynom X" — 1, denn es gilt
" =1Idg, und 1,0,...,0" ! sind nach (2.12) iiber K linear unabhiingig.
Beziiglich einer geeigneten K-Basis B wird ¢ durch die Permutationsmatrix
(04,(j+1) mod n)o<i,j<n—1 dargestellt. B ist dann eine Normalbasis von E/K. ¢

(2.23) Satz:

Sei F/K endliche Galois-Erweiterung, F' Zwischenkorper von E/K.

Sei @ € E, so dass (o(a)|loc € G(E/K)) eine Normalbasis von E/K ist, seien
o1,...,0m die Reprisentanten der Linksnebenklassen von G(E/F) in G (E /K).

(8) Es gilt F = K (Tpe(a).
(b) B = (o;* Tg/oy () (@), - - 00 T /o, () () ist eine Basis von F/K.
(¢) Ist F//K normal, dann 1st B aus (b) eine Normalbasis von F/K.

Beweis: Setze G = G(E/K) und H = G(E/F), so dass H < G gilt.

(b): Jedes x € E hat eine eindeutige Darstellung z = )~ . a,0(a) mit a, € K.
Fir 7 € G gilt dann 7(2) = > cqas70(q) = > cq r-1,0().

Es gilt genau dann x € F, wenn a,-1, = a, fiir alle 7 € H gilt, wenn also die
Koeffizienten a, auf den Rechtsnebenklassen Ho von H iibereinstimmen.

o] o , 0., reprisentieren die Rechtsnebenklassen von H, und nach (a)
gilt o;Ho; ' = G(E/o;(F)), also hat jedes x € F eine eindeutige Darstellung

:L“—z:aZ (Z TO,; > Zal TE/o—Z P (a )) mit a; € K.

TeEH

Wegen der Eindeutigkeit dieser Darstellung ist B eine Basis von F//K.

(c): Ist H ein Normalteiler von G, dann gilt o;(F') = F, und B enthilt genau
alle Konjugierten von T/ p(a). Also ist B eine Normalbasis von F/K.

(a): Setze to = T p(). Fiir i # j gilt 04(ta) # 0j(ta) wegen der Eindeutigkeit
der Basisdarstellung. Also hat t, mindestens m = (F' : K) Konjugierte in E,
so dass grad(Mipog (ta)) > m gilt.

Dann sind 1,4, ...,t" ! iiber K linear unabhingig, also gilt F C K(t,). ¢
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Ergebnisse der (Galois-Theorie

3.1 Endliche Koérper

(3.1) Satz: Sei p eine Primzahl und n € IN.

(a) Es gibt einen endlichen Kérper mit p™ Elementen.

(b) Je zwei endliche Kérper mit p™ Elementen sind isomorph.

Beweis: I, = Z/pZ ist ein endlicher Kérper mit p Elementen.
Setze ¢ = p™. Sei C ein algebraischer Abschluss von IE,.

(a) f(X)=X?—-X €I, [X] ist separabel. Sei F' = {a € C| f(a) = 0}.

F ist ein Korper: Fir a,b € F gelten (a —b)? = a? — b7 = a — b und
(ab)? = ab, also a — b,ab € F.

Fiir a € F* gilt (a71)9 = (a?)"' =a ! alsoa! € F.

Also ist F' der Zerféllungskorper von X9 — X, und es gilt |F| = q.

(b) Sei F' ein Kérper mit ¢ Elementen. Wegen char(F) = p ist ein zu IE,
isomorpher Kérper in F' enthalten. Also darf man IF, C F' annehmen.
Die multiplikative Gruppe F* hat ¢ — 1 Elemente. Jedes a € F™* erfiillt
a7t =1. Also ist F ein Zerfillungskérper von X7 — X iiber IE,.

Nach (1.8))(b) sind je zwei Zerfillungskorper isomorph. 0o

Definition: Sei K endlicher Kérper mit ¢ = |K|, E/K endliche Erweiterung.
og:E — E heit Frobenius-Automorphismus der Erweiterung E/K.
z — a4

(3.2) Satz: Sei K endlicher Kérper mit ¢ = |K|, E/K endliche Erweiterung.
(a) E/K ist galoissch.
(b) G(E/K) = <o4> ist zyklisch der Ordnung (E : K).

Beweis: Setze G = <o,> < Aut(E).
Es gilt K = E¢, denn K enthélt nach |D genau alle € E mit a? = «.
Nach (1.39) ist E/K = E/EY galoissch mit G(E/K) = G. O

25
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3.2 Einheitswurzelkorper

Definition: Sei K ein Korper, n € IN.

(a) Fiir z € K* bezeichne ord(x) die Ordnung von z in der Gruppe K*,
min{m € INj2"™ =1}, falls es m € IN mit 2™ =1 gibt,
ord(x) =
o0 sonst.
(b) W(K) = {z € K*|ord(z) < co} heifit Gruppe der Einheitswurzeln in K.
c) Wn(K) ={z € K*|z"™ = 1} heiBit Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in K.
d) x € K* heifit primitive n-te Einheitswurzel : <= ord(z) = n.

3.3) Bemerkung: Sei K ein Korper, n,m € IN.

(a) W, (K) ist endliche zyklische Gruppe, deren Ordnung n teilt.
(b) Bei (n,m) = 1 gilt Wi (K) = Wy (K) x Wi (K).

(c) Bei char(K) =p > 0und r € IN gilt Wy,-(K) = {1}.

(3.4) Bemerkung: Sein € IN.
(a) Wn(C) ={e* " |k=0,1,...,n — 1} enthilt n Elemente.
(b) Sei C' algebraisch abgeschlossener Korper mit char(C) = p > 0.

Dann gﬂt ’Wn(C” =n- p*wp(”)_

Definition: Sei K ein Korper, n € IN.
Der Zerfallungskorper von X™ — 1 iiber K heif3t der Kéorper der n-ten Einheits-
wurzeln iiber K oder der n-te Kreisteilungskorper iber K.

Schreibweise: Sei K ein Korper, n € IN.
K, = K(3/1) sei der Kérper der n-ten Einheitswurzeln iiber K.

(3.5) Satz: Sei K ein Kérper, n € IN.
(a) K, /K ist endliche Galois-Erweiterung.

(b) Ist char(K) kein Teiler von n, dann gibt es einen injektiven Gruppen-
homomorphismus G(K,,/K) — (Z/nZ)*.

Beweis:
(a): Bei char(K) = p > 0 gilt in einem algebraischen Abschluss C' von K nach
(B-3)(c) fiir alle r € IN, dass Wyr(C) = {1} ist.
Also darf man nach (3.3)(b) annehmen, dass (n,p) = 1 gilt. Dann ist X" — 1
iiber K separabel, und nach ist K, als Zerfallungskorper galoissch.
(b): Sei 0 € G(K,,/K). Sei ¢, € K mit ord((,) = n.
Wegen ord(c((,)) = n und (a) gibt es k € IN mit (k,n) = 1 und o(¢,) = ¢*.
k ist modulo n eindeutig bestimmt, und fiir alle ¢ € W,,(K,) gilt o(¢) = ¢*.
Damit die Abbildung ¢ : G(K,/K) — (Z/nZ)* wohldefiniert.

o — kmodn
1 ist ein Homomorphismus wegen (¢F)¢ = ¢**.
¥ ist injektiv, da o € G(K,,/K) bereits durch o((,) eindeutig festgelegt ist.

(3.6) Korollar: Sei K ein Korper, n € IN. Dann ist G(K,,/K) abelsch.

Definition: ¢:IN — IN heift Fulersche @-Funktion.
no — [(Z/nZ)|
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(3.7) Bemerkung: Fiir n € IN gilt p(n) =n]](1 - )
pln
Definition: Sei C algebraischer Abschluss von @, n € IN.
F.(X)= ]I (X =) heifit das n-te Kreisteilungspolynom.
CEWR(C)
ord(¢)=n
(3.8) Bemerkung: Sein € IN.
(a) Fn(X) € Z[X] ist normiert vom Grad ¢(n).
(b) Es gilt X™ —1 =[] Fs(X).
d|n

(3.9) Bemerkung: Sei C algebraischer Abschluss von @, seien m,n € IN.
(a) Frn(X) teilt F,(X™).
(b) Ist jeder Primteiler von m auch einer von n, dann gilt F,,(X) =
(c) Ist p eine Primzahl, die n nicht teilt, dann gilt F,(X)F,,(X) =
(d) Fir (m,n) =1und n>1beim=2gilt F,,(X)=]] F( )

¢ec*
ord(¢)=m

Beispiel:
. . . ~1
(a) Ist p eine Primzahl, dann gilt F,(X) =Y F_, X*.
(b) Es gilt F15(X)F3(X) = F3(X5)
: _ X104 X541 _ y8 7 5 4 3
Also ist Fi5(X) = ﬁ =X°-X"4+X°-X*"+X°-X+1
(C) Flgo(X) = F23.3.5(X) == F2.3.5(X4) == F3.5(—X4) = F15(—X4).
Also ist Fiao(X) = X32 + X28 — X20 _ X16 _ x12 | x4 41,

Definition: Sei f € Z[X], f =Y I ,a; X" mit a; € Z.
f heiBBt primitiv : <= (ag,...,an) = 1.
(3.10) Lemma: (Gauf)
Seien f, g € Z[X] primitiv. Dann ist fg primitiv.
Beweis: Seien f = )" (a;X' und g = >0 b; X7 mit (ao,...,a,) =1 und
(bo, - .-, bm) = 1. Setze fg =3 120" e X .
Sei p eine Primzahl. Setze r = max{i |0 < ¢ < n, p teilt nicht a;} und
s =max{j |0 < j < m, p teilt nicht b;}.
Der Koeffizient von X" in fg ist ¢, = Y pog @hbris—k-
p teilt nicht a,bs, aber p teilt jeden weiteren Summanden in ¢4 .
Also ist p kein Teiler von (cq, ..., Cmin)-
Dies gilt fiir alle Primzahlen p, also ist (co, ..., ¢mtn) = 1. ¢

(3.11) Korollar: Ist f € Z[X] reduzibel iber @, dann ist f reduzibel tiber Z.

(3.12) Satz: (GauB) Sei n € IN.
(a) F,(X) ist irreduzibel tiber Q.
(b) B gilt G(0,/Q) = (Z/nZ)".
Beweis:
(a): Sei C algebraischer Abschluss von Q. Sei ¢ € W,,(C') mit ord(¢) = n. Setze
f=Mipog(¢). In Q[X] ist f ein Teiler von X" — 1.
Also gilt X" —1 = f(X)h(X), und nach (3.11) gilt f,h € Z[X].
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Zu zeigen ist f(¢*) = 0 fiir alle k mit 0 < k < n und (n, k) = 1.

Dann folgt grad(f) > ¢(n), also f = F,.

Da sich jedes der genannten k als Produkt von Primzahlen darstellen lisst,
reicht es zu zeigen, dass fiir jede Primzahl p, die n nicht teilt, f({P) = 0 gilt.
Annahme: (P sei keine Nullstelle von f.

Dann ist h(¢P) = 0, also ist ¢ Nullstelle von ~A(XP). Als Minimalpolynom ist f
ein Teiler von h(XP?), nach gilt also h(XP) = f(X)g(X) mit g € Z[X].
Dann gilt A(XP) = h(X)? = f(X)g(X) mod p, also haben die modulo p redu-
zierten Polynome f und h einen gemeinsamen Faktor in IE,[X].

Damit hat X" — 1 = f(X)h(X) mod p eine mehrfache Nullstelle in IF,[X].

Bei (n,p) = 1 ist aber X™ — 1 teilerfremd zur Ableitung nX"~!. Widerspruch.
(b): Es bleibt zu zeigen, dass die in (3.5)(b) genannte Abbildung surjektiv ist.
Dies folgt nach (a), da |G(Q,,/Q)| = (Q,, : Q) = p(n) = |(Z/nZ)*| ist. O
(3.13) Satz: Sei K endlicher Kérper mit ¢ = |K|. Sei n € IN mit (n,q) = 1.
Dann gilt (K, : K) = ord(¢q mod n).

Beweis: Sei ( € W, (K,) mit ord(¢) = n. Es gilt (K, : K) = ord(o,) nach
1) (b). Es ist ord(c,) = min{f € IN| ¢4 = ¢} =min{f € N|¢/ =1modn}.
Dann ist ord(o,) = ord(¢q mod n), also die Ordnung von ¢ in (Z/nZZ)*. O
(3.14) Bemerkung: (Kronecker, Weber)

Sei K/Q Galois-Erweiterung und G(K/Q) abelsch.
Dann gibt es n € IN mit K C Q,,.

(3.15) Bemerkung: (Gauf)
Das regelméflige n-Fck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar,
wenn

n=2%p1-...-py

mit e > 0 und r > 0 verschiedenen Primzahlen p; der Form p; = 92" + 1 gilt.

3.3 Zyklische Erweiterungen und reine Gleichungen

(3.16) Satz: Sei E/K endliche Galois-Erweiterung.
(a) Ker(Tg i : E — K) besteht aus allen endlichen Summen von Elementen
der Form 7(a) —a mit « € Fund 7 € G(E/K).

(b) Ist G(E/K) zyklisch und o ein Erzeugendes, dann gilt fiir b € E:
Tg/k(b) =0 <= Esgibt a € E mit b= o(a) - a.

Beweis:
(a): Nach (2.22)) gibt es 5 € E, so dass (7(8) |7 € G(E/K)) eine K-Basis von F
ist. Jedes b € E hat dann die Gestalt b= >  a,7(8) mit a, € K.

TEG(E/K)
Dann ist Ty (6) = 5, - Tig/ac(7(8)) = T/ (3)(5, a-):
Da 3 eine Normalbasis definiert, ist T,/ (3) = >_. 7(8) # 0.
Also gllt TE/K(b) =0 <— ZT ar = 0.
Sei nun b € Ker(Tg k). Dann gilt
b= ZT a-7(B) = 27— ar7(B) — (ZT ar)B = ZT(T(aTﬂ) — a;f3) wie gewiinscht.
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(b): M ={o(a) — a|a € E} ist additive Untergruppe von FE.
Zu zeigen ist, dass fiir 7 = o* und o € E stets 7(a) — a € M gilt.
Seia € E. Mit 3 = ZZ o o) gilt o(8) — B = oF(a) — a wie gesucht. O

(3.17) Satz: (Satz 90 von Hilbert)
Sei E/K endliche Galois-Erweiterung, so dass G(E/K) = < o > zyklisch ist.
Fiir 3 € E* gilt: Np/g(8) =1 <= Es gibt a € E* mit 8 = a/o(a).

Beweis:
n—1

=: Setzen = (E : K). Sei v € E. Setze a = ) _ o'(7) H ol ().

i=0
Dann ist fo(a) = o™(V)BI1}=) o/ (8) + iS5 o' (v )H; Baj(ﬁ)za-
Dal,o,...,o" ! nach - iiber E linear unabhéngig sind, kann durch geeig-
nete Wahl von v erreicht werden, dass « # 0 gilt.

< BEs gilt Np/k(8) = Ng/k(a)/Ng/k(o(a)) = 1. V
Definition: Sei K Korper, C algebraischer Abschluss von K. Sein € IN,b € K.
a € C heilt n-te Wurzel von b, wenn « Nullstelle von X™ — b ist.

(3.18) Satz: Sei K Korper, sei n € IN mit |W,,(K)| =n.
Fiir b € K sei E der Zerfallungskorper von X™ — b iiber K.
o € E sei n-te Wurzel von b. Sei d € IN minimal mit o € K.
Dann gelten:

(a) d teilt n und Mipog (a) = X% — a4,
(b) Esist E = K(«a), und K(«a)/K ist Galois-Erweiterung vom Grad d.
(c) G(K(a)/K) ist zyklisch.

Beweis: Wegen |W,,(K)| = n haben alle Nullstellen von X" — b die Form (a

mit ¢ € W, (K). Speziell gilt £ = K(«).

Fir 0 € G(E/K) ist o(a) Nullstelle von X™ — b, also gilt o(a) = (a fiir ein

¢ € Wyp(K), und o ist durch ¢ eindeutig festgelegt.

Die Abbildung ¢ : G(K(a)/K) — W,(K) ist dann ein injektiver Homo-
o — ola)/a

morphismus. G(K(«)/K) ist isomorph zu einer Untergruppe von W, (K), also

ist G(K(«)/K) zyklisch einer Ordnung d’, die n teilt.

Ist o Erzeugendes von G(K(«)/K), dann hat o die Ordnung d.

(=o(a )/a erfullt dann ord(¢) = d’, und es ist o(a?) = a?, also d’ > d.

1,a,...,a% 1 sind iiber K linear unabhéngig, und « 1st Nullstelle des Poly-

noms Xd —af € K[X], also folgt d’ < d.

Insgesamt gilt d = d’ und X? — o = Mipog (). O

(3.19) Satz: Sei K Korper, sei n € IN mit |W,,(K)| = n.
Ist E/K eine Galois-Erweiterung mit (E : K) = n und G(E/K) zyklisch,
dann gibt es @ € E* und b € K* mit F = K(«) und Mipog(a) = X" —b.

Beweis: Sei o Erzeugendes von G(E/K).

Sei ¢ € W,,(K) mit ord(¢) = n. Da ¢ € K ist, gilt Ng,(¢) = (" = 1.

Nach gibt es @ € E* mit o(a)/a = ¢

Wegen o(a™) = o” gilt o™ € K, mit b = o™ ist also « Nullstelle von X" — b.
Da oi(a) = ('« gilt, besitzt a die n Konjugierten «, (a, ..., (" ta iiber K.
Damit ist (K(«): K) =n=(FE: K), also E = K(«). O
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Schreibweise: Sei K ein Korper, n € IN. K" = {b"|b e K*}.

(3.20) Satz: Sei K ein Korper, p eine Primzahl. Fiir b € K* gilt:
XP — b ist irreduzibel iiber K <— b ¢ KP.

Beweis:

=:Ist b= 0P € KP, dann ist X — (3 ein echter Teiler von XP — b iiber K.

<: Sei F Zerfallungskorper von XP —b iiber K und o € F Nullstelle von XP —b.
Ist char(K) = p, so ist XP — b = (X — a)? = Mipog(a) wegen b ¢ KP, und
E = K(«) ist rein inseparabel iiber K.

Sei also char(K) # p. Dann ist X? — b separabel.

Damit ist |[W,(E)| = p. Sei daher { € Wy(E) mit ord(¢) = p. Setze F' = K(().
F/K ist galoissch, und nach (3.5)(b) ist G(F/K) = < o > zyklisch.

Sei XP —b reduzibel iiber F'. Dann zerfillt X? —b nach (3.18)) in Linearfaktoren.
Damit ist K(«) C F, und es gilt o(a) = na mit n € W,(F).

Es gibt dann k mit 0 <k < p—1, so dass o(n*a) = n*a ist.

Das ist klar fiir n =1, und bei n # 1 gelten « ¢ K und n ¢ K.

Dann ist o(n)/n primitive p-te Einheitswurzel, und es gibt £ mit 1 <k <p—1
und (o (n)/n)* = n~!. Dies ist das gesuchte k.

Damit ist 8 = n*a € K, und es gilt 87 = (n?)ka? = o? = b, also b € KP. O

(3.21) Satz: (Vahlen, Capelli) Sei K ein Korper. Sei n € IN und b € K*.
X™ — b ist genau dann irreduzibel iiber K, wenn folgende Bedingungen gelten.

(i) Fiir jeden Primteiler p von n gilt b ¢ KP.
(ii) Ist n durch 4 teilbar, so gilt b ¢ —4K*.

Beweis:

=-: Sei X" — b irreduzibel iiber K.

Sei p Primteiler von n, setze m = n/p. Gilt b = 8P mit 8 € K, dann ist X? —b
reduzibel {iber K nach (3.20)), also ist (X™)? — b reduzibel iiber K.

Sei 4 Teiler von n und m = n/4. Ist b = —43* mit 3 € K, dann gilt iiber K
X4 —b=X*448% = (X2 - 28X +26%)(X?% + 26X +23%).

Also ist X™ — b = (X™)* — b reduzibel iiber K.

<: Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n, wobei n = 1 klar ist.

Sei E Zerfillungskorper von X™ — b, sei a € E£ Nullstelle von X™ — b.

Sei p Primteiler von n, setze m = n/p. Dann ist o Nullstelle von X™ — b.
Nach Induktionsannahme ist X™ — b irreduzibel, da (i) und (ii) gelten.

Setze F' = K(aP). Dann gilt (F': K) =m.

Ist XP —aP irreduzibel iiber F, gilt (K(«) : K) = (K(a) : F)(F : K) = pm = n,
und X" — b ist irreduzibel iiber K.

Ist XP — oP reduzibel iiber F', dann ist o € F? nach , also a? = ~P mit
v € F. Es gilt dann Np /g ()P = Np/g(o?) = (—1)"1b.

Sind m und p nicht beide gerade, dann gilt b € K? im Widerspruch zu (i).
Dieser Induktionsschritt ist stets ausfithrbar bei n = 2 oder falls n einen unge-
raden Primteiler p besitzt. Also gilt die Behauptung fiir diese n.

Bei n = 2" mit 7 > 2 und m = 2" 7! gilt jetzt —b = $% mit g € K*.

Wegen (i) gilt b ¢ K2, also gilt —1 ¢ K?2.

Sei 7 primitive 4-te Einheitswurzel {iber K, also Nullstelle von X2 + 1.

Uber K (i) gilt die Zerlegung X2 — b= (X2 ' —iB)(X2" " +ip).
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Wire X2 — i irreduzibel iiber K(i), dann wire auch X2 ' + i als kon-
jugierter Faktor irreduzibel tiber K (i), und wegen der Eindeutigkeit der Prim-
faktorzerlegungen in K (i)[X] und K|[X] wire X™ — b irreduzibel iiber K, also
wire auch X? — a? irreduzibel iiber F' im Widerspruch zu obiger Annahme.
Also ist X2~ — i reduzibel iiber K (i), und aus folgt i3 € K (i)2.

Es gilt i3 = (c +id)? = ¢® — d? + 2icd mit ¢,d € K, so dass ¢ = d? ist.

Dann folgt b = —3? = —4c* € —4K* im Widerspruch zu (ii). O

(3.22) Satz: (Artin, Schreier) Sei K Korper mit char(K) =p > 0.

(a) Sei E/K Galois-Erweiterung vom Grad p, und G(E/K) sei zyklisch. Dann
gibt es & € E und b € K mit F = K(«a) und Mipog(a) = XP — X —b.
(b) Fiir b € K sei E der Zerfdllungskorper von XP — X — b iiber K. Dann
tritt einer der folgenden Fille ein.
(i) XP — X — b zerfallt iiber K in Linearfaktoren, und es ist £ = K.

(ii) XP—X —bist iiber K irreduzibel. Dann ist £/ K Galois-Erweiterung
vom Grad p, und G(E/K) ist zyklisch.

Beweis:

(a): Sei E/K Galois-Erweiterung vom Grad p und G(E/K) = < ¢ > zyklisch.
Es gilt Tg/x(1) = (£ : K)-1=p=0.

Nach (3.16))(b) gibt es @ € E mit 1 = o(a) — «, also o(a) = a + 1.

Fiir 0 < j < p— 1 ist dann 07 (a) = a + j, insbesondere sind die p Werte o7 (a)
paarweise verschieden. Damit ist (K («) : K) > p, also E = K(«).

Es gilt o(a? —a) =(a+ 1P — (a+1) = a? — «, also gilt b =a? — a € K und
Mipog (a) = XP — X —b.

(b): Sei E Zerfallungskorper von f(X) = X?P — X —b.

Sei v € E Nullstelle von f. Fiir n € IF, gilt dann
fla+n)=(a+n)P—(a+n)—b=a?+nP—a—n—-b= fla)+nP —n=0.
Also hat f in E die Nullstellen o, + 1,...,a+ (p — 1).

f ist daher separabel, E/K ist galoissch, und es ist £ = K («).

Liegt eine Nullstelle von f in K, dann gilt das fiir alle Nullstellen, und (i) gilt.
Hat f keine Nullstelle in K, so gilt fir 0 € G(E/K), dass o(a) = a + n,
mit n, € I, ist. Die Abbildung ¢ : G(E/K) — Z/pZ  ist ein injektiver

o — o(a) —«
Gruppenhomomorphismus in die additive Gruppe Z/pZ. Wegen E # K ist
G(E/K) = Z/pZ zyklisch. f ist irreduzibel, da G(F/K) transitiv ist. O

3.4 Kummer-Theorie

Definition: Sei G eine abelsche Gruppe.
G" = Hom(G, €*) heiit die Charaktergruppe von G.

Schreibweise: Sei K ein Korper, C ein algebraischer Abschluss von K.

Sei n € IN mit |[W,,(K)| = n. Fiir A C K* sei VA= {acC|a™c A}.

(3.23) Bemerkung: Sei K ein Korper, sei n € IN mit |W,,(K)| = n.

Sei A C K*. Bezeichnet B = < A, K" > die von A und K" erzeugte multipli-
kative Untergruppe von K*, dann gilt K ({/A) = K(V/B).
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Definition: Sei K ein Korper, sei n € IN mit |W,,(K)| = n.
Eine Korpererweiterung E/K heit Kummer-Erweiterung vom Exponenten n,
wenn E/K galoissch und G(E/K) abelsch vom Exponenten n ist.

(3.24) Satz: Sei K ein Korper. Sei n € IN mit |W,,(K)| = n.
Sei A multiplikative Gruppe mit K™ < A < K*.
(a) K(¥/A)/K ist Galois-Erweiterung.
Setze G = G(K(V/A)/K), dann ist G abelsch vom Exponenten n.
(b) Die Abbildung G x A/K" — W,(K) , wobei a € VA mit a” = a
(0,aK™) +— o(a)/a
gilt, ist eine nicht ausgeartete Paarung.
(¢) K({/A)/K ist genau dann endlich, wenn A/K™ endlich ist.
Ist A/K™ endlich, dann gilt G =2 A/K™.

Beweis: Setze E = K(/A). Seia € A, a € E mit a" = a.
Alle Nullstellen von Mipo («) haben die Form o mit ( € W,,(K). Also zerfillt

Mipoy («) iiber E in Linearfaktoren. Daher ist E/K galoissch.

Fiir 0 € G gilt (0(a))" = a, also ist ((5,4) = # e Wy (K).

C(o,a) ist wohldefiniert: Ist v € E mit v" = a, dann gibt es n € W, (K) mit
a =1y, und es gilt % = 70(”2;(7) = @

Fir b € K gilt % = @, also st ((5.qpn) = ((0,0)-

Die Abbildung (o,a) — Clo,a) B8t multiplikativ in beiden Komponenten:

Seien 0,0 € G, b€ A und § € E mit 8" = b. Dann gelten

C(o’g ) = oola o(aB) _ o(a)

_ _ o(B) _
= ((o,0)$(0,0) WA ((oab) = 07 = o % = ((o,a)$(ab)-
Die Abbildung (0, a) — ((g,q) ist nicht ausgeartet:

Ist 0 € G, so dass % =1 fiir alle « € F mit o™ € A gilt, dann ist 0 = Idg.

SeiaGEmita":aeA.BeiM:1fﬁralleaEGistaeK*undaGK".

Multiplikativitdt und Injektivitéi% in der ersten Komponente liefern, dass G
abelsch ist und den Exponenten n hat.
(c) folgt direkt aus der Existenz der Paarung in (b). Ein Isomorphismus ist
gegeben durch A/K"™ — G" ) O
)

(e}

aK" +— (0w
Schreibweise: Sei K ein Korper.
Sei n € IN mit |W,,(K)| = n. Sei C algebraischer Abschluss von K.
An(K)={E|K C E C C, F/K Kummer-Erweiterung vom Exponenten n},
U (K)={A| K" < A< K*}.
(3.25) Satz: (Hauptsatz der Kummer-Theorie)
Sei K ein Korper. Sei n € IN mit |W,(K)| = n.
(a) Die Abbildung U,(K) — A,(K) ist bijektiv.
A — K( {’/Z)
Die Umkehrabbildung ist A, (K) — Un(K) .
EF — E"NK*
(b) Die Abbildungen sind isoton:
Fiir A1, A € Un(K) gilt: A C Ay <— K(VE) - K(%),
fir By, By € Ay (K) gilt: By C By <= EPNK*C B} NK*.
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Beweis: Seien ¢ : Uy (K) — A, (K), ¢ : A (K) — U, (K) obige Abbildungen.
@ st surjektiv: Zeige ¢ o = Id 4, (k)

Sei E/K Galois-Erweiterung und G(E/K) abelsch vom Exponenten n.

Setze A = E™ N K*. Dann gilt K" < A < K*. Setze E4 = K( (L/Z)

Dann gilt p 0 (F) = E4, und zu zeigen ist F4 = E.

F4 C F ist klar wegen YACE.

Fir o € FE ist K(a)/K endliche galoissche Teilerweiterung von E/K, und
G(K(a)/K) ist abelsch, also ist K(a)/K das Kompositum endlich vieler ga-
loisscher Teilerweiterungen von F/K mit zyklischer Galois-Gruppe.

Daher ist zu zeigen: Jede galoissche Erweiterung von K mit zyklischer Galois-
Gruppe, die in E enthalten ist, ist auch in F4 enthalten.

Sei F' C E mit G(F/K) zyklisch. Nach gibt es € F* mit F = K ()
und 6" € K*. Dann ist § € A, also F' C E4.

@ ist injektiv: Zeige v o p = Idy, (k).

Sei A mit K™ < A < K* gegeben. Setze E = K(V/A) und Ap = E" N K*.
Dann gilt ¢ o p(A) = Ap, und zu zeigen ist A = Ap.

A C Ag ist klar wegen A C E™.

Sei a € Ap. Wegen K(V/A) = E gibt es zu a € E mit o® = a Elemente
al,...,qp € Emit o) =g € Afiri=1,...,7rund a € K(ov,...,a;).

Setze B = < ay,...,a, > K", F = K(/B) und Ap = F" N K*,

Dann gilt a € Ap. Weiter ist B C Ap, und nach dem ersten Beweisabschnitt
gilt K(/B) = K(/Afp). Da Ap/K"™ endlich ist, folgt nach (c), dass
(B: K") = (Ap : K") gilt. Daraus folgt B = Ap.

Aus Arp = B C A folgt dann a € A. Insgesamt gilt dann A C A.

Die Inklusionen in (b) folgen aus den Definitionen. O

Schreibweise: Sei K Korper mit char(K) = p > 0, C algebraischer Abschluss
von K. Es bezeichne g die Abbildung p: K — K

x +— aP—x
Fiir AC K sei p 1(A) = {a € C|a? —a € A}.

(3.26) Bemerkung: Sei K Korper mit char(K) =p > 0.
Sei A C K. Bezeichnet B = < A, p(K) > die von A und p(K) erzeugte additive
Untergruppe von K, dann gilt K (p~(A)) = K(p~1(B)).

(3.27) Bemerkung: Sei K Korper mit char(K) =p > 0.
Sei A additive Gruppe mit p(K) < A < K.
(a) K(p~1(A))/K ist eine Galois-Erweiterung.
Setze G = G(K(p~'(A))/K), dann ist G abelsch vom Exponenten p.
(b) Die Abbildung G x A/p(K) — Z/pZ , wobei a € p~(A) mit
(0,04 p(K)) — ofa)-a
p(a) = a gilt, ist eine nicht ausgeartete Paarung.
(c) K(p~'(A))/K ist genau dann endlich, wenn A/p(K) endlich ist.
Ist A/p(K) endlich, dann gilt (K (p~1(A)): K) = (A : p(K)).
(d) Die Abbildung A — K (p~!(A)) ist eine Bijektion zwischen Gruppen A mit
p(K) < A < K und Kummer-Erweiterungen E/K vom Exponenten p.
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3.5 Auflosbare Erweiterungen

Definition: G sei endliche Gruppe. G heifit auflosbar (oder metazyklisch)
: <= es gibt eine Kette G = Hy > Hy > ... > H, = {1} mit

(i) fir ¢ =0,1,...,r ist H; Untergruppe von G,

(i) firi=1,...,r ist H; normal in H; 1, und (H;_1 : H;) = p; mit p; prim.

(3.28) Bemerkung: Sei G eine endliche Gruppe.
(a) Sei G auflosbar. Dann ist jede Untergruppe von G und jede Faktorgruppe
von G auflosbar.

(b) Sei N ein Normalteiler von G. Sind N und G/N auflésbar, dann ist G
auflosbar.

Beispiel:
(a) Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann ist G auflosbar.
(b) Sei p eine Primzahl und G eine p-Gruppe. Dann ist G auflosbar.
(c) Die symmetrische Gruppe S, ist fiir n > 5 nicht auflésbar.

Definition: Sei F//K eine Korpererweiterung.

(a) F/K heiit eine Radikalerweiterung : <= es gibt eine endliche Kette
K=KyCKiC...CK,=PF,sodassfiri=1,...,r die Erweiterung
K;/K;—1 von der Form K; = K;_i(a;) ist, wobei es ein a; € K ; und
eine Primzahl p; gibt, so dass a; Nullstelle von X7 — a; ist.

(b) F/K heifit durch Radikale auflisbar: <= es gibt eine Radikalerweiterung
E/K mit F C E.

(¢) f € K[X] heiBt durch Radikale auflésbar : <= es gibt einen Zerfallungs-
korper E von f, so dass E/K durch Radikale auflosbar ist.

(3.29) Bemerkung: Sei K ein Korper.
(a) Sind E;/K und E>/K Radikalerweiterungen, dann ist das Kompositum
E1Ey/K eine Radikalerweiterung.
(b) Ist E/K Radikalerweiterung und N/K normale Hiille von E/K, dann ist
N/K Radikalerweiterung.
(¢) Ist E/K rein inseparabel, dann ist /K Radikalerweiterung.

(d) Ist f € K[X] irreduzibel, E/K durch Radikale auflosbar, und gibt es
a € E mit f(a) =0, dann ist f durch Radikale auflgsbar.

(3.30) Satz: Sei E/K endliche separable Korpererweiterung, N/K normale
Hiille von E/K.
(a) Ist E/K durch Radikale auflosbar, dann ist G(N/K) auflosbar.

(b) Ist G(N/K) auflosbar und teilt char(K) nicht die Ordnung von G(N/K),
dann ist /K ist durch Radikale auflosbar.

Beweis: Sei C ein algebraischer Abschluss von N, setze n = (N : K).
(a): Es reicht, die Aussage fiir E/K normal und Radikalerweiterung zu zeigen:
Denn nach (3.29)(b) ist mit E/K auch N/K durch Radikale auflésbar, und
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nach Definition gibt es eine Radikalerweiterung F/K mit N C F, wobei F
nach (b) als normal vorausgesetzt werden darf.

Mit G(F/K) ist dann auch die Faktorgruppe G(N/K) nach (3.28)(a) auflésbar.
Seinun K = Ky C K; C ... C K, = F eine Kette von Zwischenkorpern, die fiir

i =1,...,7 nach Voraussetzung K; = K; 1(a;) mit Mipog,  (a;) = XPi —a;
erfiillen, wobei die p; Primzahlen sind, die wegen der Separabilitit von E/K
ungleich char(K) sind. Dann ist n =p; - ... p.

Da char(K) nicht n teilt, gilt |W,,(C)| = n. Sei ( € W,,(C) mit ord(¢) = n.

FEs reicht zu zeigen, dass G(E(C)/K(C)) auflosbar ist:

Die Erweiterung F(¢)/K ist normal als Kompositum von E/K und K(¢)/K.
Mit E/K ist auch E(¢)/K(¢) Radikalerweiterung, denn fiir die Kette der Zwi-
schenkorper K(¢) = Ko(¢) C K1(¢) € ... C K, (() = E(Q) ist fiir i = 1,...,r
der Grad (K;(¢) : K;—1(C)) gleich 1 oder p;.

Wenn G(E(¢)/K(¢)) auflésbar ist, dann ist nach (3.28))(b) auch G(E/K) auf-
losbar, da auch G(K(¢)/K) abelsch, also auflosbar ist.

Gelte nun ¢ € K, also |Wy(K)| = n.

Wegen der Separabilitit von E/K ist jede Teilerweiterung K;/K;_1 galoissch,
und G(K;/K;_1) ist zyklisch der Ordnung p; nach .

Nach korrespondiert zur Kette der Zwischenkorper K; von E eine Ket-
te G = Hy > Hy > ... > H, = {1} von Untergruppen H; = G(E/K;) von
G =G(E/K), in der fir ¢ = 1,...,r die Untergruppe H; Normalteiler in H; 1
und die Faktorgruppe H;_1/H; zyklisch der Ordnung p; ist.

Also ist G(E/K) auflosbar.

(b): Es reicht, die Aussage fir E/K normal zu zeigen:

Denn ist N/K durch Radikale auflésbar, dann auch E als Teilkorper von N.
Da char(K) nicht n teilt, gilt |W,,(C)| = n. Sei ( € W,,(C) mit ord(¢) = n.

Es reicht zu zeigen, dass E(C)/K(¢) durch Radikale auflosbar ist:

Denn da K (¢)/K Radikalerweiterung ist, ist nach (3.29)(a) dann E(¢)/K durch
Radikale auflgsbar. Damit ist auch E/K durch Radikale auflésbar.

Gelte nun ¢ € K, also |W,,(K)| = n.

Nach Voraussetzung gibt es eine Kette G = Hy > H; > ... > H, = {1} von
Untergruppen H; von G, wo H; Normalteiler in H;_; und die Faktorgruppe
H;_1/H; zyklisch von Primzahlordnung p; ist.

Nach korrespondiert zu dieser Kette eine Kette von Zwischenkorpern
K =Kyc Ki ¢ ... C K, = FE, so dass fir i = 1,...,r die Erweite-
rung K;/K;_1 galoissch mit zu H;_1/H; isomorpher Galois-Gruppe ist. Also
ist G(K;/K;_1) zyklisch der Ordnung p;, und nach gibt es a; € K mit
K, = Ki_l(ai) und Oéfi S K;—l‘

Also ist E/K durch Radikale auflésbar. O
Beispiel: Sei K = Q und E der Zerfillungskorper von X3 — 3X + 1 iiber Q.

Es gilt £ C IR, aber FE ist iiber IR nicht durch Radikale auflésbar.
Ist o eine Nullstelle von X3 — 3X + 1, dann gilt iiber C

also ist F iiber C durch Radikale auflosbar.
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Beispiel: Setze K = Q und f = X° — 6X + 3.
Es gilt Gy = S5, also ist f nicht durch Radikale auflésbar.

(3.31) Bemerkung:

Die Begriffe der Radikalerweiterung und der durch Radikale auflésbaren Er-
weiterung konnen auf eine Galois-Erweiterung F//K mit char(K) = p > 0 und
(F : K) = p verallgemeinert werden, indem in der Definition fiir die Kette der
Zwischenerweiterungen zusitzlich Erweiterungen der Form K; = K;_1(a;) mit
Mipog, (i) = XP — X — a; mit a; € K| zugelassen werden.

Die Verallgemeinerung von hat dann folgende einfache Gestalt:

Sei E/K endliche Korpererweiterung, N/K normale Hiille von E/K.
E/K ist durch Radikale auflosbar <= G(N/K) ist auflosbar.
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Technische Universitdt Braunschweig 20. April 2005
Institut fiir Analysis und Algebra Blatt 1
Dr. C. Adelmann

Aufgaben zur Vorlesung ,,Galoisgruppen*

Aufgabe 1
(a) Berechne das Minimalpolynom von v/2 4 /3 iiber Q.
(b) Seien a,b € Z keine Quadratzahlen, p,q € Z — {0}.

Berechne ein Polynom 4. Grades iiber ®, das py/a + ¢/b als Nullstelle
hat.

Aufgabe 2

Sei @ = V2. In K = Q(a) ist die Multiplikation mit einem Element y eine
lineare Abbildung, bezeichnet mit m, : K — K. Stelle diese in Matrixform
beziiglich der Basis {1, a,a?} dar, d.h. bestimme eine Matrix M iiber Q mit
my(x) =M - z.

Aufgabe 3
Sei K =Ty, f(X)= X3+ X+ 1.
(a) Bestimme einen Zerféllungskoérper E von f iiber K.

(b) Berechne die Nullstellen von f in E, und stelle f als Produkt von Linear-
faktoren iiber E dar.

Aufgabe 4

Zeige durch ein Gegenbeispiel, dass folgende Aussage falsch ist:
Sind E/F und F/K normal, dann ist auch E/K normal.
(Hinweis: Betrachte K = Q und a = v/2.)






Technische Universitdt Braunschweig 27. April 2005
Institut fiir Analysis und Algebra Blatt 2
Dr. C. Adelmann

Aufgaben zur Vorlesung ,,Galoisgruppen*

Aufgabe 5

Berechne in Q[X] fiir die Poynome
fl) = 23 +22—2-1,
glz) = a*+23+a+1,

den grofiten gemeinsamen Teiler von f, f’ sowie den von f, g.

Aufgabe 6
Sei « algebraisch iiber @, f(X) das Minimalpolynom von « iiber Q.
Stelle das Minimalpolynom von «? iiber @ mit Hilfe von f(X) dar.

Aufgabe 7

Gib ein Beispiel fiir eine endliche Erweiterung E/K an, die unendlich viele
Zwischenkorper F' besitzt.

(Hinweis: Betrachte £ = IE,(X,Y), K = IF,(X?,YP) und F = K(X +¢Y).)

Aufgabe 8
Sei E/K eine beliebige Korpererweiterung mit char(K) = p > 0. Sei a € E.
Zeige:

K(a?) = K(«) gilt genau dann, wenn « algebraisch und separabel iiber K ist.






Technische Universitat Braunschweig 4. Mai 2005
Institut fiir Analysis und Algebra Blatt 3
Dr. C. Adelmann

Aufgaben zur Vorlesung ,,Galoisgruppen*

Aufgabe 9
Sei E/K algebraische Kérpererweiterung, Ey der separable Abschluss von K
in E. Zeige: Ist E/K normal, dann ist /K normal.

Aufgabe 10
Sei w = €2™/9. Berechne das Minimalpolynom von w 4+ w™! iiber Q.

Aufgabe 11
Berechne ein primitives Element des Zerfallungskorpers von X3 — 2 iiber Q.

Aufgabe 12

Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Schreibe K™ = {2 |z € K}.
Sei E/K rein inseparabel mit (E : K); = p". Zeige:

Gilt EP" # K fiir alle s mit 1 < s < 7, dann ist F/K einfach.






Technische Universitdt Braunschweig 11. Mai 2005
Institut fiir Analysis und Algebra Blatt 4
Dr. C. Adelmann

Aufgaben zur Vorlesung ,,Galoisgruppen*

Aufgabe 13
Berechne die Galois-Gruppe und die Zwischenkérper von X4 + X2 — 6 iiber Q.

Aufgabe 14
Berechne die Galois-Gruppe und die Zwischenkérper von X4 4+ X2 4+ X + 1
iiber Q.

Aufgabe 15
Sei X* + aX? + b irreduzibel iiber @ mit Galois-Gruppe G. Zeige:
(a) Ist b ein Quadrat in @, so gilt G = Z/2Z x Z/2Z.
(b) Ist b kein Quadrat in @, aber b(a?—4b) ein Quadrat in Q, so gilt G=Z /4Z.
(c) Sind b und b(a? — 4b) keine Quadrate in @, so gilt G = Dg, die Dieder-
gruppe mit 8 Elementen.

Aufgabe 16
Sei E/K eine normale algebraische Erweiterung, G = G(E/K). Zeige:
(a) EY/K ist rein inseparabel, und E/E® ist separabel.

(b) Sei E; der separable Abschluss von E/K.
Dann gelten E = ECE, und E N E, = K.






Technische Universitdt Braunschweig 25. Mai 2005
Institut fiir Analysis und Algebra Blatt 5
Dr. C. Adelmann

Aufgaben zur Vorlesung ,,Galoisgruppen*

Aufgabe 17
Berechne die Resultante von f =2X2+3X +1und g = 7X?+ X + 3 in Q[X].

Aufgabe 18
Berechne die Diskriminante des Polynoms a3 X3 + a2 X? + a1 X + ag iiber Q.

Aufgabe 19

Die normierten separablen Polynome f, g € K[X] haben in einem algebraischen
Abschluss von K die Nullstellen {avq, ..., an} bzw. {B1,..., B}

Berechne mit Hilfe einer Resultante ein Polynom in K[X], das als Nullstellen
genau alle Produkte o;8; mit 1 <¢ <m und 1 < j <n hat.

Aufgabe 20
Seien K ein Korper, f,g € K[X] — K. Zeige:
Es gibt ¢, 9 € K[X] mit grad(y) < grad(g), grad(y) < grad(f) und

of +1g = Res(f,g).






Technische Universitdt Braunschweig 1. Juni 2005
Institut fiir Analysis und Algebra Blatt 6
Dr. C. Adelmann

Aufgaben zur Vorlesung ,,Galoisgruppen*

Aufgabe 21
Berechne die Diskriminante des allgemeinen Polynoms vierten Grades

f(X) = CL4X4 +a3X3 +a2X2 —|—a1X + ag.

Aufgabe 22
Stelle f € Klz1, ..., x5)%,

f= 2 wlzjm,
ikt

als Polynom in den elementarsymmetrischen Polynomen dar.

Aufgabe 23
Uber dem Polynomring K[z, ..., x,] sei fiir £ € INg

— ai a
hi(z1,...,oy) = E it
a1+...+an=~k

das k-te vollstdndige symmetrische Polynom vom Grad k. Zeige

n

> (1) Fsphn_g = 0.

k=0

Aufgabe 24
Sei K ein Korper. Zeige, dass K[X]|* ein kommutativer Ring beziiglich der
Verkniipfungen ist, die fiir f,g € K[X]|" wie folgt gegeben sind:

(a) Addition ist das gewohnliche Produkt fg,

(b) Multiplikation ist Res(grad(f),grad(g))y((—Y)grad(f)f(X/Y),g(Y)), berech-
net in K[X]|[Y].

Gib das Null- und das Einselement an.

Man sagt, K[X]* hat die Struktur eines A-Rings.






Technische Universitat Braunschweig 8. Juni 2005
Institut fiir Analysis und Algebra Blatt 7
Dr. C. Adelmann

Aufgaben zur Vorlesung ,,Galoisgruppen*

Aufgabe 25

Sei f(X) = X%+ a3X? + aaX? + a1 X + ag ein normiertes Polynom vierten
Grades. Berechne die Gleichung seiner kubischen Resolvente, die sich als Resol-
ventenpolynom von P = z1x3 + x3x4 ergibt.

Aufgabe 26

Sei E der Zerfillungskorper von X2 — 2 iiber Q. Sei a = /2, b = _1%\/?3

Berechne fiir a = a+b die Matrix von m,, : E— E zur Basis (1, a, a?, b, ab, ab).
T ar

Aufgabe 27
Sei o eine Nullstelle von X3 — 3X + 1 iiber Q.
Berechne das Minimalpolynom von a2 + a2 + 2.

Aufgabe 28

Sei K ein Korper und G < Aut(K) endliche Untergruppe.

Fine Abbildung f : G — K™ heifit verschrdinkter Homomorphismus, falls fiir
alle 0,7 € G gilt:

floT) = 7(f(0))f(7).

Zeige: Ist f ein verschrankter Homomorphismus, dann gibt es ein a € K* mit

Fiir alle o € G gilt f(o) = ao(a)™".






Technische Universitat Braunschweig 15. Juni 2005
Institut fiir Analysis und Algebra Blatt 8
Dr. C. Adelmann

Aufgaben zur Vorlesung ,,Galoisgruppen*

Aufgabe 29
Sei K ein Korper, ai,...,a, € K. Berechne die Determinante der Vander-
monde-Matrix

1 g o - ot

1 ag o} - af!

1 ap, a2 - ot

Aufgabe 30
Berechne in Q[X] eine Tschirnhaus-Transformation, die X* 4+ X? + X + 1 in
X* 4 X3 43X +2X + 1 iiberfiihrt.

Aufgabe 31
Sei F/K eine endliche Erweiterung endlicher Korper.
Zeige: Die Normabbildung Ng, : E* — K* ist surjektiv.

Aufgabe 32
In einem endlichen Koérper K nennt man ein erzeugendes Element der multi-
plikativen Gruppe K* eine primitive Wurzel von K.
Bestimme fiir die Galois-Erweiterung IFss /IF3
(a) eine primitive Wurzel, deren Konjugierte keine Normalbasis bilden,

(b) eine Normalbasis, die nicht aus primitiven Wurzeln besteht.






Technische Universitdt Braunschweig 22. Juni 2005
Institut fiir Analysis und Algebra Blatt 9
Dr. C. Adelmann

Aufgaben zur Vorlesung ,,Galoisgruppen*

Aufgabe 33

Sei K ein Korper, f,g € K[X] verschiedene normierte irreduzible Polynome
vom Grad m bzw. n. Sei E/K eine Erweiterung, in der es o mit f(a) = 0 und
B mit g() = 0 gibt. Zeige das Reziprozitéitsgesetz

Nic(ay/x(9(0)) - Ngeay i (f(8) 71 = (=1)™".

Aufgabe 34
Sei K ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen, sei f € K[X] irreduzibel. Zeige:
f ist genau dann Teiler von X?" — X in K[X], wenn grad(f) Teiler von n ist.

Aufgabe 35
(a) Zeige fiir p # 2: a € I, ist genau dann ein Quadrat, wenn T =1 gilt.
(b) In welchen endlichen Kérpern IFy ist -1 ein Quadrat?

Aufgabe 36
(a) Bestimme fiir f(X) = X° — X% - 6X3 — 6X? — 3X + 3 die Primfaktor-
zerlegungen iiber Q, IF5 und IF;3.
(b) Berechne die Ordnungen der zugehérigen Galois-Gruppen.






Technische Universitdt Braunschweig 29. Juni 2005
Institut fiir Analysis und Algebra Blatt 10
Dr. C. Adelmann

Aufgaben zur Vorlesung ,,Galoisgruppen*

Aufgabe 37
Bestimme W (K) fiir folgende Kérper K:

Q(1), R(V=2), Q(v2), Q(V=3), Q(V3), Q(v=5).

Aufgabe 38
Sei p eine Primzahl. Bestimme die n € IN, fiir die F,,(X) irreduzibel iiber IE,
ist.

Aufgabe 39

(a) Zeige: Fiir Primzahlen p # ghat F, (X ) nur Koeffizienten vom Betrag < 1.
Betrachte dazu F,y(X) = (1 — X)[F,(XP)(1 — X?)7!] als Identitéit von

Potenzreihen.
(b) Zeige: F,,(X) kann Koeffizienten beliebig hohen Betrags enthalten.
Hinweis: Sei n = p1 - ... p, mit r ungerade, p1 < ... < p,, p1 + p2 > Pr.

Berechne den Koeffizienten von X?r in F,,(X).

Aufgabe 40
Sei ¢, € C eine primitive n-te Einheitswurzel.
Fiir welche n bilden die Konjugierten von ¢, eine Normalbasis von Q(¢,)/Q7






Technische Universitdt Braunschweig 6. Juli 2005
Institut fiir Analysis und Algebra Blatt 11
Dr. C. Adelmann

Aufgaben zur Vorlesung ,,Galoisgruppen*

Aufgabe 41

Sei K ein Korper, p eine Primzahl mit char(K') # p. Sei ¢, eine primitive p-te
Einheitswurzel iiber K. Zeige, dass fiir a € K* gilt:

Ist a € K((p)P, so folgt a € KP.

Aufgabe 42
Sei n € IN nicht durch 4 teilbar.
(a) Ist f(X) = X"—a € Q[X] irreduzibel, so hat die Galois-Gruppe G von f
die Ordnung ny(n) oder ny(n)/2.
(b) Hat Gy die Ordnung ng(n), dann ist G isomorph zur multiplikativen

Untergruppe von GL(2,Z /nZ) bestehend aus Matrizen der Form (é{)

Aufgabe 43
Sei A eine endliche abelsche Gruppe. Zeige:
Es gibt n € IN, so dass A isomorph zu einer Faktorgruppe von (Z/nZ)* ist.

Aufgabe 44
Sei A eine endliche abelsche Gruppe. Zeige:
Es gibt eine Galois-Erweiterung K/Q mit G(K/Q) = A.






Technische Universitdt Braunschweig 13. Juli 2005
Institut fiir Analysis und Algebra Blatt 12
Dr. C. Adelmann

Aufgaben zur Vorlesung ,,Galoisgruppen*

Aufgabe 45
Sei K ein Kérper mit char(K) = p > 0, E/K eine Galois-Erweiterung mit
G(E/K) = < ¢ > zyklisch und (E : K) = p™~! fiir ein m > 2.
Sei 8 € E mit Tg/k(8) = 1. Zeige:
(a) Es gibt o € E mit o(a) —a = P — f3.
(b) Das Polynom X? — X — « ist iiber E irreduzibel.
(c) Ist @ eine Nullstelle von X?— X —a«, dann ist E(6) eine Galois-Erweiterung
von K, die zyklisch vom Grad p™ iiber K ist.
(d) Es gilt G(E(#)/K) = < 7 >, wobei 7 durch 7|g = o und 7(0) = 0 + 8
festgelegt ist.

Aufgabe 46
Bestimme mit der Kummer-Theorie alle Teilkérper von Q(v/—3,v/5,v/—7)/Q.

Aufgabe 47

Sei K ein Korper mit char(K) = 0.

Fiir jedes n € IN und jede endliche Erweiterung E/K sei (E* : E™) < occ.
Zeige: Fiir alle n € IN gibt es nur endlich viele Galois-Erweiterungen A/K mit
(A: K)=nund G(A/K) abelsch.

Aufgabe 48
Sei F/K endliche Korpererweiterung und M eine multiplikative Gruppe mit
K* < M < E*, so dass die Faktorgruppe M/K* endlich ist. Zeige:

(a) Esgilt (K(M): K) < (M : K*).
(b) K(M)/K ist separabel <= char(K) ist kein Teiler von (M : K*).
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