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Vorwort

Dies ist eine Ausarbeitung einer Anfangervorlesung zur linearen Algebra, zur analyti-
schen Geometrie sowie die Ring- und Modultheorie, die ich seit 1985 mehrfach an der
Humboldt-Universitéit gehalten habe.

Ich habe Ende der 60er Jahre an der Humboldt-Universitdt Mathematik studiert und
war danach lange Zeit als Assistent beschéftigt. Dadurch hatte ich das Gliick, eine
ganze Reihe von Berliner Algebraikern bei ihren Vorlesungen zur linearen Algebra
beobachten zu kénnen, wenn ich als Ubungsleiter in den entsprechenden Ubungen ein-
gesetzt war. Ich konnte so bei ganz verschiedenartigen Lesenden Erfahrungen sammeln
und gleichzeitig in der Arbeit mit den Studenten feststellen, welche Art und Weise der
Anordnung des Stoffs und seiner Darstellung es den Studenten leichter oder schwerer
macht, sich die notwendigen Kenntnisse anzueignen.

In der linearen Algebra gibt es zunédchst drei Schwerpunkte, die zu bedienen sind:
e lineare Gleichungssysteme,
e Vektorrdume und lineare Abbildungen,
e analytische Geometrie.

Alle drei sind gleichwertig, genauer gesagt: Jeder wesentliche Satz in einer der drei
Komponenten ist auch in jeder der restlichen ausdriickbar. Es ist also schon eine Frage,
von wo aus man das Knéuel aufwickeln soll.

Ein zentraler und schwieriger Begriff ist der der linearen Unabhéngigkeit. Nachdem
man sich diesen Begriff angeeignet hat, sind gegebene Mengen von Vektoren auf lineare
Unabhéngigkeit hin zu iiberpriifen. Dazu ist meist ein lineares Gleichungssystem zu
l16sen. Also ist es sicher nicht abwegig, die Theorie der linearen Gleichungssysteme an
den Anfang zu stellen. Dieser Weg ist von den meisten meiner Lehrer nicht beschritten
worden, ich selbst habe sogar auf Veranlassung eines dieser Herren wahrend meines
Studiums einen Beitrag zu einem Skript verbrochen, worin die Einfiihrung in die lineare
Algebra mit der Behandlung der Kategorie der Matrizen begann.

Wir beginnen also mit der Behandlung linearer Gleichungssysteme und dem Gauf-
schen Algorithmus (Kapitel 1). Um die Struktur der Losungsmenge eines homoge-
nen Gleichungssystems beschreiben zu konnen, werden anschlieSend die Grundlagen
der Theorie der Vektorrdume gelegt (Kapitel 2). Die neuen Begriffe werden in die
Sprache der Gleichungssysteme iibertragen (Kapitel 3). Im Kapitel 4 werden linea-
re Abbildungen und Matrizen im Zusammenhang studiert. Im Kapitel 5 wird in die
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8 INHALTSVERZEICHNIS

affine Geometrie eingefiihrt (Beschreibung von Unterrdumen durch Gleichungssyste-
me, affine Abbildungen und ihre Matrixdarstellungen). Das kurze Kapitel 6 behandelt
den Begriff des dualen Vektorraums. Im Kapitel 7 werden Bilinearformen behandelt:
Matrixdarstellung, Lagrange-Diagonalisierung, Trégheitssatz. Ferner wird die Jacobi-
Diagonalisierung und Strassens schnelle Matrixmultiplikation eingefiihrt, als Anwen-
dung der Diagonalisierungssitze werden Quadriken klassifiziert. Die Einfithrung des
Begriffs der Determinante (Kapitel 8) folgt der WeierstraBschen Definition, der La-
placesche Entwicklungssatz beweist die Existenz und die , Leibnizsche Definition® die
Einzigkeit der Determinantenfunktion. Das Kapitel 9 fiiehrt iiber die Quaternionen
zum Skalar- und Vektorprodukt. Im Kapitel 10 werden Eigenwerte und -vektoren von
Matrizen behandelt. Zum Ende des ersten Semesters werden ,zur Erholung“ Poly-
nome behandelt (Kapitel 11): grofiter gemeinsamer Teiler, Newtonsche Formeln fiir
symmetrische Polynome und als Anwendung eine Rekursionsformel zur Berechnung
der Koeffizienten des charakteristischen Polynoms einer Matrix.

Der Beginn des zweiten Semesters wird durch eine Folge von langen Beweisen geprigt,
als deren Ergebnis die Jordansche Normalform erscheint (Kapitel 12). Zu bemerken
ist, dafl konsequent auf den Begriff des Faktorraums verzichtet wird, der in der Vektor-
raumtheorie ja eigentlich auch iiberfliissig ist. Als Anwendung werden rekursive Folgen
behandelt. Es folgt ein umfangreiches Kapitel 13 iiber Fuklidische Vektorrdume. Hier
wird neben dem Ublichen auf einige fiir numerische Anwendungen relevante Verfahren
eingegangen. Kapitel 14 behandelt einige Fragen der Euklidischen Geometrie und fYhrt
in die projektive Geometrie ein. Danach werden Polynommatrizen und deren Normal-
formen behandelt, ein Thema, das nicht zum Standardumfang der linearen Algebra
gehort, aber einen abrundenden Riickblick gestattet (Kapitel 15).

Der zweite Teil fiihrt in die Elemente der Algebra ein. Das Kapitel 16 behandelt Elemen-
te der Gruppentheorie, im Kapitel 17 wird auf Ringe, Ideale und Moduln eingegangen.
Es werden Tensorprodukte eingefiihrt und das Jacobson-Radikal eines Rings wird mit
ringtheoretisch charakterisiert. Etwas tiefergehende Betrachtungen {iber halbeinfache
Algebren iiber Kérpern und deren Moduln, eine Einfiihrung in die Darstellungstheorie
endlicher Gruppen (Kapitel 18) sowie iiber die Zerlegung beliebiger (endlichdimensio-
naler) Algebren (Kapitel 19) fiigen sich an, dazu gehort die modultheoretische Charak-
terisierung des Jacobson-Radikals.



Kapitel 0

Einfiihrung

Das Losen von Gleichungen ist eine grundlegende mathematische Aufgabenstellung.
Eine Gleichung kann man in der Form AX = B schreiben, dabei seien A und B gegeben
und X gesucht. In jedem konkreten Sachverhalt mufl man sich aber dariiber im klaren

o«

sein, was A, B, X fiir Objekte sein sollen, wie das Zeichen ,=“ zu interpretieren ist
und wie aus A und X das Objekt AX entstehen soll. Wir werden sehen, daf} sich
sehr allgemeine Gleichungen in der beschriebenen Weise darstellen lassen, wenn diese
Interpretation in geeigneter Weise gewéhlt wird.

Beispiele fiir Gleichungen sind:
3v=9; 2 +ar +b=0; z; + 2y = 5; sin(z) = 0,5.

Meist kommen in Gleichungen Zahlenkoeffizienten vor und die Unbekannten sind Zah-
len aus einem bestimmten Zahlbereich. Sie kennen aus der Schule die folgenden Zahl-
bereiche:

N, die Menge der natiirlichen Zahlen,

7., die Menge der ganzen Zahlen,

Q, die Menge der rationalen Zahlen,

R, die Menge der reellen Zahlen und

C, die Menge der komplexen Zahlen.

Die letzten drei dieser Bereiche haben gemeinsame Eigenschaften, die man in den fol-
genden Axiomen zusammenfafit:

Definition: Eine Menge R heifit Korper, wenn zu je zwei Elementen r,s € R eine
s,Summe” r + s und ein ,Produkt® rs gegeben ist (dies sollen wieder Elemente aus R
sein), so daf} folgendes gilt:
L. (r+b)+c=r+(b+c),
(Assoziativgesetz der Addition)

2. es gibt ein Element 0 mit r + 0 = r fiir alle r,

(Existenz eines neutralen Elements)
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3. zu jedem r € R gibt es ein r’ mit r + 1’ =0,

(Existenz eines zu r inversen Elements, man schreibt fiir ' gewohnlich —r)

4. r+s=s+r furaller,s
(Kommutativgesetz der Addition)
(Wenn die Eigenschaften 1...4 erfiillt sind, sagt man: R bildet beziiglich der
Addition eine kommutative Gruppe.)
5. (rs)t = r(st)
(Assoziativgesetz der Multiplikation)

6. (r+s)t=rt+ st
(Distributivgesetz)

7. rs=sr

(Kommutativgesetz der Multiplikation)

8. es gibt ein Element 1 in R mit 1r = r fiir alle r,

(Existenz eines neutralen Elements)

(Wenn die Eigenschaften 1...7 erfiillt sind, so sagt man: R ist ein kommutativer
Ring mit Einselement.)

9. zu jedem r # 0 aus R gibt es ein r” mit rr” = 1.

(Existenz eines zu r inversen Elements; man schreibt fiir v gewdhnlich r—1).

Ohne dafiir Beweise anzugeben, werden wir im folgenden stets benutzen, daf§ Z ein
Ring ist und dal Q, R, C Korper sind. Wir werden Korperelemente kurz als ,,Zahlen*
bezeichnen.

Im folgenden werden wir stets einen fixierten Zahlbereich R zugrundelegen; Sie konnen
ohne weiteres annehmen, dafl dies der Koérper R der reellen Zahlen ist.

Wir werden einige Abkiirzungen verwenden, die hier aufgezéhlt werden sollen:

A und B seien Mengen, dann bezeichnet A U B die Vereinigung und A N B den
Durchschnitt von A und B, die Relation A C B bedeutet, dafl A eine Teilmenge von
B ist. Mit f : A — B bezeichnen wir eine Abbildung f einer Menge A in eine Menge
B, und wenn C' C A eine Teilmenge ist, so bezeichnet f | C' die Einschrankung der
Abbildung f auf die Teilmenge C. Das Zeichen O zeigt das Ende eines Beweises an.

0.1 Aufgaben

1. Man gebe in komplex = R? die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks an wel-
ches (1 + 1) als Mittelpunkt, sowie (3 + 2i) als einen Eckpunkt besitzt!
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2. Zeigen Sie, dal man in der 4-elementigen Menge K = {0, 1, a, b} zwei Operationen
+ und - so einfithren kann, dafl K ein Korper der Charakteristik 2 wird. Sind die
Operationen eindeutig bestimmt?

3. In der Menge der Paare rationaler Zahlen seien Operationen & und ©® definiert
durch: (a,b) ® (¢,d) := (a + ¢, b+ d), (a,b) ® (¢,d) :==(a-c+2b-d,a-d+b-c)
Erhélt man einen Korper? Verdndert sich die Antwort, wenn man statt dessen
Paare reeller Zahlen betrachtet?

4. Beweisen Sie: Im Kérper der komplexen Zahlen kann keine Ordnungsrelation <
eingefiithrt werden, die gleichzeitig folgende Bedingungen erfiillt:
1. Fiir alle 21, 29 € C gilt 21 < 25 oder 2z, < 213
2. Aus z; < 29 folgt 21 + 23 < 25 + 23 fiir beliebige z3 € C)
3. Falls z; < 2 und 0 < 23 fiirzy, 29, 23 € C gilt , so folgt z1 - 23 < 25 - 23.

5. Man bestimme alle Kérperautomorphismen ¢ : K — K fiir folgende Kérper K:
a) K=Q,
b) K =R,
c) K = C, wobei p(R) C R gelten moge.
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Kapitel 1

Lineare GGleichungssysteme

1.1 Grundlagen

Lineare Gleichungssysteme sind Thnen aus der Schule bekannt. Wir betrachten ein
Beispiel: Das folgende Gleichungssystem sei gegeben:

ar +by = c
dr+ey =

(a, ..., f sind gegebene Zahlen, x,y sind gesucht).

Als Losung dieses Gleichungssystems bezeichnen wir jedes Paar (z,y) von Zahlen,
das beide Gleichungen erfiillt. Wir nehmen an, daf§ eine Losung existiert und nehmen
mit den vier Zahlen ax + by, ¢, dr + ey, f, von denen je zwei gleich sind, folgende
Umformungen vor: Wir multiplizieren die Zahlen der ersten Zeile mit e, die der zweiten
mit b, subtrahieren beides und erhalten:

eaxr +eby = ec

bdx +eby = bf
und
eax — bdx = ec — bf,
also ist, falls ea — bd # 0 ist,
ec—0bf af —cd

ea — bd y—ea—bd'

Wir machen noch die Probe:
(aec —abf + baf — bed) : (ea — bd) = ¢

(usw.) Hier haben wir also eine eindeutig bestimmte Losung gefunden.

Im folgenden werden wir versuchen, beliebige lineare Gleichungssysteme zu l6sen.

13



14 KAPITEL 1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Eine Losung eines Gleichungssystems ist ein Paar, ein Tripel,... von Zahlen (je nach
dem, wieviele Unbekannte das System hat). Die Menge aller n-tupel

r=(x1,...,2,)

bezeichnen wir mit R".

Definition: Fir:=1,...,mund j =1,...,n seien Zahlen a;; und b; gegeben, dann
nennt man die folgenden Bedingungen

1121 + a1 + ...+ apT, = b

a21%1 + ATy + ... + a2, = by

Am1T1 + Apm2Z2 + .o+ Qpn T, = bm
ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und den n Unbekannten zq, ..., z,.
Ein n-tupel (zi,...,z,), dessen Komponenten die Gleichungen erfiillen, heifit eine

Losung des Systems S; die Menge aller Losungen von S bezeichnen wir mit LM (S).
Ein Gleichungssystem, wo alle b; gleich Null sind, heifit homogen, wenn dies nicht der
Fall ist, heifit es inhomogen. Zum gegebenen (inhomogenen) Gleichungssystem

Zaijxj:bi,izl,...,m (S)

J=1

nennen wir das homogene Gleichungssystem
Zaijxj:O,izl,...,m (H)
j=1

das zu S gehorige homogene System.

Bemerkung zur Verwendung des Summenzeichens:

Aus schreibtechnischen Griinden werden wir oft auf die Angabe des Summationsindex
und seiner Grenzen verzichten. Meist ist aus dem Zusammenhang klar, welche Werte
dieser Index zu durchlaufen hat. Auflerdem ist der Summationsindex von anderen In-
dizes leicht zu unterscheiden: er tritt in dem dem Y -Symbol folgenden Term doppelt
auf!
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1.2 Eigenschaften homogener und inhomogener
Gleichungssysteme

Wir fiithren zunéchst in R™ die folgenden Operationen ein: Seien z und y n-tupel und
r eine Zahl, dann setzen wir

r+y=(r1+y, .., Tn+Yn)

und
re = (rey, ..., re,).
Sei
Zaijszo,izl,...,m (H)
ein homogenes Gleichungssystem. Dann gilt:
1. Es existiert stets eine Losung von H, ndmlich die triviale Losung (0, ..., 0).
2. Wenn z = (xy,...,x,) eine Losung von H und r eine Zahl ist, so ist auch das
Vielfache rx = (rzy,...,rz,) eine Losung von H.
3. Wenn = = (z1,...,x,) und y = (y1,. .., y,) Losungen von H sind, so ist auch die
Summe x +y = (z1 + Y1, ..., Tn + Yn) eine Losung von H.
Wenn z,y,z,... € R" und r,s,t,... Zahlen sind, so nennen wir das n-tupel

rr + sy +tz + ... eine Linearkombination von z,vy, z, . ..

Dann erhalten wir sofort

4. Jede Linearkombination von Lésungen des Systems H ist eine Losung von H.

Sel nun wieder

Zaijxj:bi,izl,...,m (S)
ein inhomogenes System und
Zaijszo,izl,...,m (H)

das zugehorige homogene System.

5. Wenn y eine Losung von S und x eine Losung von H ist, so ist © + y eine Losung
von S.

6. Sei y eine Losung von S; dann hat jede Losung von S die Form y + x, wo z eine
geeignete Losung von H ist.

Beweis: Seien y und gy’ Losungen von S, d.h. es gilt

Zaijyj:bi,izl,...,m

und
Zaijy'j = bz,l = 1,...,II1.
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Durch Subtraktion dieser Zahlen erhalten wir
Zaij(yj' —y]) = O,Z = 1,...,m,
d.h. das n-tupel x = ¢y’ — y ist eine Losung von H und es gilt ¢ =y + x. O
In Bezug auf lineare Gleichungssysteme werden wir die folgenden drei Fragen behan-
deln:
1. Wann existieren Losungen 7

2. Wie kann man alle Lésungen berechnen 7
3. Welche Struktur hat die Losungsmenge ?

1.3 Elementare Operationen

Wir werden nun Operationen mit den Gleichungen eines gegebenen Gleichungssystems
einfithren, die uns bei der Bestimmung der Losungsmenge niitzlich sein werden.
Sei das folgende lineare Gleichungssystem gegeben:

a11T1 + 1229 + ... + @1 T, = bl
Am1T1 + Apm2Z2 + ...+ QT = bm

Typ 1. Sei ¢ # 0 eine Zahl, 1 < k < m, dann sei 5] das folgende System:

1121 + 19T + ... + a1, = by
cap1T1 + CaraXs + ...+ capnx, = cbg
Am1T1 + QmaXo + ...+ CGnTy, = bm

(Die k-te Gleichung wird mit ¢ multipliziert.)

Typ 2. Sei 1 <4, k < m; dann sei Sy das folgende System:

a11T1 + a12T9 4+ ...+ ALy = bl
(a1 + ag1)ry + (a2 + aga)r2 + . .. + (i + agn)Tn, = b+ by

Am121 + AmaT2 + ... + AmnTn = bm

(Die i-te Gleichung wird zur k-ten addiert.)
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Typ 3. Sei 1 <4, k < m; dann sei S3 das folgende System:

111 + a19%s + ... + a1, = by
ap1T1 + QpaXo + ...+ Qpntn, = by
a;1T1 + QT + ...+ apmx, = b
Am1T1 + QmaXo + ...+ Gy, = b

(Die i-te und k-te Gleichung werden vertauscht.)
Dann gilt der folgende

Satz 1.3.1 Die Operationen vom Typ 1, 2, 3 verdndern die Losungsmenge des Glei-
chungssystems micht, d.h. es gilt

LM(S) = LM(S,) = LM(S3) = LM(S3).
Beweis: 1. Sei = (z1,...,x,) € LM(S), dann gilt
Zaijxj =b firi=1,...,m.
Wir betrachten die k-te Gleichung:

Z QT = bk

cZaijj = cby,
die anderen Gleichungen sind auch erfiillt, also ist z € LM (S;).
Folglich ist LM (S) bei beliebigen Operationen vom Typ 1 in LM (S;) enthalten; um-
gekehrt 148t sich S; durch eine Operation vom Typ 1 (ndmlich durch Multiplikation
der k-ten Gleichung mit %) in S iiberfithren, also miissen beide Losungsmengen gleich

sein.
2. Sei wieder x = (z1,...,x,) € LM(S), also

Zaijxj = bz fiir + = 1,...,m.
Wir betrachten die i-te und die k-te Gleichung:
> iz =b;
Z A5 = bk

Z CLZ'jIj -+ Z CijSL’j = bz + bk = Z(CLU + akj)xj
also z € LM (S,) fiir beliebige Operationen vom Typ 2.
Umgekehrt 148t sich Sy durch Operationen der Typen 1 und 2 wieder in S iiberfiihren,
also stimmen beide Losungsmengen iiberein.
3. Eine Operation vom Typ 3 148t sich aus Operationen der Typen 1 und 2 zusammen-
setzen, jedesmal bleibt die Losungsmenge ungeéndert. O

Dann ist auch

Dann ist
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Folgerung 1.3.1 Seic # 0 € R,1,7 < m; wenn das c-fache der i-ten Gleichung von
S zur k-ten Gleichung addiert wird, so dndert sich die Losungsmenge nicht. O

Mit diesen elementaren Operationen kénnen wir Gleichungssysteme in eine iibersicht-
liche Form bringen, wo die Losungsmenge leicht abzulesen ist.

Es erhebt sich die Platzfrage: Wie schreibt man ein Gleichungssystem rationell auf ?
Zum Beispiel:

r1 — 2332 - 3333 =4
—4£L‘1 + Ty — 21‘3 = 5
—31‘1 + 5ZL‘2 + r3 = 6

Alle Information steckt im folgenden Schema (einer sogenannten Matrix):

1 -2 -3 4
-4 1 =2 5
-3 5 1 6

Wir streben an, die Matrix durch elementare Operationen mit ihren Zeilen, die den
obigen Operationen mit Gleichungen entsprechen, in die Form

1 0 0 a
01 0 b,
0 0 1 ¢

in eine ,reduzierte Form“ zu iiberfiithren; dem entspricht dann das Gleichungssystem

X1 = a
i) = b

I3 = C,

dessen Losungsmenge man sofort ablesen kann (das wird nicht in jedem Fall moglich
sein). Uberlegen Sie sich, welche Operationen bei der folgenden Rechnung angewandt
wurden:

1 -2 -3 4 1 -2 -3 4 1 01 —2 100 3%
0 -7 —14 21| -0 1 2 3| —=1]01 2 =3|—=]01 0 2
0 -1 -8 18 0 0 -6 15 001 -3 001 -3

also erhalten wir die einzige Lésung (1, 2, —3).
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1.4 Gaullscher Algorithmus

Wir wollen dieses Verfahren nun fiir ein beliebiges Gleichungssystem durchfiihren; das
folgende Verfahren wird als Gaufischer Algorithmus bezeichnet.

Sei also ein Gleichungssystem

a11T1 + 129 + ... + AT, = bl

Am1T1 + QmaXo + ...+ Gy, = b

gegeben, dazu gehort die Matrix

a1 e QA1n bl
Qi1 c. Qin bl
Am1--- Qmn bm

Wir setzen zuerst k = 1 (wir beginnen mit der ersten Zeile). Wir suchen den kleinsten
Spaltenindex j > k, so dafl die j-te Spalte ein von Null verschiedenes Element a;;
enthélt, und bringen die i-te Zeile durch Zeilenoperationen in die k-te Zeile (falls nicht
schon ay; # 0 war). Nun multiplizieren wir die k-te Zeile mit (ay;)~', dann steht
an der Stelle (k,7) eine 1. Unter- und iiberhalb der 1 werden in der j-ten Spalte
Nullen erzeugt, indem wir das a;;-fache der k-ten Zeile von der i-ten subtrahieren
(1<i<kk<i<m).

SchliefSlich erhchen wir, falls k& < m ist, den Index k£ um 1 und beginnen von vorn, bis
wir keine von Null verschiedene Zahl mehr finden konnen. Die entstandenen Spalten,
die eine 1 in der 1.,2.,... Zeile und sonst nur Nullen enthalten, heiflen ausgezeichnete
Spalten.

Als Ergebnis erhalten wir eine Matrix, die im allgemeinen folgende Gestalt haben kann
(in konkreten Fillen werden einige [nichtausgezeichnete| Spalten fehlen; die ausgezeich-
neten Spalten haben die Nummern k; ... k,):

0 ... 1 arpy41 -+ @Glge—1 0 Qrpyy1 ... Qig—1 O oo b
0 ... 0 ... 0 1 agpes1r - aop—1 0 agpy1 ... by
0 ... 0 1 Grpr . b
0 0 by
| 0 0 bn |

Das dieser Matrix entsprechende Gleichungssystem, das dieselbe Losungsmenge wie
das gegebene besitzt, hat dann die folgende Gestalt S’:
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Tp, + 01k 1Tk, 41 + e +ar, = b
Tk, + Qr kp 41Tk +1 + .oty = br
0 = br+1
0 = by
Nun koénnen wir die Losungsmengen LM (S) = LM (S") ablesen:
Wenn die Zahlen b,,q,...,b, von Null verschieden sind, so existiert keine Losung,
andernfalls existiert eine Losung, was wir wie folgt einsehen:
Die ausgezeichneten Spalten entsprechen ausgezeichneten Unbekannten xy,,...,xg,,

fiir die restlichen (nicht-ausgezeichneten) Unbekannten wihlen wir beliebige Werte
ri=t,i=1,....on, i %k, =1,...r

Dann ist jedes n-tupel (z1,...,x,) mit
€T; = bz — Z aijt]‘
J#k
eine Losung von S.

Wir fiihren dies an einem Beispiel aus: Wir haben ein Gleichungssystem

1 + T2 + 3374 = 2
2[L‘1 + 2£L'2 + x3 —+ 71‘4 = 6
—3£L‘1 — 3£L'2 — I3 — 10274 == -8

Dazu gehort die Koeefizentenmatrix

1 1 0 3 2
2 2 1 7 6 |,
-3 -3 -1 -10 -8

deren reduzierte Form ist

O O =

1 0
0 1
0 0

S = W

2
2
0

also sind x; und z3 ausgezeichnete Unbekannte, x5 = ¢; und x4 = ¢ konnen beliebig
gewahlt werden, also

T 2 — 3t2 - tl 2 —1 3
To | t1 10 1 0
ml T 226 | T2 Tl o | TR 2
Ty to 0 0 1

Nun beweisen wir den folgenden
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Satz 1.4.1 Sei Y a;;x; = 0,4 = 1,...,m, ein homogenes Gleichungssystem, fiir das
n > m gilt (es gibt also mehr Unbekannte als Gleichungen) dann ezistiert eine Ldsung

(X1, ..., 2n) # (0,...,0).

Beweis: Die reduzierte Form der Koeffizientenmatrix sieht etwa folgendermaflen aus:

1

1

Sie habe m Zeilen und n Spalten, davon r ausgezeichnete. (Wir haben nur die ausge-
zeichneten Spalten angedeutet.)

Da die Einsen der ausgezeichneten Spalten in verschiedenen Zeilen stehen, sind es
derer hochstens m, also weniger als n, es gibt also mindestens eine nichtausgezeichnete
Unbekannte, deren Wert von Null verschieden gewéhlt werden kann. O

1.5 Aufgaben

Losen Sie folgende Gleichungsysteme! (Aufg. 1 -7)

1. .I‘1—|—.§C2—.T3:0
3x1+2x2+x3:5
4561—$2+5563:3

2. x1 — 229+ 223 = =5
2x1+x2—x3:5

7$1+J}2—x3:10

3. 2£L'1 +3ZE2+2$3 =9
T +2$2 —3.1’3 =14
3561 +4x2+x3 =16

4. 1+ 229+ 323 —24 =0
T1— To+ T3+ 204 =4
T1 + D9 + dxg — 4wy = —4
1+ 8x9 + Taxs — Txy = —8

5. $1—[L‘2+l‘3—l‘4:—2
l‘1+2$2—21‘3—l‘4:—5
2[L‘1—[L‘2—3ZE3+2ZE4:—1

T+ 21’2 -+ 31’3 - 6£L‘4 =—-10
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. $1—2x2+3.§€3:4

31’1"‘1’2—5563:5
25(]1—32724—4273:7

201 — Xy — T3+ 214 = 3

6r1 — 209 + 323 — T4 = —3
—4x1 4 229 + 33 — 204 = —2
214 +4x3 — 3z = —1

Fiir welche reellen Zahlen ¢ besitzt das folgende Gleichungssystem nicht-triviale
Losungen?

3 +2y+2=0
r+y+z2=0
20 +y+cz=0

Fiir welche Zahlen A ist das folgende Gleichungssystem nichttrivial 16sbar ?
To + T5 = A2

T+ T3 = Axo

To + T4 = AX3

T3+ T5 = A1y

x1 + x4 = Azs (vgl. auch Aufg. 25 aus Kap. 3)

a) Nennen Sie ein Kriterium fiir die Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems

ai B
Ar =bmit A,,, = cr=[ry. . xn)t b= 1[by ... byl

A1p  ---  Amn

b) Entscheiden Sie, ob das Gleichungssystem losbar ist! Begriinden Sie Thre Ant-
wort!

r+3y =
r+z =
3r+9z = 4

c) Losen Sie das Gleichungssystem!

201 — Ty — T3 + 3714

dr1 — 229 — 23+ 24 =

6r1 —3x9 —x3— x4 = 9
201 — X9+ 223 — 1224 = 10

d) Ist es moglich, dafl ein homogenes lineares Gleichungssystem genau eine nicht-
triviale Losung hat ? (Begriindung)
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11.

12.

a) Losen Sie folgendes Gleichungssystem!
2rq +r3+3ry =0

T +rs3 =0

219 +4ry =0

b) Was koénnen Sie iiber die Struktur der Losungsmenge aussagen? Begriinden
Sie Thre Antwort!

c) Sei (G): Az = b ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit Sei z € R"
eine Losung von (G) und y € R" eine Losung des zugehorigen homogenen linearen
Gleichungssystems. Zeigen Sie, dafl x + y eine Losung von (G) ist.

Mit Hilfe des Kriteriums von Kronecker-Capelli untersuche man, fiir welche Werte
von ¢ € R das folgende Gleichungs- system losbar ist; man gebe eine Parameter-
darstellung der Losungsmenge an!

Al —21‘2+3£L‘3 =35
2[E1+3£E2+[L‘3 =2
41 + 1329 — 323 = —4

5x1 + cxo =1
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Kapitel 2

Grundbegriffe der Theorie der
Vektorriaume

2.1 Vektorraume, Unterrdume, lineare Hiillen

Sei R ein Korper. Eine Menge V' heifit R-Vektorraum, wenn zu je zwei Elementen
v,w € V ein Element von V existiert, das mit v 4+ w bezeichnet wird und Summe von
v und w heiBlt, und wenn zu v € V und jeder Zahl » € R ein Element rv € V existiert
(dies wird als Produkt von r und v bezeichnet), so dafl fiir alle u,v,w € V und alle
r,s € R folgende Eigenschaften erfiillt sind:
L (u+v)+w=u+(v+w)

(Assoziativgesetz),
2. es gibt ein Element o € V', so dafi fiir alle v € V gilt v + 0o = v

(Existenz eines neutralen Elements),
3. zu jedem v € V gibt esein v’ € V mit v +v' = o

(Existenz des zu v inversen Elements)
4dv+w=w+v

(Kommutativgesetz),
5. 17(sv) = (rs)v

(Assoziativgesetz),
6. 7(v+w)=rv+rw

(1. Distributivgesetz),
7. (r+s)v=rv+sv

(2. Distributivgesetz),
8. 1lv =w.
Die Elemente eines Vektorraums werden Vektoren genannt. Das neutrale Element o
wird der Nullvektor von V' genannt, wir werden das Symbol ,,0* hierfiir reservieren;
anstelle von v’ schreiben wir —v und anstelle von v + (—w) einfach v — w.

25
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Beispiele:

a) V' = Menge der Verschiebungen der Ebene (eine Verschiebung kann man durch einen
Pfeil kennzeichnen), die Summe zweier Verschiebungen ist die Nacheinanderausfithrung
beider Verschiebungen, das Produkt einer Verschiebung mit einer reellen Zahl ist die
entsprechend , verlangerte“ Verschiebung.

b) V = R™ = Menge aller n-tupel (rq,...,r,), Addition und Multiplikation sind (wie
im Kapitel 1) komponentenweise definiert.

c) V = Menge aller Losungen des homogenen Gleichungssystems

Zaijszo,izl,...,m, (S)

die Addition und Multiplikation sind wie in R™ definiert.
d) Sei V ein Vektorraum. Wenn vq,...,v, € V und r,...,7r, € R sind, so heifit der
Vektor riv1 4+ ... 4+ rpv, € V eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,.

Sei L(vy,...,v,) die Menge aller Linearkombinationen von vy, ..., v,, also
L(vi,...,v,) ={veV | esgibt ri,...,r, € Rmit v ="> r;}.
Diese Menge heif3t die lineare Hiille von vy, ..., v,.

Lemma 2.1.1 L(vy,...,v,) ist ein Vektorraum (Summe und Produkt sind wie in V
definiert).

Beweis: Wir {iberpriifen die Axiome. Die Summe zweier Linearkombinationen von
vy, ..., U, ist ebenfalls eine Linearkombination von vy, ..., v,

Zﬁ‘vi + Z 8iV; = Z(Tz + 54)vi,

das Vielfache einer Linearkombination von vy, ..., v, ist ebenfalls eine Linearkombina-

tion von vy, ..., Uy,:
rZrivi = Z(rn)vi.

Der Nullvektor o ist eine Linearkombination von vy, ..., v,:

OZZOUZ'

und der zu > r;v; inverse Vektor auch:

— Z T:V; = Z(_Tz)vz
Die Giiltigkeit der Axiome 1,4,...,8 versteht sich von selbst, da dies ja fiir alle Elemente

von V gilt. O

Definition: Sei V' ein Vektorraum und U eine Teilmenge von V', so dafl mit u,u’ €
U und r € R auch u + v sowie ru Elemente von U sind. Dann heifit U ein Unterraum
von V.

Also haben wir gezeigt, dafl L(vy,...,v,) ein Unterraum von V ist.
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Allgemeiner: Sei V' ein Vektorraum und M eine (nicht notwendigerweise endliche) Teil-
menge von V', dann setzen wir

LM)={veV | esgibtvy,...,u, € Mund rq,...,7r, € R mit v = ryv;+...+r,v,}.

L(M) heifit die Menge der Linearkombinationen iiber M. Es ist wieder klar, das L(M)
ein Unterraum von V ist. Wir sagen, da8 M den Unterraum L(M) erzeugt.

Satz 2.1.1 Sei V ein Vektorraum und M C V' eine Teilmenge. Dann ist L(M) der
kleinste Unterraum von V', der M enthdlt, d.h. wenn U ein Unterraum von V ist, der
M enthdlt, so ist L(M) in U enthalten.

Beweis: Trivialerweise ist M in L(M) enthalten. Wenn andererseits M eine Teilmenge
von U ist, so sind alle Linearkombinationen von Elementen von M, also alle Elemente
von L(M) in U enthalten, d.h. L(M) C U. O

Definition: Sei V' ein Vektorraum und M C V eine Teilmenge, so daB8 L(M) =V ist.
Dann heifit M ein Erzeugendensystem von V.

Beispiele:

1. v sei eine Verschiebung der Ebene, dann ist L({v}) die Menge aller Vielfachen von
v, also die Menge aller Verschiebungen in der Richtung von v. Wenn v und w zwei
Verschiebungen mit verschiedenen Richtungen sind, so ist L({v,w}) die Menge aller

Verschiebungen der Ebene.
2.V =R3v=(1,20),w=(2,1,0), dann ist

L({v}) = {v € R* | v = (r,2r,0) mit beliebigem r € R},

L({v,w}) ={v=(r,s,0) | r, s beliebig}.

(Den Beweis der letzten Aussage iiberlassen wir dem Leser.)
3. Wir betrachten den Losungsraum des folgenden homogenen Gleichungssystems, den
wir natiirlich erst einmal bestimmen miissen:

1+ 3+ 203+ x4 =
201 — X9+ 3x3 — 4wy =
3x1 — dxy + 423 — 924 =
1+ 1720 + 423 + 1324 =

o o O O

Dazu gehort die folgende Matrix, die wir dem Gauflschen Algorithmus unterwerfen:

1 3 2 1 0 1 3 2 1 0
2 -1 3 -4 0| _ |0 -7 -1 -6 0f
3 -5 4 -9 0 0 —14 -2 -12 0
1 17 4 13 0 0 14 2 12 0
13210 1o & -4
01%2()%01;20
000 00 00 0 0 0
000 00 00 0 0 0
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Dazu gehort wiederum das Gleichungssystem

11 11
I + 71‘3 — 71‘4 =0
1
To + ?1’3 -+ ?1’4 = 0,

wo wir x3 = s und x4 = t als Parameter wihlen kénnen; die Losungsmenge hat dann

die Form
_1u 1

{ 6
7

~|=

L(S) = L5t 07 t]s,taus R beliebig
0 1

Wie Sie sehen, finden wir so ein Erzeugendensystem des Losungsraums.

2.2 Lineare Unabhingigkeit, Basen, Dimension

Sei nun M = {vy, ..., v} ein Erzeugendensystem des Vektorraums V', also L(M) = V.
Dann ist auch L(M U N) = V fiir jede Teilmenge N C V. Es erhebt sich daher die
Frage, ob man aus einem gegebenen Erzeugendensystem den einen oder anderen Vektor
weglassen und den Vektorraum mit den restlichen erzeugen kann. Dies fithrt auf die

Definition: Ein Erzeugendensystem M von V' heifit minimal, wenn fiir jeden Vektor
w € M gilt L(M\{w}) # L(M)=1V.

Welche Erzeugende kann man denn nun weglassen?
Es sei M = {vy,...,v}. Der Vektor vy, ist tiberfliissig, wenn L(M\{v;}) = L(M) ist,
also wenn vy € L(vy,...,vx_1) ist. Dann gibt es also Zahlen rq, ..., 7,1 mit

Vp =TV + ... + T 1Vk_1
bzw.
0=T"T1V1 + ...+ TV

mit 7, # 0 (ndmlich r, = —1). Anders ausgedriickt: Der Nullvektor 148t sich als
Linearkombination der v; darstellen, wobei nicht alle Koeffizienten gleich Null sind.

Definition: Die Menge {vy,..., vy} € V heifit linear unabhéingig, wenn aus
vy + ...+ rgop =0 (r; € R)

folgt, daBl ry = ry = ... = rp = 0 ist. Nicht linear unabhéngige Mengen heiflen linear
abhéngig.

Minimale Erzeugendensysteme werden wie folgt charakterisiert:

Satz 2.2.1 FEin Erzeugendensystem M von 'V ist genau dann minimal, wenn M linear
unabhdngig ist.
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Beweis: Sei M = {vy,...,v;} ein minimales Erzeugendensystem von V. Wir nehmen
zuerst an, M wire linear abhéngig. Dann gibt es Zahlen 7y, ..., r, von denen etwa r;
ungleich Null ist, so daf3
MU+ ...+ TRV =0

gilt. Es folgt

Tl Tk

Vi=—=——"U1 —...— —Vg,

T T
also ware v; in M iiberfliissig, was der Voraussetzung widerspricht.
Nun sei M linear unabhéngig. Wéare M nicht minimal, so wére etwa

Vp =7T1V1 + ... +TE_ 1V

und damit
0o=7v;+...+ 71V — L.

In dieser Linearkombination ist ersichtlich ein Koeffizient von Null verschieden, was
der vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit widerspricht. O

Satz 2.2.2 Jede Teilmenge einer linear unabhdngigen Menge von Vektoren ist linear
unabhdngig.

Den Beweis fithren wir indirekt: Sei {vy,...v,} linear abhéngig, d.h. es gibt Zahlen

ri,...,Tyn, unter denen etwa r; # 0 ist, so dafl o = rjvy + ... + r,v,.
Wir nehmen weitere Vektoren v, 1, ..., v, hinzu und erhalten die folgende nichttriviale
Linearkombination

0=r1v1+ ...+ 10, + 0vpy1 + ... 4 Ovpy,

damit ist auch die groflere Menge linear abhéngig. O

Sei nun M eine linear unabhingige Teilmenge von V. Wir stellen die Frage, ob man
weitere Vektoren aus V' zu M hinzunehmen kann, so dafl auch die groBere Menge
linear unabhéngig bleibt. Wenn dies nicht mdoglich ist, nennen wir die Menge M eine
maximale linear unabhéngige Teilmenge:

Definition: Eine linear unabhéngige Teilmenge M C V' heifit maximal, wenn M U{w}
fiir jeden Vektor w aus V' linear abhéngig ist.

Der folgende Satz charakterisiert maximale linear unabhingige Teilmengen:
Satz 2.2.3 Sei M C V linear unabhdingig. M ist genau dann eine mazximale linear

unabhingige Teilmenge, wenn L(M) =V, also wenn M ein minimales Erzeugenden-
system ust.

Beweis: M = {vy,..., v} sei eine maximale linear unabhéngige Teilmenge. Sei v € V
ein beliebiger Vektor. Wir wissen, dal M U {v} linear abhéngig ist, also 148t sich der
Nullvektor wie folgt kombinieren:

0=T"1V1 + ...+ "rpvg + 1o,
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mindestens ein Koeffizient ist von Null verschieden. Ware r» = 0, so bliebe
0="T1V1 + ...+ "LV,

worin noch ein von Null verschiedener Koeffizient vorkommen soll, was der linearen Un-
abhéangigkeit von M widerspricht. Also mufl » von Null verschieden sein, dann 148t sich
aber v als Linearkombination aus den v; darstellen, d.h. M ist ein Erzeugendensystem
von V.

Sei umgekehrt M linear unabhéngig und L(M) = V. Sei w € V beliebig, dann liegt w
in L(M), also ist M U {w} linear abhéngig, d.h. M ist maximal. O

Wir kommen damit zu einem zentralen Begriff:

Definition: Eine Teilmenge B C V heifit Basis von V', wenn B eine maximale linear
unabhéngige Teilmenge von V ist.

Es ist dquivalent:

1. B ist eine Basis von V,

2. B ist eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V|
3. B ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V',
4. B ist ein minimales Erzeugendensystem von V.

Satz 2.2.4 Sei B = {vy,...,vx} eine Basis von V und v € V, dann gibt es eindeutig
bestimmte Zahlen ry,... Ty, so daff v =r1v] + ...+ TRV ist.

Beweis: Die Existenz folgt aus L(B) = V. Sei etwa

V=701 + ... +7"T0, = S1V1 + ...+ SpUn,

dann ist

o= (r1—s1)v1+ ...+ (rn — Sp)Vn,
wegen der linearen Unabhéangigkeit von B folgt r; —s; =0 fliri = 1,... k. O
Die Zahlen ry, ..., r; heilen die Koordinaten von v beziiglich der Basis B.

Im obigen Beispiel 3 (Losungsraum eines homogenen Gleichungssystems) sind die er-
zeugenden Vektoren linear unabhéingig, die Zahlen s, ¢ sind also die Koordinaten der
Losung (z1,...,x4).

Im Vektorraum R™ der n-tupel gibt es eine sehr einfache Basis, die aus den , Einheits-
vektoren“
e;=(0,...0,1,0,...0)

T i-te Stelle
besteht. Die Bezeichnung ,.e; wollen wir fiir diese ,,kanonische“ Basis des R" reservie-
ren.

Als nichstes beweisen wir den

Satz 2.2.5 (Beschriankungssatz) Seienvy,...,vx € V undwy, ..., w, € L(vy, ..., vt).
Wenn {wy, ..., wy} linear unabhdngig ist, so ist m < k.
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Beweis: Wir nehmen an, es gelte m > k. Dann betrachten wir eine Linearkombination
w = riwi+...+rpw,. Wir fragen uns, ob denn die Zahlen ry, . .., r,, so gewéhlt werden
konnen, dafl nicht alle gleich Null sind, aber dennoch w = o ist. Es sei w; = }_ a;;v;,
dann ist

w=r thﬂ}j + . Ty, Zamjvj = Z(Tlalj + o T ) ;.
Nun ist sicher w = o, wenn die Koeffizienten der v; null sind, also wenn

rap+ ... +’f‘m(lm1 =0

riaig + ...+ Tmme = 0

gilt. Dies ist aber ein homogenes Gleichungssystem fiir die r; mit k& Gleichungen und
m Unbekannten, wegen m > k besitzt gibt es ein m-tupel (r1,...,7,) # (0,...,0), das
diese Gleichungen erfiillt, fiir diese Zahlen gilt also

wW=7rw +...+rpW, = o0,

d.h. {wy,...,w,} wire linear abhéngig, was der Voraussetzung widerspricht. Folglich
ist m < k. O

Folgerung 2.2.1 Die Maximalzahl linear unabhdingiger Vektoren im R™ st gleich n.

Beweis: Wir haben ein Erzeugendensystem aus n Elementen. O

Wir benotigen das einfache

Lemma 2.2.1 Wenn {uy,...,u;} linear unabhdngig ist und ug., kein Element von
L({uy, ..., ug}) ist, so ist {uy,...,uxs1} linear unabhdingig.

Beweis: Es sei ru; + ...+ rp1ugsy = o. Wenn 7,1 # 0 wére, so konnte man durch

rg+1 dividieren und hétte vi,; als Linearkombination von vy, ..., v, dargestellt, was
nicht moglich ist. Folglich ist ;.1 = 0 und es bleibt ryuy + ... 4+ ryur = 0. Wegen der
linearen Unabhéngigkeit von {u,...,ux} ist auch ry = ... =rp = 0. O

Satz 2.2.6 Sei V' ein Vektorraum, der ein endliches Erzeugendensystem besitzt und
U CV ein Unterraum. Dann besitzt U eine (endliche) Basis.

Beweis: Wir konstruieren eine maximale linear unabhéngige Teilmenge B. Falls U =
{o} ist, so sei B die leere Menge. Andernfalls wihlen wir ein u; # o aus U. Die Menge
{u,} ist natiirlich linear unabhéngig. Falls U = L(u;) ist, so sei B = {u;}. Andernfalls
wéhlen wir ein ug € U, das nicht in L(u,) liegt. Nach dem Lemma ist {u;,us} linear

unabhingig.Und so weiter: Sei eine linear unabhéngige Teilmenge {ug,...,u;} schon
gefunden. Wenn U = L{uy,...,ux} ist, so sei B = {uy,...,u;}. Andernfalls wéhlen
wir ein uyy1, das nicht in L({u,...,ux}) liegt, dann ist wieder {uy,...,uxs1} linear
unabhéngig.

Nach hochtens so vielen Schritten, wie das Erzeugendensystem von V' Elemente hat,
muf} das Verfahren abbrechen, d.h. es tritt der Fall U = L(uy,...,ug;1) ein und wir
haben eine Basis konstruiert. O
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Satz 2.2.7 Je zwei endliche Basen eines Vektorraums V' besitzen gleichviele Elemente.

Beweis: Seien {uy,...,u;} und {vy,..., v} Basen von V, dann gilt einerseits vy, ..., v, €
L(uy,...,u), diese Vektoren sind linear unabhéingig, also ist £ < [. Analog zeigt man
| <k. O

Definition: Die Zahl der Elemente einer Basis von V heif3t die Dimension dim V von
V.

Wir setzen im folgenden stets voraus, daff alle betrachteten Vektorrdume eine endliche
Basis besitzen.

Nun beweisen wir den

Satz 2.2.8 (Austauschsatz) Sei E CV ein Erzeugendensystem des Vektorraums V
und M C 'V eine linear unabhdngige Teilmenge. Dann gibt es eine Teilmenge F' C E,
so daf$ F'U M eine Basis von V ist.

Beweis: Sei etwa M = {uy,...,un}t, E = {v1,...,v;}. Die Menge E U M erzeugt V.
Wir lassen nun schrittweise Elemente aus E weg, solange dies moglich ist, wobei wir
stets sichern, dafl die verbleibende Menge noch den Vektorraum V' erzeugt. Sei nun
F ={vy,...,up} und M UF sei ein Erzeugendensystem von V', aus dem kein Element
von F' weggelassen werden darf, ohne das Erzeugnis zu verkleinern. Wir zeigen, dafl
F'U M linear unabhéngig ist. Sei also

vai + Zsjuj =o0

und wir nehmen an, das nicht alle Koeffizienten verschwinden. Nun kénnen nicht alle
r; gleich Null sein, da {us, ..., u,,} linear unabhéngig ist. D.h. r; # 0 fir ein ¢, dann
148t sich also v; durch die restlichen Vektoren linear kombinieren, kann also aus F
weggelassen werden, was der Konstruktion von F' widerspricht. Also ist M U F' eine
Basis von V. O

Als Folgerung erhalten wir den

Satz 2.2.9 (Erginzungssatz) Jede linear unabhdngige Teilmenge M C V kann zu
einer Basis von V' ergdnzt werden.

Beweis: Wir wenden den Austauschsatz fiir £ =V an. O

Satz 2.2.10 Sei U C V ein Unterraum. Dann gilt dim U < dim V' und wenn dim U =
dimV ist, so qilt U = V.

Beweis: In U kann es nicht mehr linear unabhéngige Vektoren als in V' geben, also ist
dimU < dim V.

Sei nun dimU = dim V. Sei B = {uy, ..., u,,} eine Basis von U. Wir betrachten B als
Teilmenge von V; sie ist linear unabhéngig, kann also zu einer Basis B’ von V' ergéinzt
werden. Da B’ ebenfalls m = dim V' Elemente haben muf, ist B = B’ und damit
V=LB)=U. O

Seien U und W Unterrdume des Vektorraums V. Wir iiberlassen es dem Leser zu
zeigen, dafl auch der Durchschnitt U N'W ein Unterraum von V ist.
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Wir {iberlassen es ebenfalls dem Leser, sich davon zu iiberzeugen, dafl die Vereinigung
U UW im allgemeinen kein Unterraum ist (die Summe eines Vektors aus U und eines
Vektors aus V' liegt nicht notwendigerweise in U U W).

Definition: Seien U und W Unterrdume des Vektorraums V. Dann heiit U + W =
L(UUW) die Summe von U und W. U + W ist also der kleinste Unterraum von V/,
der U und W enthalt.

Lemma 2.2.2 U+ W ={v| esgibtuec U undw e W mitv=u+w}.

Beweis: Jedes Element von U + W ist eine Linearkombination von Vektoren aus U oder

W. O
Nun folgt der

Satz 2.2.11 (Dimensionssatz) dim(U + W) = dimU + dim W — dim(U N W)

Beweis: UNW ist ein Unterraum von U und von W, diese sind Unterrdume von U + W.
Wir wihlen nun eine Basis B = {vy,..., v} von U N W, ergénzen sie mit Hilfe von
By = {uq,...,u} zu einer Basis B U B; von U sowie durch By = {wy,...,w,} zu
einer Basis B U By von W. Dann ist

Wir zeigen, dafl B U B; U B, linear unabhéngig ist. Es sei also
vai + Z S;uj + Ztkwk =o, (15,5, tx € R),
also ist der Vektor
dorivi Y sju; = — Y twy
sowohl in U wie in W enthalten, also in UNW. Er ist also durch die Basis B darstellbar:

= > tw = pv;

oder
> pivi+ Y tiw = o,

da B U By linear unabhéngig ist, sind alle Koeffizienten gleich Null, also — " t;w; = o,

d.h.

Zrivi + Z SjU; = 0
und aus der linearen Unabhéngigkeit von B U B; folgt, dafl auch hier alle Koeffizienten
verschwinden. Also ist B U By U B; eine Basis von U + W und es gilt

dm(U+W)=k+Il+m=dmU +dimW — kDO

Veranschaulichen Sie sich den Sachverhalt an folgenden Skizzen:
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Definition: Wenn UNW = {o} gilt, so heiBt die Summe U + W direkt; man schreibt
dann U @ W.

Es folgt dimU & W =dim U + dim W.

Lemma 2.2.3 Die Summe von U und W sei direkt. Dann ist die Darstellung von
veU®Wasv=u+w mitu e U, weW eindeutig bestimmt.

Beweis: Sei v = u +w = v + w' mit u, v €U, w,w €W. Dann ist v — v’ = w — w
sowohl in U als auch in W gelegen, also

u—u =w—w = o0

Diese Eigenschaft wollen wir zur Definition einer direkten Summe mehrerer Summan-
den verwenden:

Definition: Die Summe der Unterrdume Uy, ..., Uy von V heifit direkt, wenn die Dar-
stellung jedes Vektors v = > u; mit u; € U; eindeutig bestimmt ist.

Satz 2.2.12 Die Summe der Unterrdume Uy, ..., U, ist genau dann direkt, wenn fir
alle v gilt

UszUk = {O}

ki

Beweis: Sei die Bedingung erfiillt und v = Y u; = Y. o/; mit u;, v’; € U;. Dann ist

u; — 'y = Z(Ulk - Uk),

ki

dies ist ein Vektor aus U; N X, Ur = {0}.
Die Umkehrung ist genausoleicht zu zeigen. O
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2.3 Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

Sei
a1q ce Q1n
A= ;1 e (077
Am1  --- Amn

eine Matrix. Wir bezeichnen ihre Zeilen mit

21 = (an...aln), teey zm:(aml...amn).

Die Vektoren zi,...,z, erzeugen den Unterraum L(z1,...,2,) = Z(A) von R", den
sogenannten Zeilenraum von A. Die Dimension von Z(A) heiit der Zeilenrang zr(A)
von A:

zr(A) =dim L(z1, ..., Zm).

Der Zeilenrang ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Zeilen der Matrix A.

Satz 2.3.1 Wenn A’ durch elementare Zeilenoperationen aus A hervorgeht, so ist
zr(A) = zr(A’).

Beweis: Es ist L(z1,...,2m) = L(z1,. -, CZiy ooy 2m) = L(21, ..., 26 + Ziy o -+, Zm), also
stimmen sogar die Zeilenrdume iiberein (c # 0). O

Mittels des Gauflschen Algorithmus kénnen wir A in eine reduzierte Form bringen,
dabei dndert sich der Zeilenrang nicht. Wenn die Anzahl der ausgezeichneten Spalten
gleich r ist,so sind die ersten r Zeilen linear unabhéngig, also ist zr(A) = r.

Sei nun
a11r1 + a9 + ...+ A1nTy = bl
2171 + A922%9 + ... + QonTy = b2
Am1T1 + ApmaZ2 + .o+ ATy, = bm

ein lineares Gleichungssystem. Wir wollen annehmen, das die reduzierte Form seiner
Koeffizientenmatrix die einfache Form

1 Qg1 - Q1 b
0 1 azr4+1 ... Qop bg
0 ... 1 arypyr ... G by
0 0

L 0 0 -
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besitzt (nach Spaltenvertauschen wére das zu erreichen). Dann kann man die Losungs-
menge folgendermafien beschreiben: Jede Losung hat die Form

x by a1,r4+1 a1n
T2 by a2 r+1 a2n
Ty = br — 1 Ay r41 — o=ty Qy.p
Traq 0 1 0
T, 0 0 1

Wir sehen also, dafl die Zahl der Parameter nicht vom Lésungsweg abhéngt.

Folgerung 2.3.1 Sei H ein homogenes Gleichungssystem mit n Unbekannten und der

Koeffizientenmatriz A. Dann ist dim LM (H) = n — zr(A). O
Sei wieder
an Q1n
A= | an Qin
P R .

Wir bezeichnen die Spalten von A mit

ai,1 a1n
S1 = a; 1 s .y, Sp = Ain
Am,1 a'm n
Diese erzeugen L(sy,...,s,) = S(A), den Spaltenraum von A. Die Dimension von S(A)

heifit Spaltenrang von A und wird mit sr(A) bezeichnet, dies ist die Maximalzahl linear
unabhéngiger Spalten.
Es gilt der wichtige

Satz 2.3.2 Wenn die Matriz A" durch elementare Zeilenoperationen aus der Matrix
A hervorgegangen ist, so gilt sr(A) = sr(A’).

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dafl die Spalten

ai ay
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linear unabhéngig sind. Bei einer Zeilenoperation (vom Typ 2) gehen sie iiber in Spalten

ai1 ay,
tih= | aix+agr |,...,tr=| @iz + agy,
Apm,1 Qm 1

Wir zeigen, daB {t1,...,%;} linear unabhéngig ist. Sei néamlich

rit1 + ...+t = o,

d.h.
rian+...+ray; = 0
ri(an +ap)+ ... +rlag+aw) = 0
mam1 +...+1ma,,; = 0.

Aus diesen Gleichungen folgt aber sofort

ray+...+ray = 0
ra;1 + ...+ rag = 0
rQm1 + ...+ 10, = 0.
Dieses Gleichungssystem hat aber nur die triviale Losung, weil sq,...,s; linear un-

abhéngig sind. Also gilt sr(A’) > sr(A) und die Gleichheit folgt aus Symmetriegriinden.
O

Satz 2.3.3 Flir jede Matriz A gilt zr(A) = sr(A). Diese Zahl wird als Rang rg(A)
von A bezeichnet.

Beweis: Wir iiberfithren A in die reduzierte Form

0 ... 1 a1,k +1 -+ A1 k-1 0 a1.ky+1 -+ A1 k-1 0 ... QAip
0 ... 0 ... 0 1 a2 ky+1 - A2 k-1 0 A2 k. +1 --- Q2n
0 ... 0 ce 1 arp41 -0 Qe
0 0
0 o 0

Es ist 2r(A) = r, denn die ersten r Zeilen sind linear unabhéngig. Und es ist sr(A) =r,
da die r ausgezeichneten Spalten linear unabhéngig sind, die {ibrigen aber Linearkom-
binationen davon sind. O
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Satz 2.3.4 (Kronecker/Capelli) Das Gleichungssystem Y a;;x; = b; ist genau dann
losbar, wenn

a1y e A1n a1 Ce A1n b1
rg o =rg
Al -+ Qmn Al -+ Gmn  bm
15t.
Den Beweis iiberlassen wir dem Leser. O

Abschlieend erwdhnen wir, dafl, wie aus dem oben Gesagten folgt, der Gaufische Al-
gorithmus geeignet ist, die Dimension und eine Basis eines Unterraums des R" zu be-
stimmen, der durch ein Erzeugendensystem gegeben ist. Dazu werden die erzeugenden
Vektoren zeilenweise in eine Matrix A geschrieben, auf die Matrix werden entsprechen-
de Zeilenoperationen angewandt, die ja neue Zeilen produzieren, die im selben Vek-
torraum liegen. Die Dimension des Unterraums ist gleich rg(A) und die ersten rg(A)
Zeilen bilden eine Basis des Unterraums.

2.4 Aufgaben

1. Man zeige, dafl in jedem Vektorraum folgendes gilt:

a) es existiert genau ein Nullvektor, d. h. es gibt genau einen Vektor o € V' mit a+
o=o+a=alaeV)

b) wenn ein Vektor a € V' die Beziehung a + a = a erfiillt, so gilt a = o.

2. Beweisen Sie, dafl in jedem Vektorraum folgendes gilt: c-a = 0 gdw. ¢ = 0 oder a =
o(aeV,ceK)

3. Fiir einen beliebigen Vektorraum V' zeige man:

a) fur jedes © € V existiert genau ein Vektor ' € V mit x + 2/ = 2’ + = = o;
dabei gilt 2’ = (—1) - z (Bezeichnung — = := (—1) - z)

b) fir alle x € V gilt —(—z) ==z
c) fir alle z,y € V und aller € R:r(x —y) =rx —ry
4. Man zeige, dafl die Kommutativitat der Addition aus den iibrigen Axiomen eines
Vektorraums folgt!
5. Seien U; (i = 1,2, 3,4) Teilmengen des R*.
Uy ={(21,0,0,24) | 1,24 € R}
Us = {(x1,22,0,0) | 21,22 € R}
Us =U;NU,y
Uy =U,+ U,
a) Weisen Sie nach, dal U; (i = 1,...,4) ein Unterraum des R? ist.

b) Geben Sie fiir jeden dieser Unterrdume ein Erzeugendensystem an!
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sei V ein reeller Vektorraum. Beweisen Sie:
a) Fur Teilmengen M C N C V gilt : L(M) C L(N).

b) Sei M C V ein Erzeugendensystem von V und N C V mit M C L(N), dann
ist auch N ein Erzeugendensystem von V.

Man zeige, dal M = {fi, fo, f3} mit f1(z) =2, fo(z) = z—1 und f3(z) = 2*> —2x
ein Erzeugendensystem von P, (Vektorraum der Polynome hochstens 2. Grades)
ist!

. a) Bilden die Vektoren (4, 7, 0, 0); (2,0, 1, 0); (3, 0,0, 9); (-27, 0, 0, 0) eine Basis

des R*?
b) Beweisen Sie: Die Vektoren a; = (aq1,0,...,0) az = (0,a2,0,...,0)...a, =
(0,0,0,...,a,,) des R" sind linear unabhéngig gdw. a; # 0 fir alle i.

Im R’ erzeugen die Vektoren (1, 1, 0, 1, 1); (0, 0, 1, 1, 0); (0, 1, 0, 0, 0); (1,
0,0,1,1); (1,0, 1, 0, 1) einen Unterraum. Bestimmen Sie die Dimension dieses
Unterraums!

Fiir welche t € R gilt w € L{vy, v}, mit w = (0, —1,—1) und v; = (142¢,3,1), vy =

(1/27 t, t) < R??

M, ={(1,0,0,0), (1,1,0,0), (1,2,1,0), (—=1,1,1,0)}

und

M, ={(3,0,0,0),(0,-1,0,0),(2,2,1,1),(0,0,2,2) }
sind Vektormengen des R*. Es sei U; = L(M;) (i = 1,2). Geben Sie die Dimension
von Ul, UQ, U1 N U2 und U1 + U2 an!
Man zeige, daB8 die reellen Zahlen 1, /2, v/3 linear unabhingig iiber Q sind!

Sei a,, die n-te Wurzel aus 2(n = 0,1,2,...), sowie A = {ag, a1, as,as,...}. Man
zeige, dafl die lineare Hiille von A iiber Q nicht endlich erzeugt ist!

Beweisen Sie, dafi der Vektorraum aller reeller Zahlenfolgen unendlichdimensional
ist!

Beweisen Sie, dafl B = (a1, as,a3) mit a; = (2,2, —1),a, = (2, -1, 2) und az =
(—1,2,2) eine Basisdes R? ist und berechnen Sie die Koordinaten von z = (1,1, 1)
bzgl. B!

Sei B = (by, by, bs) eine Basis des R? und ¢ ein Vektor mit dem Koordinatentripel
(0, -1, 2) beziiglich B.

a) Beweisen Sie, dal B* = (c¢q, ¢2, ¢3) mit ¢; = by + by + b3, o = by — by — b3 und
c3 = by ebenfalls eine Basis des R? ist!

b) Berechnen Sie die Koordinaten von ¢ beziiglich B*!



40

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
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Seien Unterrdume U, W C R* wie folgt definiert:

W= {(x1, 29, x3,24) : X1 + T2 + 23 + x4 = 0}

U :={x = (x1, 79, 23,74) : x erfiillt das Gleichungssystem } mit

T, 4+ 2209+ 33 — x4 =0

Ty — X9+ 23+ 224 =0

r1 + 5xo + by — 4xy = 0;

Man gebe jeweils eine Basis von U, W sowie UNW an, und zeige, da U+W = R*
gilt!

Sei C'(I) der Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem Intervall I = [0, 1].
Man zeige: Die Funktionen f; =1, fo = sinx, f3 = cosx sind linear unabhéngige
Vektoren.

Welche der angegebenen Mengen sind Unterrdume von R[z] 7

{f €R[z]: f(2) =0}

{f €R[z]: f(1)- f(0) =0}

{f € Rlz]: grad (f) = 3}( bzw. < 3)
{f €R[z]: (22 + 1) teilt f}.

Sei folgende Teilmenge des R gegeben: M = {(1,0,0),(2,1,1),(0,—1,—1)}.

a) Bilden Sie L(M). Geben Sie eine Basis von L(M) an und begriinden Sie, daf§
es sich um eine Basis handelt.

b) Sei U = {(z,0,z) | z,z € R}. Bilden Sie L(M) N U und geben Sie die
Dimension dieses Unterraumes an! Bestimmen Sie die Dimension von L(M )+ U!

a) Beweisen Sie: Der Durchschnitt zweier Unterrdume eines Vektorraums V' ist
ein Unterraum von V.

b) Gilt eine analoge Aussage auch fiir die Vereinigung zweier Unterraume? (Be-
griindung!)

Ist B = {ay,a9,a3,a4} mit a; = (1,2,3,4),as = (2,0,1,3),a3 = (2,0,—1,4) und
as = (0,0, —2,1) eine Basis des R*? Begriinden Sie Ihre Antwort!

b) Falls das nicht der Fall ist, geben Sie eine Basis des R* an, die moglichst viele
der Vektoren von B enthélt!

c) Geben Sie fiir den Vektor (2,0,1,3) die Koordinatendarstellung beziiglich der
von Thnen konstruierten Basis an!

Sei F' = {(an)nen | lima, existiert } die Menge der konvergenten, reellen Zah-
lenfolgen.

a) Man zeige: Beziiglich der komponentenweisen Addition von Zahlenfolgen und
der komponentenweisen Multiplikation einer solchen Folge mit einer reellen Zahl
ist I ein reeller Vektorraum.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

b) Die Menge F, := {(a,) € F;lim a,, = 0} ist ein Unterraum von F'!
¢) Geben Sie einen Unterraum F; C F mit F' = Fy @ F} an!

Es seien Wy, Wy, W3 Unterrdume eines Vektorraumes V. Finden Sie eine Formel
zur Berechnung von dim(W, + Wy + W3) = 7!

Seien W1, ..., Wy die Losungsrdume zu den in Aufgabe 9, Kap.2 ermittelten Zah-
len A1, ..., A\x. Man bestimme Basen By, ..., By von Wy, ..., W (als Unterrdume
des Vektorraumes R®); weiter zeige man, dal W, @ ... ® W, = RS gilt!

Sei V' ein Vektorraum iiber K sowie Vi, V5, V3 Unterrdume von V.

Beweisen Sie folgende Inklusionen:

a) (Vi N Va) + (Va N Va) C Vo (Vi + Va)

b) Vi+ (VanVs) C(Vi+ Vo) N (Vi + Va)

Unter der zusétzlichen Voraussetzung V| C V; zeige man die Gleichheit in a) und
b).

Sei C|0, 1] die Menge der reellwertigen stetigen Funktionen auf [0,1], und a, b, ¢ €
[0, 1] seien drei verschiedene Punkte.

a) Man zeige: Beziiglich der Operationen (f + g)(z) := f(x) + g(z),z € [0, 1],

(f - N(z) .= f(x) -\, x €[0,1], A € R, ist C[0, 1] ein reeller Vektorraum.
b) Beweisen Sie, dal V = {f € C[0,1] : f(a) = f(b) = f(c) = 0} ein Unterraum
von C10, 1] ist!

¢) Man finde Funktionen w,v,w € C[0, 1] (also stetige Funktionen!) derart, daf
fir W := L({u,v,w}) die Beziehung C[0,1] =V @ W erfiillt ist!

Seien V und W Vektorraume, W7 C W ein Unterraum sowie f : V' — W eine
lineare Abbildung. Man zeige, da$ f~1(W}) ein Unteraum von V ist!

Sei R[z]| die Menge der polynomialen Funktionen iiber R, und a € R ein fester
Punkt. Beweisen Sie: V := {F € R[z] : (x—a) | F(z)} ist ein linearer Unterraum
von R[z].

Sei K ein Korper und Klz] der Vektorraum der Polynome iiber K.

a) Man beweise, dafl sein Dual (K[z])* isomorph ist zum Vektorraum der formalen
Potenzreihen K[[z]], wobei K[[z]] := {>:°, a;zi;a; € K fiir t = 0,1,2,3, ...} ist.

b) Fiir den kleinsten Korper K = {0, 1} beweise man, daf§ K[z]| nicht isomorph
zu (Klz])* ist!

Eine quadratische Matrix n-ter Ordnung mit Elementen aus dem Koérper K heifit
magisches Quadrat der Ordnung n, falls die Summen der Elemente jeder Zeile,
jeder Spalte und der beiden Diagonalen gleich sind.
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a) zeigen Sie: Mag(n, K), die Menge der magischen Quadrate n-ter Ordnung, bil-
det einen linearen Unterraum des Raumes aller quadratischen Matrizen M (n, K)

der Ordnung n.
b) Fir n = 1,2,3 und K = R berechne man dim Mag(n, K) und gebe jeweils

eine Basis an!



Kapitel 3

Lineare Abbildungen und Matrizen

3.1 Grundlegende Eigenschaften

Wir beginnen mit einem Beispiel.

Sei V' ein zweidimensionaler Vektorraum und {u, v} eine Basis von V. Dann kann man
einen beliebigen Vektor w € V in eindeutiger Weise als w = ru+sv (r, s € R) darstellen,
dabei sind die Zahlen r und s die Koordinaten von w beziiglich der gewéhlten Basis.
Wir ordnen dem Vektor w dieses Zahlenpaar zu: Sei

k:V — R®mit k(w) = (r,5)

die ,Koordinatenabbildung®, die jedem Vektor aus V' sein Koordinatenpaar zuordnet.
Diese Abbildung k hat folgende Eigenschaften:

Sei w’ ein weiterer Vektor aus V' mit den Koordinaten (r’,s'), also k(w') = (1, ).
Wegen w' = r'u + s'v gilt

w+w = (r+r)u+(s+ ),
also
k(w+w') = (r+7r,s+5) =k(w)+ k).
Sei t eine Zahl, dann hat der Vektor tw die Koordinaten (tr,ts), also gilt

k(tw) = (tr,ts) = tk(w).

Es ist sicher versténdlich, dal Abbildungen, die sich derart gut gegeniiber den Operatio-
nen in Vektorrdumen verhalten, in der Theorie der Vektorrdume eine gewisse Rolle
spielen werden.

Definition: Seien V und W R-Vektorrdume und f : V — W eine Abbildung von V'
in W, fiir die fiir beliebige u,v € V und r € R

flu+v)= f(u)+ f(v) (f ist ,,additiv®) sowie

f(rv) =rf(v) (f ist ,homogen*)

gilt, dann heifit f ,lineare Abbildung"®.

43
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Beispiele fiir lineare Abbildungen:

1. Wenn dim V' = n und eine Basis B von V gewéhlt ist, so erhalten wir in Ver-
allgemeinerung des obigen Beispiels die Koordinatenabbildung kg : V. — R™,
die jedem Vektor sein Koordinaten-n-tupel beziiglich B zuordnet. Dieses Beispiel
wird uns spéter noch beschéftigen.

2. Sei ¢ < n, wir betrachten die ,,Projektionsabbildung*
pi: R" — R, pi(ry,...,m0) =14,
sie ist linear.
3. Die ,identische* Abbildung id : V — V| id(v) = v fiir alle v € V ist linear.

4. Zwischen beliebigen Vektorrdumen V, W gibt es eine Nullabbildung o: V' — W,
o(v) = o fiir alle v € V, hierbei bezeichnen die beiden ersten o’s die Abbildung,
das dritte o ist der Nullvektor von W. Die Bezeichnungskonfusion darf man aus-
nahmsweise durchgehen lassen, denn wir werden sehen, dafl die Nullabbildung
das neutrale Element eines gewissen Vektorraums ist, und fiir derartige Vektoren
hatten wir ausdriicklich das Symbol o reserviert.

Fiir Abbildungen mit bestimmten Eigenschaften haben sich Attribute eingebiirgert, die
wir nun kurz aufzéhlen wollen.

Seien A und B Mengen und f : A — B eine Abbildung von A in B. Die Abbildung
f heifit ,injektiv¢ (oder ,1-1-deutig“), wenn aus f(a) = f(a’) stets a = a’ folgt, wobei
a, a’ beliebige Elemente von A sind.

Die Abbildung f heifit ,,surjektiv® , wenn fiir jedes Element b € B ein Element a € A
existiert, so dafl f(a) = b ist (eine surjektive Abbildung von A auf B heifit auch
,Abbildung auf B* [es gibt keine deutsche Ubersetzung des Adjektivs ,surjektiv¢]).
Die Abbildung f heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Lineare Abbildungen werden gelegentlich auch als ,,Homomorphismen® von Vektorréu-
men bezeichnet. Davon leiten sich die folgenden, hdufig anzutreffenden Bezeichnungen
ab:

ein ,,Monomorphismus® ist eine injektive lineare Abbildung,

ein ,, Epimorphismus*® ist eine surjektive lineare Abbildung,

ein ,, Isomorphismus® ist eine bijektive lineare Abbildung,

ein ,,Endomorphismus® ist eine lineare Abbildung eines Vektorraums V' in sich,

ein ,, Automorphismus® ist ein bijektiver Endomorphismus.

Untersuchen Sie, welche Attribute fiir die in den obigen Beispielen angegeben linearen
Abbildungen zutreffen!

Wir wollen nun Operationen zwischen linearen Abbildungen einfiihren:

Seien f,g : V — W zwei lineare Abbildungen von V in W. Wir konstruieren eine
lineare Abbildung f+g¢g:V — W von V in W wie folgt:

(f+g)(v)= f(v)+g(v) fur alle v € V.

Sei s € R eine Zahl, wir konstruieren eine lineare Abbildung sf : V' — W wie folgt:
(sf)(v) =sf(v) fir allev € V.
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Lemma 3.1.1 Die Abbildungen f + g und sf sind linear.

Beweis: Wir priifen die Axiome nach: Seien v,v’ € V und r € R, dann gilt

(f+9)w+r) = flo+r)+gv+r)
nach Definition von f + g,
= f(v)+7rf) + g(v) +rg(®)

wegen der Linearitdt von f und g,
= (f+9)@) +r(f+9))

wieder nach Definition von f + ¢. Fiir r = 1 erhalten wir die Additivitat von f + g, fiir
v = o erhalten wir die Homogenitéat. Weiter ist

(sf(v+r) = sf(v+rd)
= s(f(v) +rf(0)
— () + () ()
= (sN)v) +r(sfH)o

Definition: Die Menge aller linearer Abbildungen eines Vektorraums V' in einen
Vektorraum W wird mit Hom(V, W) bezeichnet.

Satz 3.1.1 Hom(V, W) ist ein Vektorraum.

Beweis: Summen und Vielfache linearer Abbildungen sind linear, wie wir eben gesehen
haben. Es bleiben die Vektorraumaxiome zu iiberpriifen. Da wére etwa die Frage nach
der Existenz eines neutralen Elements zu stellen. Wir zeigen, das die Nullabbildung
der Nullvektor von Hom(V, W) ist:

Sei f : V. — W eine beliebige lineare Abbildung, dann ist (f 4 0)(v) = f(v) + o(v) =
f(v) + 0= f(v) fur beliebige Vektoren v € V', also ist f+ o0 = f.

Wir wollen lediglich noch ein Distributivgesetz beweisen, der Rest bleibt dem Leser
iiberlassen. Seien f,g : V — W lineare Abbildungen von V in W, v € V und r € R,
dann gilt:

(r(f+9)w) = r((f+9)())
= r(f(v) +9(v))

= rf(v)+rg(v)

= ('r’f +rg)(v),
und zwar fiir beliebige v € V. Das heifit, dal die Abbildungen r(f + g) und rf + rg
gleich sind. O

Wir fithren noch eine weitere Operation zwischen linearen Abbildungen ein: Seien g :
V — W und f: W — U lineare Abbildungen. Wir konstruieren die Abbildung fog:
V — U wie folgt:

(fog)(v) = f(g(v)) fir v e V.

Nur in dieser Situation (der Definitionsbereich von f stimmt mit dem Wertevorrat von
g tberein) ist das ,,Produkt“ (oder die ,Komposition“) von f und g definiert.
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Lemma 3.1.2 Die Abbildung f o g ist linear.
Beweis: Seien v,v' € V und r € R, dann gilt

(fog)v+r) = flglv+r))
nach Definition,
= flg(v) +rg(v))
wegen der Linearitdt von g,
= [flg(v)) +rflg())
wegen der Linearitdt von f,
= (fog)(v)+r(fog)v)

nach Definition von f o g.

O

Beziiglich dieser (nicht uneingeschrankt ausfiihrbaren) Multiplikation verhalten sich
die verschiedenen identischen Abbildungen wie , Einselemente*:

Lemma 3.1.3 Sei f : V — W eine lineare Abbildung und seien idy : V. — V' sowie
idy : W — W die jeweiligen identischen Abbildungen, dann gilt f oidy = f = idyof.

Beweis: (f oidy)(v) = f(idy(v)) = f(v) = idw(f(v)) = (idw o f)(v) fiir alle v € V,
also folgt die Behauptung. O
Wenn die lineare Abbildung f : V' — W bijektiv ist, so existiert eine Abbildung
g: W —V mit fog=1idy und g o f = idy, wir konstruieren némlich g wie folgt:
Sei w € W gewihlt, da f surjektiv ist, gibt es ein v € V mit f(v) = w. Dieser Vektor
v ist eindeutig bestimmt, denn wenn noch f(v') = w wére, so folgt v = v/ aus der
Injektivitdt von f. Wir setzen dann g(w) = v.

Lemma 3.1.4 Die Abbildung g ist linear.

Beweis: Sei g(w) = v, g(w’) = v’ sowie r € R. Dies ist genau dann der Fall, wenn
f(v) =wund f(v') = w' ist. Aus der Linearitéit von f folgt f(v+rv’) = w+rw', d.h.
g(w+rw') = g(w) + rg(w’). O
Definition: Die soeben konstruierte Abbildung ¢ heifit die zu f inverse Abbildung,
sie wird mit f~! bezeichnet.

Zu einer linearen Abbildung f : V' — W gehoren zwei Unterrdume von V' bzw. von W:

Definition: Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Ker(f) = {v € V | f(v) = o}
heiit der Kern von f. Im(f) = {w € W | es gibt ein v € V mit f(v) = w} heifit das
Bild von f.

Lemma 3.1.5 Ker(f) CV und Im(f) C W sind Unterrdume.

Beweis: Seien v,v" € Ker(f) und r € R, d.h. es ist f(v) = f(v') = o. Dann ist
flo+rv) = flv)+rf(v) =0+ 0=o0. Selen w,w’ € Im(f) und r € R, d.h. es gibt
v,v' € Vmit f(v) =wund f(v') =w'. Dann ist w+rw’ = f(v)+rf(v) = f(v+rv) €
Im(f). O

Niitzlich, wenn auch trivial ist das folgende
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Lemma 3.1.6 Die lineare Abbildung f : V. — W ist genau dann surjektiv, wenn
Im(f) = W. Die lineare Abbildung f : V — W ist genau dann injektiv, wenn Ker(f) =

{o}.

Beweis: Die erste Aussage ergibt sich aus der Definition, ist also wirklich trivial.

Sei nun f injektiv und v € Ker(f), also f(v) = o. Nun gibt es aber einen Vektor u € V,
der auf alle Fille im Kern von f liegt, ndmlich u = o (es ist f(0) = 0). Wegen der
Injektivitdt von f mufl also v = u = o sein, also ist Ker(f) = {o}.

Sei umgekehrt Ker(f) = {o} und sei f(v) = f(v'), dann ist f(v—2") = f(v)—f(v') = o,
also liegt v — v' im Kern von f, also v — v’ = 0, d.h. v = ¢/, folglich ist f injektiv. O

Wir wollen im folgenden untersuchen, wie lineare Abbildungen auf linear abhéngige
bzw. unabhéngige sowie erzeugenden Teilmengen wirken.

Mit f(M) bezeichnen wir die Menge
f(M)={weW| esgibt v € M mit f(v) =w}.
In diesem Sinne ist Im(f) = f(V).

Satz 3.1.2 Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und M C 'V ein Erzeugendensystem
von V. Dann ist f(M) ein Erzeugendensystem von Im(f).

Beweis: Sei w € Im(f), dann gibt es ein v € V mit w = f(v). Es sei

v = Zrivi mit v; € M,

dann ist

w="Y rif(v;) € L(f(M)). O
Sei nun f : V. — W eine lineare Abbildung und {vy,...,v;} eine linear abhéngige
Teilmenge von V. Dann gibt es Zahlen rq, ... r., die nicht alle null sind, so dafl rjv; +
o T TRV = 0.

Durch Anwendung von f und Ausnutzung der Linearitdt von f erhalten wir

o = f(?“l’l]l—'—...—l-’f’k’l]k)
= f(riv) + ...+ f(ryvg)
= rif(n)+...+7rf(ve),

also ist auch {f(v1),..., f(vk)} linear abhéngig.
Wir erhalten den

Satz 3.1.3 Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und vy, ..., v, Vektoren aus V.
Wenn {f(v1),..., f(vg)} linear unabhingig ist, so ist {vy,...,vx} auch linear un-
abhdngig. O

Satz 3.1.4 Sei f: V — W eine lineare Abbildung, weiter sei U C V ein Teilraum von
V', so daf$ der Durchschnitt von U und Ker(f) nur den Nullvektor enthdlt. Wenn nun
{v1, ..., v} eine linear unabhingige Teilmenge von U ist, so ist auch { f(v1),..., f(v)}
linear unabhdngig.
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Beweis: Sei Y r;f(v;) = o = f(X rv;), also liegt 3 r;v; im Durchschnitt von Ker(f)
und U, also gilt 3 r;v; = o und aus der linearen Unabhéngigkeit von {vy, ..., v} folgt
r=...=TF=o0. =

Den folgenden Satz werden wir oft anwenden:

Satz 3.1.5 Sei f : V. — W eine lineare Abbildung, dann gibt es einen Unterraum
UCV mitU & Ker(f) =V und es gilt dim V' = dim Ker(f) + dim Im(f).

Beweis: Wir wéhlen eine Basis {v1,...,v;} von Ker(f) und ergénzen sie zur Basis
{v1,...,v,} von V. Wir setzen U = L({vgi1...,v,}), dann ist Ker(f) @ U = V.
Da L({vy,...,v,}) =V und f(v1) = ... = f(vg) = o ist, gilt L({f(v1),..., f(vn)}) =

L{f(vks1), .-, f(va)}) = Im(f). Nach dem vorigen Satz ist { f(vks1), ..., f(v,)} linear

unabhéngig, also eine Basis von Im(f) und es folgt
dimV =n=Fk+ (n — k) =dimKer(f) + dimIm(f). o

Folgerung 3.1.1 Wenn f:V — W ein Isomorphismus ist (also eine bijektive lineare
Abbildung), dann ist dimV = dim W,

Beweis: Es ist Ker(f) = {o} und Im(f) = W, nach der obigen Dimensionsformel ist
dimV =dim W. i

3.2 Darstellungsmatrizen

Der folgende Satz zeigt, dafl eine lineare Abbildung schon durch die Bildvektoren einer
Basis bestimmt ist.

Satz 3.2.1 (Prinzip der linearen Fortsetzung) Sei B = {vy,...,v,} eine Basis
von V und wy, ..., w, € W beliebig gewdhlte Vektoren. Dann gibt es genau eine lineare
Abbildung

f:V =W mit f(v;) =w; firi=1,... n.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Einzigkeit: Sei f eine derartige Abbildung und v € V,
es sei v = Y r;v;, dann folgt aus der Linearitat von f, daf3

flv) = Zrif(vi) = Zriwi
ist. Zur Existenz: Wir setzen fir v = > r;v; € V fest:
flv) = Z T W;.
Diese Abbildung ist linear: Sei noch v" = Y r}v; und r € R. Dann ist

flo+m') = Z(Tﬁrrrg)wi

= Zriwi+r2rgwi
= flo)+rf(v)O
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Lemma 3.2.1 Sei B = {vy,...,v,} eine Basis des Vektorraums V', dann ist die durch
kp(v;) = e = (0,...,1,...,0) gegebene Koordinatenabbildung kg : V. — R" ein Iso-
morphismus.

Beweis: Die Abbildung ist surjektiv, denn ein gegebenes n-tupel (rq,...,r,) ist Bild
von Y. 7;v;. Sie ist injektiv, denn falls kg(v) = (0,...,0) ist, ist v = o. O
Wir wenden das Prinzip der linearen Fortsetzung an, um lineare Abbildungen zahlen-
méfig beschreiben zu kénnen:

Sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Wir wihlen Basen B = {vy,...,v,} von V
und C' = {wy, ..., wy,} von W. Dann kénnen wir jeden Vektor f(v;) durch die Basis C
ausdriicken:

f(Ul) = ijiwj, 1= 1,...,71.

Die Matrix (fj;) (mit m Zeilen und n Spalten) bezeichnen wir mit

Apc(f) = (f5i)

und nennen sie die f beziiglich B und C zugeordnete Darstellungsmatrix.

Beispiel:

f: R* — R? sei die folgende (lineare) Abbildung:
flw,z,y,2) = (w+2x+y,z—w-—1x),

B =1{(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)},

C' ={(1,0),(0,1)} seien die , kanonischen“ Basen, dann ist

ABC<f>:<—11 —11 (1) (1)>

Es ist klar, daB sich (bei gegebenen Basen) die lineare Abbildung f und die ihr zuge-
ordnete Matrix Apc(f) gegenseitig eindeutig bestimmen, wir haben also eine bijektive
Abbildung

Apc : Hom(V, W) — M.,

dabei bezeichnet M,,,, den Vektorraum der Matrizen mit m Zeilen und n Spalten. Wir
zeigen, daf} die Abbildung Apgc linear ist: Seien also f, f' : V' — W lineare Abbildungen
und 7 € R, B = {vy,...,v,} sei eine Basis von V|, C = {wy,...,w,,} eine Basis von

W und
f(v;) = ijz’wp fl(Uz') = Z f]/'iwju
also
Apc(f) = [fl,  Asc(f) = [f]-
Dann ist
(f+rf)v) = flu)+rf(vi)
= D fiw; 1) fiw
= > (fii +rfiw
Also ist

Apc(f+rf') = Apc(f) +rApo(f)

Damit erhalten wir die
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Folgerung 3.2.1 Sei dimV =n und dimW =m, dann sind die Vektorrdume
Hom(V, W) und M,,,, isomorph, sie haben die Dimension mn. )

3.3 Matrixmultiplikation, Inverse von Matrizen

Seien nun lineare Abbildungen f : V — W und g : W — U gegeben, dann ist g o f
eine lineare Abbildung von V in U. Wir bestimmen nun die g o f zugeordnete Darstel-
lungsmatrix. Dazu wéhlen wir Basen B = {vy,...,v,} von V, C = {wy,...,w,} von
W und D = {uy,...,u} von U. Es sei

fv) = Z fiw;, glw;) = ngjuka

dann ist
go fw) = g(> fiw))
= Z fiig(w;)
= Z sz' Z Jrju
j k
= >, (Z gkjsz’) Uk,
kj
also ist

App(go f) = ngjsz‘-

Wir kommen damit zur

Definition: Die Matrix [hy;] € My, mit hy; = Y gi; fj; heiBt das Produkt der Matrizen
[gkj] € My, und [fﬂ] € M.

Damit gilt
App(go f) = Acn(9)Apc(f)-

Es ist niitzlich, sich die Art und Weise, wie zwei Matrizen multipliziert werden, genau
zu merken: um die (k,7)-Komponente des Produkts GF der Matrizen G und F zu
erhalten, werden die Komponenten der k-ten Zeile von G mit denen der i-ten Spalte von
F multipliziert und alles addiert. Dazu miissen natiirlich die Anzahl der Komponenten
in den Zeilen von G (also die Spaltenzahl von G) und die Zahl der Komponenten in
den Spalten von F' (also die Zeilenzahl von F') iibereinstimmen, dies ist durch die
Voraussetzungen gesichert.

Der Leser moge sich bitte selbst iiberlegen, daf fiir die Matrixmultiplikation die fol-
genden Eigenschaften gelten
H(GF)=(HQG)F,

H(G+F)=HG+ HF,
(H+G)F = HF +GF.
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Man kann diese Identitdten entweder durch Nachrechnen verifizieren, oder man iiber-
legt, dafl die Matrixmultiplikation so definiert wurde, dafl bei dem obigen Isomorphis-
mus zwischen dem Raum der linearen Abbildung und dem Raum der Matrizen das
Produkt von Abbildungen dem Matrixprodukt entspricht, und daf fiir Abbildungen
analoge Identitéiten gelten.

Betrachten wir die identische Abbildung id : V' — V. Wir wihlen eine Basis B =

{v1,...,v,} von V, dann ist id(v;) = v;, also
1 0 0
0 1 0
ABB<Zd) =
0O ... 1 O
0 ... 0 1

Diese Matrix heifit Einheitsmatrix, wir reservieren hierfiir die Bezeichnung FE, oder
auch einfach E. Dann gilt E,,F = F = FE,.

Wenn die lineare Abbildung f : V' — W ein Isomorphismus ist, so existiert eine zu f
inverse Abbildung f~!: W — V und fiir die zugeordneteten Matrizen gilt

Apce(f)Acs(f71) = Acclidw) = E.

Dies motiviert die folgende

Definition: Wenn fiir zwei quadratische Matrizen F, G gilt FG = GF = FE, so heifit
G die zu F inverse Matrix, wir schreiben G = F~!. Wenn F eine Inverse besitzt, so
nennen wir F' reguldr, andernfalls singulér.
Also gilt

Acp(f™h) = Ape(f)™

Mit der oben eingefiihrten Matrixmultiplikation kann man ein lineares Gleichungs-
system

a11r1 + apxs + ...+ aypx, = b
9171 + Aooxo + ... + aopx, = by
Am1T1 + ApmaZ2 + .o+ ATy, = bm

als Matrixprodukt schreiben:

a1 a19 ... QAp T bl
921 929 o Qop i) . b2

- )
m1 Am2 ... (mp Ty bm

oder kurz AX = B, wo A € M,,, die Koeffizientenmatrix, X € M,; der Spaltenvektor
der Unbekannten und B € M,,; die rechte Seite des Gleichungssystems ist.
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Wenn nun A eine reguldre Matrix ist (das kommt vor), so kann man die eindeutig
bestimmte Losung des Gleichungssystems AX = B sehr leicht bestimmen, wenn A1
bekannt ist: X = A1 B.

Es stellen sich also wieder zwei Fragen:
Wann existiert eine Inverse einer Matrix?
Wie kann man eine Inverse einer Matrix berechnen?

Zunachst beweisen wir den

Satz 3.3.1 Sei f : V. — W eine lineare Abbildung, B eine Basis von V und C eine
Basis von W, dann ist rg(Apc(f)) = dim Im(f).

Beweis: Sei B = {vy,...,v,}, dann ist {f(v1),..., f(v,)} ein Erzeugendensystem von
Im(f), sei oBdA. {f(v1),..., f(v,)} eine maximale linear unabhéngige Teilmenge. Die
Spalten von Apc(f) sind nun die Bilder ko (f(v;)) der f(v;) unter der Koordinatenabbil-
dung k¢. Da diese ein Isomorphismus ist, sind die ersten r Spalten linear unabhéngig
und die restlichen sind Linearkombinationen der ersten r Spalten. Also ist rg(Apc(f)) =
r. O

Wir fassen eine gegebene Matrix F' € M;;, wie folgt als Abbildung von R* in R! auf: Das
Bild des Spaltenvektors X € R* sei einfach das Matrixprodukt F'X. Die Abbildung
F : R¥ — R ist offenbar linear.

Sei nun wieder f : V' — W eine lineare Abbildung, B,C Basen von V bzw. W und
F = Apc(f). Dann setzen wir aus den Abbildungen kg, k¢, f und F das folgende
,Diagramm® zusammen:

v
k:Bl lkc
R L pe

Wir iiberlassen es dem Leser zu zeigen, dafl koo f = Fokp gilt (ein derartiges Diagramm
heifit ,kommutativ®).

Nun kénnen wir sagen, wann eine zu F' inverse Matrix existiert:
Satz 3.3.2 F~! emistiert genau dann, wenn f~1 existiert.

Beweis: Wenn f~! existiert, so ist die zugehorige Matrix zu F' invers. Wenn F~! exi-
stiert, so setzen wir f’ = kz' o F~' o k¢, dabei haben wir wie oben die Matrix F~! als
Abbildung aufgefafit. Man rechnet schnell nach, da§ f' o f =id und f o f' =id ist. O

Wir haben auch gleich gesehen, da§ F~! eindeutig bestimmt ist.
Folgerung 3.3.1 Sei F' € M,,, I ist genau dann regulir, wenn rg(F) = n ist.

Beweis: Die Abbildung f : V' — V ist genau dann ein Isomorphismus, wenn Ker(f) =
{o} und Im(f) = V ist. Wir haben also n = dim V' = dim Im(f) +dim Ker(f) = rg(F).
O
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Folgerung 3.3.2 Seien G und F multiplizierbare Matrizen, dann ist rg(GF) < rg(GQ)
und rg(GF) <rg(F). Wenn G reguldr ist, so gilt rg(GF) = rg(F).

Beweis: Anstelle von Matrizen betrachten wir lineare Abbildungen f : V' — W und
g: W — U. Sei {vy,...,v,} eine Basis von V| dann ist {f(v1),..., f(v,)} ein Erzeu-
gendensystem von Im(f), also dimIm(f) < dim V' und ebenso folgt dimg(f(V)) <
dim f(V), also rg(GF) < rg(F). Weiter ist Im(g o f) in Im(g) enthalten, also ist
dimIm(g o f) < dimIm(g), also rg(GF) < rg(G).

Wenn ¢ ein Isomorphismus ist, so ist dim 7" = dim g(7") fiir jeden Unterraum 7" C W,
also ist dimIm(g o f) = dim Im(f). O

Als néchstes wollen wir eine Beziehung zu den elementaren Zeilenoperationen des Gauf3-
schen Algorithmus herstellen. Wir betrachten die folgenden sogenannten Elementar-
matrizen aus M,,,:

1 0 0 10 0
01 ... 0 0 1 0
M(i,r) = , A(, ) =
0 ... T 0 0 1 ... 0
0 ... 0 1 0 0 1

Dabeiist r € R, r # 0, in M (i, r) steht diese Zahl in der i-ten Zeile und i-ten Spalte, in
A(i, j) steht die Eins aulerhalb der Diagonalen in der i-ten und j-ten Zeile und Spalte.
Der Rest sind Nullen.

Sei nun F' eine Matrix aus M,,,, dann stimmt, wie man durch Nachrechnen findet, die
Matrix M (i,7)F bis auf die i-te Zeile mit F' iiberein, die i-te Zeile aber ist das r-fache
der i-ten Zeile von F. Auch die Matrix A(i, j)F' unterscheidet sich von F' nur in der
i-ten Zeile, hier steht die Summe der i-ten und der j-ten Zeile von F.

Wir sehen also, dal die elementaren Zeilenoperationen als gewisse Matrixmultiplikati-
onen aufgefafit werden konnen.

Lemma 3.3.1 Die Elementarmatrizen sind requldr.

Beweis: Es ist M (i,r)™' = M(i,77') und A(i,j)~! = 2E — A(i, j). O

Wir erhalten damit etwas bereits bekanntes:

Folgerung 3.3.3 Die elementaren Zeilenoperationen dndern den Rang der Matriz
nicht. O

Es sei nun F eine reguldre Matrix aus M,,,. Wir werden ein Berechnungsverfahren fiir
F~1! vorstellen:

Es ist rg(F') = n, also ist die reduzierte Form von F' die Einheitsmatrix, d.h. F' kann
durch elementare Zeilenoperationen zq, ..., 2, in E iiberfiihrt werden. Jeder dieser Zei-
lenoperation ordnen wir die entsprechende Elementarmatrix Z; zu, dann ist

Zy... 0 F=F.



o4 KAPITEL 3. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN

Folglich ist die Matrix Zj. ... Z; zu F invers. Nun konnen wir das Produkt Z; ... Z; aber
auch als Anwendung elementarer Zeilenoperationen auf die Einheitsmatrix interpretie-

ren:

Also: Wenn dieselben Zeilenoperationen, die F' in die Einheitsmatrix iiberfithren, auf
die Einheitsmatrix angewandt werden, erhdlt man F~1.

Damit man nicht vergifit, welche Operation man auf F' angewandt hat, schreibt man
am Besten die Einheitsmatix gleich neben F' und wendet den Gaufischen Algorithmus
auf die ,,grofle“ Matrix an.

Als Beispiel wollen wir die Inverse der allgemeinen 2 x 2-Matrix berechnen:

a b 10 1 Loy 1 ¢ 1 0
— — —
ad—bc c —c a
c d 0 1 0 a a 1 0 1 ad—bc ad—bc
d b
Lo 5 -5
01 5

wobei D = ad — bc ist. Die Inverse existiert also, wenn D # 0 ist.

3.4 Basiswechsel

Die Zuordnungen

Vektor — Koordinaten und

Abbildung — Matrix

héngen natiirlich von der Wahl der Basen ab. Wir fragen uns also, wie sich die Koor-
dinaten eines Vektors beziiglich verschiedener Basen zueinander verhalten.

Seien also B = {vy,...,v,} und C = {wy,...,w,} Basen von V. Dann existieren
Zahlen rj; € R mit
V; :ZT’]'Z‘U)J', 1= 1,...,77,.

Wir konnen dies auch anders interpretieren:
idv(vi) =V; = Z Wy,

d.h. die Matrix A = (r;;) ist die Darstellungsmatrix der identischen Abbildung beziiglich
der Basen B, C.
Wie oben betrachten wir das Diagramm

voodd oy
kBl Jko
A
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und sehen: Das Koordinatentupel kq(v) des Vektors v beziiglich der Basis C' erhalten
wir als

ko(v) = ko(id(v)) = Akg(v),
also als Produkt der Matrix A mit dem Koordinatentupel von v beziiglich B.

Beispiel:
71 (17_17_1)a b3:
0), e3 =(0,0,1). Dann hat

1 1 1
A=11 -1 1
1 -1 -1

und das Koordinatentupel von v = 5b; + Tby + 2b3 = (14,0, —4) beziiglich B ist

) 5) 14
kp(v) = [ 7 |, wihrend das Koordinatentupel von v beziiglich C' gleich A | 7 | =] 0

2 2 —4
ist.
Seien nun eine lineare Abbildung f : V — W und Basen B, B’ von V und Basen
C,C" von W gegeben. Um den Zusammenhang von Agc(f) und Agcr(f) zu erkennen,
betrachten wir das folgende Diagramm:

f
1% W
idy idy,
f
v W
kB/ kcl
kp R" o R™
A ¥l
Applidy) ~7° (£) Accr(idy)
Rn Rm
Apc(f)

Alle Diagramme auf den Seitenflachen und der Deckfliche sind kommutativ, damit ist
auch das Diagramm auf der unteren Flache kommutativ und wir erhalten

Apcr(f) = Acer(idw) Apc (f)App (idy) "

Wir wissen, dafl eine beliebige Matrix mit Hilfe von Zeilen- und Spaltenoperationen in
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die Form
1 0 0
0 1 0
0 1 0
0 ... 0 O

gebracht werden kann. Daraus erhalten wir das

Lemma 3.4.1 Sei f : V — W eine lineare Abbildung; dann gibt es Basen {vy,...,v,}
von V und {wq,...,wy} von W, so daf§ f(v;) = w; firi=1,...,r und f(v;) = o fir
1> qilt. O
Wir wollen nun die sogenannte LU-Zerlegung einer Matrix herleiten. Die Matrix A

habe den Rang r. Wir setzen voraus, dafl die ersten r Spalten von A linear unabhéngig
sind, dann hat die reduzierte Form von A die Gestalt

1 0 ... 0
0 1 ... 0
0 ... 1 O
0O ... 0 O

Genauer gesagt: Mit Zeilenoperationen, die nur Vielfache der ,oberen“ Zeilen zu unte-
ren addieren, kann A in die Form

aq * e K
0 as ... *
0 ... a, *
0 ... 0 0

tiberfithrt werden (der Stern bedeutet, daf dort irgendeine Zahl steht), also gilt

a; K* ... *
0 as ... *x
U:MleA: 0 oa, % 5
0O ... 0 0
dies ist eine obere Dreiecksmatrix und die M; haben die Form
1 0 ... 0
o 1 ... 0
r 1 0|’
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dies sind also untere Dreiecksmatrizen, die auf der Diagonalen nur Einsen zu stehen
haben. Dann ist auch L = (Mj...M;)™! eine untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf
der Diagonalen und wir erhalten den

Satz 3.4.1 (LU-Zerlegung) Unter der genannten Voraussetzung gibt es eine obere
Dreiecksmatriz U und eine untere Dreiecksmatriz L, die auf der Diagonalen nur Einsen
besitzt, so daff A= LU gilt. O

3.5 Idempotente Abbildungen und direkte Summen

Wir betrachten noch eine Reihe spezieller Matrizen und Endomorphismen.

Definition: Sei f : V — V eine lineare Abbildung von V' in sich, also ein Endo-
morphismus von V. Die Abbildung f heifit idempotent, wenn fo f = f2 = f gilt, sie
heiBlt involutiv, wenn f2? = id gilt, und nilpotent, wenn eine natiirliche Zahl n existiert,
so dafl f™ = o ist. Matrizen mit entsprechenden Eigenschaften werden entsprechend

benannt.
11

Zum Beispiel sind die Matrizen (; 8) und ( ? E ) idempotent, die Matrix ( :le (1))

2 2
ist involutiv und die Matrix (:i ;) ist nilpotent.

Wir betrachten zuerst nilpotente Abbildungen:
Satz 3.5.1 Wenn f:V — V nulpotent ist, so gibt es ein m < dimV mit f™ = o.

Beweis: Zunéchst ist Im(f) C V ein echter Unterraum, denn bei Im(f) = V hétten
wir dim Ker(f) = 0, also wére f injektiv und niemals nilpotent. Ganz genauso sieht
man, dafl Im(f?) ein echter Unterraum von Im(f) ist. Insgesamt erhalten wir eine echt
absteigende Folge

V O Im(f) D Im(f*) D ... > Im(f™ ") D Im(f™) = {o}

von Unterrdumen von V', die beim Nullraum endet. Da die Dimension dieser Unterdume
sich bei jedem Schritt verkleinert, mufl m < dim V' sein. O

Satz 3.5.2 Wenn f ein nilpotenter Endomorphismus ist, so ist g = id + [ ein Iso-
morphismus.

Beweis: Sei f™ = o, wir setzen h =id — f + f2 — ...+ (=1)""1f"1 Dann ist

gh = (id+ f)lid=f+f" ...+ (=)
= dd—f+ = DT - P ()T

= id.0O
Beispiel:
1 2 3\"' 100 02 3 00 8 1 -2 5
01 4 — (o1 o0|-({oo0o4|l+|loo0oo0o]|=]0 1 -4
00 1 00 1 00 0 00 0 0 0 1
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Wir betrachten nun idempotente Abbildungen. Typische Beispiele sind Projektionen:
Sei V.= U @& W eine direkte Summe der Unterrdume U und W. Wir konstruieren
folgendermafien einen Endomorphismus von V: fiir v = v+ w (u € U,w € W) setzen
wir p(v) = u. Dann ist Im(p) = U und fiir v € U ist u = u + o die einzige Zerlegung
von u in Summanden aus U und W, also ist p(u) = u, d.h p?> = p. Wir nennen p die
Projektion von V auf U (in Richtung von W). Es gilt Ker(p) = W, wir sehen, daf das
kein Zufall ist:

Satz 3.5.3 Wenn f:V — V idempotent ist, so gilt V = Ker(f) & Im(f).

Beweis: Sei v € V| dann liegt f(v) in Im(f) und v — f(v) in Ker(f), da f(v— f(v)) =
f(v) — f(v) = o ist. Also ist V' die Summe der Unterrdume Ker(f) und Im(f). Sei nun
ein Vektor v sowohl in Ker(f) als auch in Im(f) enthalten, dann ist f(v) = o und es
gibt einen Vektor w mit v = f(w). Dann gilt aber o = f(v) = f(f(v)) = f(w) =v. O

Satz 3.5.4 Wenn f : V. — V idempotent ist, so ist g = id — 2f wnvolutiv. Wenn
g involutiv ist, so ist f = %(zd — g) idempotent. Wenn f idempotent ist, so ist auch
(id — f) idempotent und es gilt (id — f)f =

Den Beweis moge der Leser durch einfaches Nachrechnen fiihren. O

Satz 3.5.5 Scien f,g : V — V idempotente Abbildungen mit f + g = id. Dann ist
V = Tm(f) @ Im(g).

Beweis: Wir zeigen Im(g) = Ker(f). Es ist g = id — f, also gf = fg = 0. Sei g(v) €
Im(g), dann ist f(g(v)) = o, also ist g(v) € Ker(f). Sei umgekehrt v € Ker(f), dann
ist f(v) = o, also g(v) = v — f(v) = v, d.h. v liegt in Im(g). O

Wenn umgekehrt V' die direkte Summe von Unterrdumen U und W ist, so haben wir
zwei Projektionen f,g von V mit Im(f) = U und Im(g) = W und fiir v = v + w mit
uwelU, weW gt f(v) =u, g(v) =w, also (f +g)(v) =u+w=wv,dh. f+g=id

Satz 3.5.6 Seien fi,..., fr : V — V idempotente Abbildungen, fir die f;o f; = o fir
1# j sowie fi + ...+ fr = id gilt. Dann ist

V=Im(fi)®...&In(fk).
Beweis: Sei v ein beliebiger Vektor aus V, dann ist v = id(v) = (f1 + ... + fx)(v)

fi(w)+...+ fe(v), also Im(f1) +. ..+ Im(fx) = V. Sei weiter v ein Vektor, der in Im( f;)
und in der Summe der Im(f;) (j # ) liegt. Dann gibt es w;, so daf

U—fz wz ij w]

J#i

gilt. Dann ist fi(v) = f2(w;) = fi(w;) = v und fi(v) =3 f;(f;(w;)) = 0, also v = 0. O
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3.6 Aufgaben

1. Entscheiden Sie, ob die folgenden beiden Matrizen invertierbar sind und berech-
nen Sie gegebenenfalls die inverse Matrix!

1 2 2 3 -2 1
A=12 1 =2 B=| 2 1/2 -1
2 -2 1 1/3 3 7
2. Losen Sie folgende Matrizengleichungen!
a)( 1 1/2)(1’ y)_(2 3)
-1 0 u v) \6 5
b)(l 3) (:U y)_( 1 1/2)
2 6)\u v) \-1 0
3. (a b> sei eine fixierte Matrix. Man zeige: Wenn fiir jede beliebige 2 x 2-Matrix

(cd

y> (a b> = (a b> (2 z> erfiillt ist, so existiert eine reelle Zahl r, so
dal x = v =rund y = u = 0 gilt.

8

v)\c d c d

S

4. Gibt es quadratische Matrizen A,, ,(n > 2) mit folgenden Eigenschaften: Ax A =
Eud A#FE?

5. Entscheiden Sie, bei welchen der folgenden Abbildungen es sich um lineare Ab-
bildungen handelt. Begriinden Sie Thre Entscheidung.
a) f: R — R mit f(z) = 2?
b) f:R? = R mit f(z,y) =2
¢) f:R* = Rmit f(z,y) = \/zy
d) f: R— Rmit f(z) =|z|

6. Weisen Sie nach, da8 f: R3 — R3 mit f(z,y,2) = 3z — y, 42 + 2z, 2 +y + 22)
eine lineare Abbildung ist. Bestimmen Sie Ker f und Im f.

7. Sei die lineare Abbildung f : R? — R? gegeben durch f((1,1)) = (1,2), f((1,-1)) =

(1,1). Geben Sie die Matrix von f beziiglich der kanonischen Basis von R? an!

8. Sei f: R® — R? eine lineare Abbildung mit f(z,y,2) = Bx +y — z,2 +y +
z,—x —y — z). Es seien folgende Basen gegeben: B kanonische Basis, B’ =
{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}, B" = {(2,1,1),(1,1,0),(2,0,0) }.

a) Ermitteln Sie Agp/ (f) und Agpr(f)!

b) Sei g : R® — R3 mit der beschreibenden Matrix Agpr(g) = (

w N O
N — O
|O>—t
—_

N———

Geben Sie eine Abbildungsgleichung fiir g an!
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9. Seien V und V' reelle Vektorrdume mit den Basen B = {by,be,b3} und B’ =
{a1, as}. Eine lineare Abbildung f : V — V' werde folgendermaflen festgelegt:

f(b1) = a1, f(ba) = ag und f(b3) = a; + as.
a) Bestimmen Sie f(b; 4+ 3by — 5b3), Imf, Kerf und rgf! b) Geben Sie die Ma-
trixdarstellung von f bzgl. B und B’ an!
10. a) Weisen Sie nach, da8
B={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}
und
B*={(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}
Basen des R? sind!

b) Berechnen Sie die Koordinatentripel von & = (3,4,5)5,71 = (1,2,3)p, 7y =
(4, 5, 6)3 und fg = (7, 8, 9)3 ngl B*!

c¢) Welche Vektoren des R3 sind Z, 71, To und &3 ?
11. ITm Vektorraum R? seinen folgende Basen gegeben: By = {(1,0),(0,1)}, B; =

{(1,1),(0,1)}, By = {—1,0), (=1, —1)}. Ermitteln Sie die Matrizen A, B und C
fiir den Basiswechsel

(A) BO — Bh (B) . Bl — BQ, (C) : BO — BQ.
Gilt Ax B=C?
12. a) Sei V ein reeller, endlich-dimensionaler Vektorraum und f, g lineare Abbil-
dungen von V in sich mit f o g = idy. Beweisen Sie, daf3 f bijektiv ist!
b) Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dafl diese Behauptung fiir unendlich-dimensionale

Vektorraume nicht stimmt.

13. Zeigen Sie, daf folgendes gilt: Ist A,, ,, eine reguldre Matrix und B, ,, eine beliebige
quadratische Matrix, so sind AB und BA &hnlich.

14. Sei f : R® — R? eine lineare Abbildung, die durch f(z,y,2) = (3 — y, 4z +
2z, + 1y + 22) gegeben ist; als Basen in R? betrachten wir folgende Mengen: es
sei B=1{(1,1,1),(1,1,0),1,0,0)}, und B’ sei die geordnete kanonische Basis des
R3.

a) Bestimmen Sie Kern und Bildraum von f sowie deren Dimensionen!
b) Ermitteln Sie die zu f gehtrende Matrix bzgl. B und B’!
¢) Ist f ein Isomorphismus? (Begriindung!)

15. Weisen Sie nach, daB fiir jede lineare Abbildung f gilt: f ist injektiv genau dann,
wenn Ker f = {0}.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

a) Weisen Sie nach, dal f: R* — R? mit f(z,y,2) = (22 + 2,y — x) eine lineare
Abbildung ist!

b) Bestimmen Sie Ker f und Im f.

c) Ist f ein Isomorphismus?

Seien B(kanonische Basis) und B’ = {(2,1,1),(1,1,0),(2,0,0)} Basen des R®.
Eine lineare Abbildung g : R® — R3 sei beziiglich dieser Basen durch folgende

1 0 1
Matrix gegeben: [ 2 1 0 |. Geben Sie eine Abbildungsgleichung fiir g an!
3 2 -1
(9(z,y,2) =...)
0 1 1
Ist A= 1 1 —1 | reguldr? Wenn ja, berechnen Sie A~!!
-1 2 3
Sei f:V — W ein Isomorphismus zweier K-Vektorrdaume V' und W; ferner sei
ai,...,a, eine Basis von V. Zeigen Sie, dafl f(a;),..., f(a,) eine Basis von W
ist!

Sei f:V — W ein Isomorphismus zwischen den Vektorrdumen V und W. Zeigen
Sie, da8 dann auch f=':V — W ein Isomorphismus ist!

Sei V' ein dreidimensionaler Vektorraum iiber R mit der Basis {a1,as,a3}; f :
V' — V sei eine lineare Abbildung mit f(a1) = aa;+as, f(as) = a1+ Pasg, f(as) =
as+vyasz. Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung in Abhéngigkeit
von a, 3, € R dafiir an, dafl f ein linearer Isomorphismus ist!

Sei V ein reeller, zweidimensionaler Vektorraum, und f : V' — V eine lineare
Abbildung. Beweisen Sie, daf§ die linearen Abbildungen id = f°,f = f! und
f? = f o f linear abhiingige Vektoren in Hom(V, V) sind.

a) Sei f: R* — R3 die durch f(xy, 72,23, 24) = (v — To + T3 + T4, 11 + 273 —
Ty, T1+xo+3x3—31xy) definierte lineare Abbildung. Bestimmen Sie die Dimension
von Ker f und Im f, und geben Sie jeweils eine Basis dieser Rdume an!

b) Man gebe eine lineare Abbildung f : R® — R3 an, deren Bild erzeugt wird
von (1,2,3) und (4,5,6), wiahrend der Kern von f duch (-1,2,0) erzeugt werden
soll.

In R? seien folgende Vektoren gegeben: a; = (1,1,2,1),a; = (=2,3,-2,1),a3 =
(—=1,¢,2,5),by = (0,—2,4,3),by = (3,1,0,1). Fiir welche Werte von ¢t € R exi-
stiert eine lineare Abbildung ¢ : R~ — R* mit Ker ¢ = L({ay, as,a3}) und
Im ¢ = L({b1,b2})? Fiir alle diese Werte von ¢ gebe man eine solche lineare
Abbildung ¢ und ihre Matrixdarstellung in der Standardbasis an!

Sei I =[0,1] C R, sowie C(I) = {f : I — R; f stetig}. Fiir beliebiges ¢ € I sei
e € C(I) definiert durch ¢.(f) := f(c¢), mit f € C(I).
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

KAPITEL 3. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN

a) Man zeige, dafl die Menge {¢.}.c; linear unabhéngig ist!

b) Zeigen Sie: Der durch ¢(f) := [ f(z)dz, mit f € C(I), definierte Kovektor
€ C(I)* liegt nicht in der linearen Hiille der Menge {¢.}ces!

Sei I = (a,b) ein offenes Intervall in R, und weiterhin C'(I;C) = {f : [ —
C; f ist stetige Abbildung}.

a) Zeigen Sie, dafl die Funktionen {e*},cgr eine linear unabhiingige Teilmenge
des reellen Vektorraums C(/; C) bilden! (Hinweis: Man betrachte die durch D f :=
41 gegebene lineare Abbildung D : C(I;C) — C(I;C)!)

b) Man schluifolgere daraus, dafi auch die Funktionen {cosnx, sin nx},en linear
unabhéngig in C'(I; R) sind!

c) Sei U := L({1,sinz, cosx,sin 2z, cos2x}) C C(I;R). Man gebe die Matrix
von D = 4z € L(U) beziiglich dieser Basis von U an, und bestimme Ker(D) und
Im(D).

Sei V' ein Vektorraum, und f : V — V eine lineare Abbildung mit fo f = f.
Beweisen Sie, dafl unter diesen Voraussetzungen V' = Ker(f) @ Im(f) gilt!

Sei U C V ein Unterraum des Vektorraumes V', und dimV < oo. Ferner sei
f :V — V eine lineare Abbildung.

a) Man zeige: dim U — dim Ker(f) < dim f(U) < dim U,

dimU < dim f~1(U) < dim U + dim Ker(f)

b) Man finde notwendige und/oder hinreichende Bedingungen dafiir, da§ bei den

einzelnen Teilen von Punkt a) das Gleichheitszeichen gilt!

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum, und f, g € Hom(V'). Beweisen Sie:
dim Ker(f o g) < dim Ker(f) 4+ dim Ker(g). Wann gilt die Gleichheit 7

Sei V ein Vektorraum, und f € Hom(V') ein Endomorphismus, der f2+ f—idy = 0
erfiillen moge.

a) Beweisen Sie: f ist ein Automorphismus.

b) Geben Sie eine Formel fiir f~* an!

V' sei ein Vektorraum iiber einem Korper K, und fy f1,..., f, seien lineare Ab-

bildungen von V nach K. Man beweise: Es existieren ay,...,a, € K mit fy =
arfi + ...+ anf, genau dann, wenn gilt: N, Ker(f;) € Ker(fo).

Sei V' ein reeller, endlich-dimensionaler Vektorraum. Zeigen Sie, dal man jeden
Endomorphismus f € Hom(V,V) als Summe zweier Automorphismen von V'
darstellen kann!

Sei V' ein K-Vektorraum, und f € Hom(V, V). Die Abbildung f heifit nilpotent
wenn es eine natiirliche Zahl m > 1 derart gibt, da} f™ = 0 gilt.

a) Beweisen Sie folgende Aussagen:
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34.

35.

(i) Wenn f nilpotent und dimV =n < oo, so ist f™ = 0.

(ii) Sei f nilpotent und g ein Automorphismus von V'

mit go f = f og. Dann ist (¢ + f) ein Automorphismus.

b) Sei f nilpotent und g = idy(d.h. f + idy ist ein Automorphismus). Man
bestimme (f + idy )~ !!

¢) Man gebe ein Beispiel fiir ein nilpotentes f und einen Automorphismus g derart
an, dal f + g kein Automorphismus ist!

Wir betrachten folgende Unterrdume von R™ : M = {x = (z1,...,2,);21+...+
=0}, Ui={z=(21,....0,);01 = ... = Tp}.

a) Zeigen Sie, daB R™ = M @ U gilt! Sei x = m(z) + v(x) die entsprechende
eindeutige Zerlegung eines Vektors x € R™ in Komponenten aus M bzw. V.

b) Zeigen Sie, daB die Abbildung f,, : R® — R", die durch f,,(z) := m(z)

definiert wird, linear ist!

c) Man gebe eine Basis von R" an, bzgl. welcher die Abbildung f,, die folgende

1 0 0O ... 0

0 1 0o ...
Matrix besitzt: 00 1 0

0O ... 0 1 0

0 ... 0 0

Man bestimme eine lineare Abbildung ¢ : R* — R?, die
Ker(@) = L{<17 17 _17 0)7 (17 1; 07 1)}

und
Im(p) = L{(1,1,1,1),(1,0,1,0)}

erfiillt, und gebe die Matrix von ¢ beziiglich der Standardbasis von R* an!
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Kapitel 4

Affine Geometrie

4.1 Affine Riume und Unterriaume

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einfachen geometrischen Objekten, wie Punk-
ten, Geraden, Ebenen beschéftigen.

Wenn in der Ebene ein Koordinatensystem gegeben ist, so kann man Punkte durch
ihre Koordinaten und Geraden z.B. durch eine Gleichung y = max +n beschreiben. Wir
wollen diese Begriffe im folgenden prézisieren.

Definition: Sei A eine Menge und V' ein R-Vektorraum. Das Paar (A, V') heifit affiner
Raum, wenn eine Operation + : A X V — A gegeben ist, die dem Paar (P,v) mit P €
A, v € V das Element P + v zuordnet, so daf3

L.(P+v)+w=P+ (v+w)furalle Pe A, v,we V gilt und

2. zu beliebigen P, € A ein eindeutig bestimmter Vektor v existiert, so dafl Q_:>

P + v ist (dieser Vektor heifit der Verbindungsvektor von P und @) und wird mit PQ
bezeichnet).

Die Elemente von A nennen wir dann Punkte.

Manchmal sagen wir auch, dal A ein affiner Raum ist, wenn klar ist, welches der
zugehorige Vektorraum sein soll. Dieser Vektorraum ist durch A eindeutig bestimmt:
Er besteht aus der Menge aller Verbindungsvektoren der Punkte aus A.

Beispiele:

1. Sei A die Menge der ,,Punkte® einer Ebene und V' der Vektorraum aller Verschiebun-
gen der Ebene in sich. Wenn P ein Punkt und v eine Verschiebung ist, so sei P + v
das Ergebnis der Verschiebung v auf P. Dann ist die obige Bedingung 1 erfiillt und zu
zwei Punkten gibt es genau eine Verschiebung der Ebene, die den ersten in den zweiten
iberfiihrt.

2. Sei V' ein Vektorraum, wir setzen A = V', die Addition von Punkt und Vektor
definieren wir durch die Addition in V. Dann ist (V, V) ein affiner Raum.

3. Sei S ein beliebiges Gleichungssystem und H das zugehorige homogene Gleichungs-
system, dann ist (LM (S), LM (H)) ein affiner Raum.

65
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Wir wissen nun, was Punkte sind, ndmlich Elemente eines affinen Raums. Wir prézisie-
ren nun solche Begriffe wie ,,Gerade®, ,,Ebene“,. ..

Definition: Sei (A, V) ein affiner Raum. Eine nichtleere Teilmenge H von A heifit
affiner Unterraum von A, wenn es einen Punkt P € H und einen Unterraum U von V
gibt, dafl

H=P+U={Q| esgibt ein u € U mit Q = P + u}

ist.

Lemma 4.1.1 Sei H = P+U ein affiner Unterraum von (A, V). Dannist H = Q+U
fiir alle Q@ € H. Weiter gilt: aus H =P +U =Q+ W folgt U = W.

Beweis: Sei ) € H, also Q = PHu fiireinu € U, dann ist Q+U = P+v+U = P+U =
H. Wenn P+U = Q+W ist, so liegt @ auch in P+U, alsoist P+U = Q+U = Q+W.
Sei nun v € U, dann gibt es ein w € W mit @ +u = @) + w, da der Verbindungsvektor
von ) und @) +u eindeutig bestimmt ist, gilt © = w, d.h. u liegt in W, also gilt U C W,
analog folgt W C U, also U = W. O

Definition: Sei H = P + U ein affiner Unterraum, wir setzen dim H = dim U.

Nulldimensionale Unterrdume bestehen also aus einem einzigen Punkt, eindimensionale
Unterrdume nennen wir ,,Geraden“, zweidimensionale ,,Ebenen usw.

Wir sagen, dal die Punkte Py, P, ... P, € A sich in allgemeiner Lage befinden, wenn
es keinen (k — 1)-dimensionalen Unterraum von A gibt, der sie enthlt.

Zum Beispiel sind zwei verschiedene Punkte in allgemeiner Lage, drei Punkte sind in
allgemeiner Lage, wenn sie nicht auf einer Geraden liegen usw.

Satz 4.1.1 Die Punkte Py, ..., P, sind genau dann in allgemeiner Lage, wenn die
— —

Vektoren v = PyPy, ..., vy, = PyPy linear unabhdngig sind.

Beweis: Seien die Punkte P, ..., Py in allgemeiner Lage. Wir setzen H = Py+L{vy, ... v},
dann ist Py € H, die P, = Py + v; liegen auch in H und es ist dim H < k. Wenn

dim H < k wére, so wiren die Punkte Py, ..., P, nicht in allgemeiner Lage, folglich ist
dim H = k, d.h. {vy,...,v;} ist eine linear unabhéngige Menge.

Sei {v1, ..., v} linear unabhéngig. Wir nehmen an, dafl die Punkte Py, ..., Py in einem
Unterraum H = Q) + U mit dimU < k — 1 liegen. Es ist Py € H, also H = Py + U und
damit liegen die v; in U, also ist dim U > k. O
Lemma 4.1.2 Seien Py, ..., P, € A Punkte in allgemeiner Lage, dann gibt es einen
eindeutig bestimmten k-dimensionalen Unterraum H von A, der Py, ..., P, enthdlt.

— —
Beweis: Die Existenz ist klar: H = Py + L{ PP, ..., PyP;} hat die Dimension k.
Sei umgekehrt H = P+ U = Py + U irgendein Unterraum, der die P; enthélt, dann

—

— —
liegen die Vektoren PyP; in U, also ist L{PyPy,..., PyP.} in U enthalten und beide
Réume haben dieselbe Dimension, sind also gleich. O

Definition: Sei H = P + U ein affiner Unterraum von A und {by,..., b} eine Basis
von U, dann heiit {P, by, ...,b;} ein Koordinatensystem von H.
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Wenn ein Koordinatensystem {P,by,...,bx} von H = P + U gegeben ist, so gibt es
fiir jeden Punkt ) von H eindeutig bestimmte Zahlen r,... r, mit Q = P + Y r;b;,
diese ,,Punktkoordinaten® fassen wir in einem (k + 1)-tupel (1,71,...,7;) zusammen
(die fithrende 1 soll anzeigen, daf es sich um Koordinaten eines Punkts handelt).

Zum Vektor v € U haben wir Zahlen sy, ..., s, mit u =Y s;b;, diese ,, Vektorkoordina-
ten® fassen wir im (k + 1)-tupel (0, sq,. .., $x) zZusammen.

Die Operationen im affinen Raum spiegeln sich wie folgt in den Koordinaten wider:

Lemma 4.1.3 Sei{P,by,...,b} ein Koordinatensystem von H = P+U, das Koordina-
tentupel des Punkts Q) € H sei (1,q1,...,qx), das von S sei (1,s1,...,5s;) und das des
Vektors v € U sei (0,r1,...,r%). Dann ist das Koordinatentupel von Q) + v gleich
(Lt + 71, ..., qx + i) und der Verbindungsvektor von Q@ nach S hat die Koordinaten

(0781 _q17"'73k_qk)-
Den Beweis iiberlassen wir dem Leser. O

Sei nun {P, ey, ...,e,} ein Koordinatensystem des affinen Raums A selbst. Seien Ma-
trizen [a;;] € M, und [b;] € M,,; gegeben, dann ist die Menge H der Punkte X mit
dem Koordinatentupel (1,1, ..., xz,), fiir die

Zaijxj = bl', 1= 1,...,77”&
gilt, ein affiner Unterraum von A (oder leer). In der Tat: Sei

T b1 C1;

=1

Tn Pn Cni

die Losungsmenge des Gleichungssystems, dann gilt

(1,.’171, s wxn) = (17p17 s 7pn) + Z<Oacli7 = '7cni)ti

oder

H = (P—l—szel) _'_L{chlej? .. .,chnej}.
j J

j
Beispiel:
Wir betrachten den R? mit dem Koordinatensystem {(0,0,0), €1, €3, e3} und das Glei-
chungssystem x; + x5 +x3 = 1. Der Losungsraum des zugehorigen homogenen Systems
ist

U=LM(zxy+xs+23=0)=L{(-1,0,1),(0,—-1,1)}

und eine spezielle Losung des inhomogenen Systems ist (1,0,0), also
H= (1, O, 0) + L{eg — €1,€3 — 62}.

Wir werden nun sehen, daf jeder affine Unterraum durch ein lineares Gleichungssystem
beschrieben werden kann:
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Satz 4.1.2 Sei H ein affiner Unterraum von A, {P, ey, ..., e,} ein Koordinatensystem
von A. Dann ezistiert ein lineares Gleichungssystem Y- a;jx; = b;, 1 =1,...,m, so dafs
der Punkt X genau dann in H liegt, wenn sein Koordinatentupel (1,z1,...,z,) das

Gleichungssystem erfillt.

Beweis: Wir wihlen ein Koordinatensystem {Q, b, ..., b} von H. Dann gilt fiir X € A,
daB X genau dann in H liegt, wenn es Zahlen rq, ..., 7 gibt, so dafl X = Q+ Y r;b; ist.
Wir stellen dies im Koordinatensystem {P, ey, ..., e,} dar: Die Koordinatentupel von
b;, X und @ seien (0,b1;,...,bn), (1, 21,...,2,) bzw. (1,q1,...,q,). Dann bedeutet
die obige Relation, das

buri+...+byry = T1—@q
bpiri+ ...+ bt = T, —qn
genau dann eine eindeutig bestimmt Losung (71, ...,7x) besitzt, wenn X in H liegt.

Dies ist genau dann der Fall, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix gleich k ist. Das
heifit, dafl die reduzierte Form der Koeffizientenmatrix folgendermaflen aussieht:

10 . fi(z)
10 ... fo(z)
0 frr1(z)
Der Rang dieser Matrix ist genau dann gleich k, wenn die n — k Gleichungen
Jen(@) =0
falz) = 0

erfiillt sind. Dies ist unser gesuchtes (inhomogenes) Gleichungssystem.

Beispiel:
Sei H = (1,1,1) + L(ey + €3, e + €3) im affinen Raum R3. Der Punkt (x1, 22, z3) liegt
genau dann in H, wenn (z7 — 1,29 — 1,23 — 1) in L((1, 1,0), (0,1, 1)) liegt, also wenn

1 0 1’1—1
1 ™+ 1 o = 1’2—1
0 1 ZL‘3—1

Wir wenden den GauBschen Algorithmus auf die Koeffizientenmatrix an:

1 0 ;-1 1 0 ;-1
1 1T 29—-1 =101 z3—1
0 1 1‘3—1 0 0 1‘3—1‘2+ZL‘1—1
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also liegt der Punkt genau dann in H, wenn x3 — zo + 1 = 1 ist.

Als nachstes wollen wir uns mit dem Durchschnitt affiner Unterraume befassen. Seien
H, =P, + U, und Hy = P, + U, zwei affine Unterraume eines affinen Raums A.

Lemma 4.1.4 Der Durchschnitt Hy N Hy ist leer oder gleich P+ Uy NUsy, wober P ein
beliebiger Punkt von Hy N Hy ist.

Beweis: Sei P € H; N Hy, dann ist H; = P + Uy und Hy = P + U,. Ein Punkt X
liegt genau dann im Durchschnitt, wenn es Vektoren u; € Uy,uy € U, gibt, so dafl
X =P+ u; = P+ uyist, d.h. esist uy =uy € Uy NUs. O

Wenn die Koordinaten des Punktes X € H; bzw. Hy beziiglich eines in A gewéhlten
Koordinatensystems durch die Gleichungssysteme

MX =Bbzw. NX =C

beschrieben werden, so sind die Koordinaten von Punkten aus H; N H,; gerade die

Losungen von
M B
(v)x=(c)

denn X liegt genau dann in H; N Hy, wenn M X = B und NX = (' ist.

Lemma 4.1.5 FEin k-dimensionaler Unterraum H eines n-dimensionalen affinen Raums
ist als Durchschnitt von n — k (n — 1)-dimensionalen Unterrdumen (sog. Hyperebenen)
darstellbar.

Beweis: Wir wahlen ein Gleichungssystem mit n — k Gleichungen, das die Koordina-
ten der Punkte von H beschreibt. Jede einzelne Gleichung hat als Losungsmenge die
Koordinaten der Punkte einer Hyperebene, der Durchschnitt dieser Hyperebenen ist
gerade H. O

Definition: Zwei affine Unterrdume H; = P, + U; und Hy = P, 4 Us heiflen parallel,
wenn U; C U, oder Uy, C U; gilt. Wenn sie nicht parallel sind und ihr Durchschnitt
leer ist, so heiflen sie windschief.

Satz 4.1.3 Sei dim A = 3 und Hy, Hy zwei Geraden in A. Dann sind die Geraden
entweder parallel oder windschief oder sie schneiden sich.

Beweis: Wir wihlen ein Koordinatensystem und stellen H; und Hs durch zwei Glei-
chungssysteme mit je zwei Gleichungen dar:

1171 + a12%2 + a13x3 = by

9171 + Q22%2 + A23T3 = by

und
a3171 + aseT2 + ag3rs = b

4171 + Gg9%2 + ay373 = by
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Alle vier Gleichungen zusammen beschreiben den Durchschnitt beider Geraden. Es sei
r der Rang der , kleinen* Koeffizientenmatrix und R der Rang der ,,groflen“ Koeffizien-
tenmatrix. Esist 2 <r < R < 4.

1. Fall: » = R = 2, dann ist H; = Hs.

2. Fall: r =2, R = 3, dann ist U; = U, und der Durchschnitt der Geraden ist leer, also
sind sie parallel.

3. Fall: r = R = 3, dann hat das Gleichungssystem eine eindeutig bestimmte Losung,
also schneiden sich die Geraden in einem Punkt.

4. Fall: » = 3, R = 4, dann ist U; # U, und der Durchschnitt ist leer, also sind die
Geraden windschief. O

Satz 4.1.4 H, und H, seien Hyperebenen in einem n-dimensionalen affinen Raum,
dann tritt einer der folgenden Flille auf:

1. H, = H,,
2. Hi und Hs sind parallel,
3. HyN Hy hat die Dimension n — 2. O

Definition: Seien H;, H, C A Unterrdume, H = H; V H, sei der kleinste Unterraum,
der H; und Hy umfafit, er heilt der Verbindungsraum von H; und Hs.

Lemma 4.1.6 Sei Hy = P, + Uy, Hy = P, + Uy. Wenn der Durchschnitt von Hy und
Hy nichtleer ist, so liegt der Verbindungsvektor von Py und Py in Uy + Us.

Beweis: Es sei P ein Punkt von H1 N HQ, dann ist P, = P+ uy, P» = P + uy mit
up € Ul,UQ c UQ, also ist P1P2—P1P + PPQ— —uy + ug € Uy + Us. O

—
Satz 4.1.5 H1 V H2 = P1 -+ L(Plpg) + (U1 + UQ)

—
Beweis: Sowohl H; als auch Hs sind in Py + L(P,Py) + (U; + Us) enthalten. Sei H =
—
H VHy, =P +U = PFP,+U. Dann ist Uy C U, Uy C U, PP, liegt in U, also ist
—
P+ L(PP)+ (U +Uy) CH. O

Folgerung 4.1.1 Wenn H,; N Hy nichtleer ist, so st
Wenn Hy N Hy leer ist, so ist

4.2 Affine Abbildungen

Definition: Seien (A,V), (A, V') affine Rédume, dann heifit f : A — A’ eine affine
Abbildung, wenn eine lineare Abbildung f’ : V — V' existiert, so daf} f(P + v) =

F(P) + f'(v) ist.
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Beispiele:

1. Parallelprojektion: Sei (A4,V) ein affiner Raum und H = P+ U C A ein affiner
Unterraum, U’ ein Komplement von U in V, d.h. V = U @ U’. Sei Q ein Punkt von
A, Q = P+u+u/,wou € Uund v’ € U’ ist. Wir setzen f(q) = P+uund f'(utu') = u,
dann ist f’ linear und es gilt f(Q + w) = f(Q) + f/(w), wie man sofort sieht.

2. Translation: Seien Punkte P, gegeben, wir setzen t(P + v) = Q + v, t' = id, dies

ist die Verschiebung des Raums um den Verbindungsvektor von P nach Q).

Satz 4.2.1 Sei H C A ein Unterraum und f : A — A’ eine affine Abbildung, dann ist
f(H) C A’ ein affiner Unterraum und dim f(H) < dim H. Wenn H und H' parallel
sind, so sind auch f(H) und f(H') parallel.

Beweis: Sei H = P + U, dann ist f(H) = f(P) + f(U) ein affiner Unterraum und
dim f(U) < dimU. Sei noch H" = P’ + U’ parallel zu H, etwa U C U’, dann ist auch
f(U) C f(U'"), also sind die Bilder auch parallel. |

Dem Leser iiberlassen wir die folgende Aussage zum Beweis:

Folgerung 4.2.1 Das Bild einer Geraden ist eine Gerade oder ein Punkt. Wenn H
und H' parallele Geraden und f(H) ein Punkt ist, so ist f(H') auch ein Punkt. O

Seien nun (A, V) und (A’, V') affine Rdume und f : A — A’ eine affine Abbildung. Wir
wihlen Koordinatensysteme:

A=P+L(by,...,b,) und A’ = P'+ L(¥,,...,b.).

Wir wollen der Abbildung f eine Matrix zuordnen, die f eindeutig bestimmt.
Sei ) ein beliebiger Punkt von A mit dem Koordinatentupel (1,7,...,7,), d.h. Q =
P+ > r;b;, dann ist

F(Q) = f(P)+ f'(Q_ribi) = fF(P)+ Y rif'(b),

also ist f durch f(P) und f'(by),..., f'(b,) eindeutig bestimmt, also durch die Darstel-
lungsmatrix (f;;) der Abbildung f’ und das Koordinatentupel (1, s1, ..., sy,) des Punk-
tes f(P). Wir schreiben dies alles in die folgende Matrix

1 0 ... 0
S1 f11 fln
Sm fml e fmn

in deren Spalten die Koordinaten von f(P), f'(by),..., f'(b,) stehen.

Wir wollen nun nachzuweisen, dafl bei einer derartigen Matrixzuordnung das Produkt
affiner Abbildungen dem Matrixprodukt der Darstellungsmatrizen der affinen Abbil-
dungen entspricht.

Wir betracheten drei affine Rdume A, B, C und zwei affine Abbildungen f : A —
B, g: B— C. Wir wihlen Koordinatensysteme (P, by,...,b,) von A, (Q,c,...,cn)
von B und (R,dy,...,d;) von C. Es sei

F(P)=Q+>_ fic, ) =" fiicy,
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9(@Q) =R+ ngdm g(cj) = ngjdk-

Dann ist

gof(P) = g(@) +3(>_ fici)
= R+ _gdi+>_fi > grjde
= R+ (g +Y_ 9 fi)dk
k J

Die Ausdriicke in den Klammern sind gerade die Komponenten der ersten Spalte der
Produktmatrix

1 0o ... 0 1 0 0
g1 911 --- Gim f1 f11 f1n
g1 gin cee Gim fm fml cee fmn

Die Koordinaten y; des Punkts f(X) kann man aus den Koordinaten von X wie folgt
berechnen: Sei der Einfachheit halber f: A — A, X = P + > x;b;, dann ist

FX)=f(P)+ D> aif(bi) = Q+ D (f; + D fiwi)bj = P+ > y;b;

also
1 o ... 0 1 1

i o o fin T1 Y1

Sei zum Beipiel d die Drehung um den Ursprung um 90 Grad und v die Verschiebung
um den Vektor (1,1). Dazu gehoren die Matrizen

1 0 0 1 0 0
D=]10 0 —-1| bzw.V={(1 1 0].
01 0 1 0 1

Zum Produkt d o v gehort die Matrix

also ist

1 0 0 1 1
dvm(l : 1)()(1y)
1 1 0 Y 1+

Wir fragen abschliefend, ob dv einen Fixpunkt besitzt (d.h. dv(X) = X). Wir finden,
daB der Punkt (—1,0) fest bleibt. (Machen Sie eine Skizze!)
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4.3 Aufgaben

1.

Sei A ein affiner Raum. Beweisen Sie: Fiir beliebige Punkte P, ..., P, 1 aus A
—
gilt: Aus P41 = Fp folgt > | P,Pi11=0.

Seien Fp,..., P, Punkte eines affinen Raumes und es gelte, dafl die Vektoren
—
PyP; (i = 1,...,n) linear unabhéngig sind. Beweisen Sie, daf§ dann auch die

—
Vektoren P, P;,0 < j < mn,j # k} mit 1 < k < n (k beliebig, aber fest), linear
unabhéngig sind!

Seien P, @, X,Y Punkte eines affinen Raumes A und (O, B) ein Koordinaten-
system von A; seien (p1,...,pn),(q1,---,qn), (1,...,2,), und (y1,...,y,) die
—_— —

Koordinaten-n-tupel dieser Punkte bzgl. (O, B). Beweisen Sie: Es gilt PQ=XY
gdw. ¢; — p; =vy; —x; firallei =1,...,n.

Beweisen Sie: Drei Punkte A, B, C eines affinen Raumes, die durch ihre Ortsvek-
toren d, b, ¢ gegeben sind, liegen genau dann auf einer Geraden, wenn es reelle Zah-
len r, s, t gibt, die nicht alle Null sind, so daf} gilt: ra+sb+t¢ = o und r+s+t = 0.
Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Geraden g; und gs.

a) g1 - X = (27 3, 1) + T(27 L 1)92 X = (_27 1, O) + S(]-a L O)

b) g1 - X = (37 0, 4) + T(_4a 2, _6)92 X = (_17 2, _2) + S(2a -1, 3)

c) g1: X =(1,0,0)+7(0,1,1)g2 : X = (0,1,0) + s(1,1,2)

Gegeben seien die Punkte A, B,C, D eines dreidimensionalen affinen Raumes
durch folgende Koordinaten: A : (2,3,5); B: (0,5,10); C : (3,4,6); D : (5,0,2).
a) Bilden die vier Punkte ein ebenes Viereck? Begriinden Sie Thre Antwort!

b) Zeigen Sie, dafl die Geraden durch die Mittelpunkte benachbarter Seiten des
Vierecks paarweise zueinander parallel sind!

c¢) Untersuchen Sie, ob die Aussage b) fiir jedes nichtebene Viereck gilt!

— —
Ein Parallelogramm werde von den Vektoren a =AB und b =BC' aufgespannt.

M, und M, seien die Mittelpunkte der Seiten AB bzw. BC.

a) Ermitteln Sie Parametergleichungen der Geraden g;(A, M,;), g2(C, M,) und
g3<B, D)'
b) Zeigen Sie, dafl diese drei Geraden einen gemeinsamen Schnittpunkt S haben!

c) Welche Rolle spielt S im Dreieck ABC' ?

(P,Q,R,S, T,U, P) sei ein Sechseck in einem affinen Raum und M;(i = 1,...,6)
seien die Mittelpunkte der Seiten dieses Sechsecks. Beweisen Sie: Die Schwer-
punkte der Dreiecke MMMz und Mo My Mg stimmen iiberein.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Sei A ein affiner Raum und Z, A, B, C, D paarweise verschiedene Punkte mit B €
g1(Z,A) und D € go(Z,C), sowie g1 # g2. Zeigen Sie, daf folgende Bedingungen
dquivalent sind:

—_— —_— —_— —_—
(A) Es existiert eine reelle Zahl s € R mit ZB=s ZA und ZD=s ZC.

—_— — —_— —_—
(B) Es existiert eine reelle Zahl t € R mit ZA=1t AB und ZC=1t CD.

Seien P, (), R paarweise verschiedene, kollineare Punkte eines affinen Raumes und
TV (P,Q,R) = A. Berechnen Sie TV (Q, R, P),TV(R, P,Q) und TV (R,Q, P)
und untersuchen Sie, welche Beziehung jeweils zu TV (P, @, R) besteht!

Im R? seien zwei Ebenen ¢; und e jeweils durch drei Punkte gegeben: € :
(0,0,1);(1,0,0);(0,1,0), € : (1,1,—4);(—3,4,—3); (—4, 3, —4). Untersuchen Sie,

welche Lage €; und €5 zueinander haben!

Die Punkte A, B,C, D eines affinen Raumes liegen in einer Ebene genau dann,
wenn es reelle Zahlen a, 3,7, 0 gibt, die nicht alle gleich Null sind, so daB fiir die
Ortsvektoren a, b c, d dieser Punkte gilt: aa+ﬁb+vc+5d = ound a+G+v+d = 0.

Sei A ein affiner Raum, 7 € A und £ € R,k # O und ¢ : A — A eine
zentrische Streckung von A auf sich mit dem Zentrum Z und dem Streckfaktor
k. Bewelsen Sle daB fiir beheblge Punkte P, Q R, S € A folgende Beziehung gilt:

Wenn RS— c PQ so ist ¢(r )qb( )=co(P )QS(Q)

Zeigen Sie, daBl bei injektiven affinen Abbildungen die Dimension von Teilrdumen
eine Invariante ist.

Gegeben sei ein dreidimensionaler affiner Raum A mit einem Koordinatensystem
(O, B) und drei Punkte X,Y,Z aus A mit den Koordinaten (-2, -3, 0); (-1, -1,
1); (-1, 1, 3) bzgl. (O, B).

a) Zeigen Sie, dafl XY, Z ein Dreieck bilden.

b) ¢ sei eine zentrische Streckung mit dem Zentrum P = (2,1,0)(,p) und dem
Streckungsfaktor £k = —3. In welches Dreieck wird das Dreieck XY Z {iberfiihrt?

c¢) Geben Sie eine Koordinatendarstellung von ¢ an!

Im A3 seien die folgenden Punkte gegeben. P, = (0,0,0), Q; = (—=1,1,2), P, =

(1,2,-1), Qs = (—2,4,-1), Py = (3,2,0), Q3 = (6,16,—-3), P, = (1,1,1), Q4 =
(3,3,0).

a) Gibt es eine affine Abbildung von A? in sich, die P; auf Q; abbildet? Wieviele
solcher affinen Abbildungen gibt es?

b) Im Falle der Existenz einer solchen Abbildung gebe man ein Beispiel an!

Seien A, B,C,D,FE Punkte des A3, die beziiglich des kanonischen Koordina-
tensystems folgende Koordinaten haben: A = (3,—1,0); B = (—1,5,1);C =
(=1,—-1,2); D =(0,0,0); E = (5,5,5)



4.3. AUFGABEN 5

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

a) Beweisen Sie, daf§ durch A, B, C' genau eine Ebene geht!

b) Geben Sie fiir diese Ebene eine Parameterdarstellung und eine parameterfreie
Darstellung an!

¢) Ermitteln Sie die gegenseitige Lage der Ebene ABC' und der Geraden DFE
(Bestimmen Sie gegebenenfalls den Durchschnitt!)!

Seien A, B, C' paarweise verschiedene, nicht kollineare Punkte eines affinen Raum-
— —

es. My bzw. M2 seien die Mlttelpunkte der Dreiecksseiten BC' bzw. C'A. Beweisen
Sie, daf3 M1M2 parallel zu AB ist!

Sei A ein zweidimensionaler affiner Raum mit einem Koordinatensystem (O, B),
P,Q € Amit P = (1,0)05,@Q = (0,1)op und ¢ : A — A sei gegeben durch:
$(0)=0;90(P)=P;¢(Q)=0Q", mit 0' = (-4, -2)op5, P =(-3,—1)pp und Q' =
(—5, —1)073.

a) Begriinden Sie, dafl dadurch eine affine Abbildung von A in sich gegeben ist!
b) Geben Sie die durch ¢ induzierte lineare Abbildung an!

c) Geben Sie das Bild des Dreiecks X,Y, Z mit X = (4,1)05,Y = (2,2)p 5 und
Z = (3,4)p 5 an!

d) Geben Sie ¢ durch Transformationsgleichungen an!

a) Wann sind Teilrdume eines affinen Raums zueinander parallel?

b) Durch das Gleichungssystem

3r+4y+ 524+ 6u=1

3r+ 5y +62+4u =2

ist ein Teilraum des R* gegeben. Begriinden Sie dies und geben Sie eine Parame-
terdarstellung dieses Teilraums an.

c¢) Geben Sie einen weiteren Teilraum an, der zu dem unter b) gegebenen parallel
ist.

a) Beweisen Sie, daf§ die Diagonalen in einem Parallelogramm einander halbieren.
b) Beweisen Sie: Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks in R? teilen einander im
Verhéltnis 2:1.

a) Sind die Punkte P, @, R, S mit P = (1,1,1),Q = (2,2,2),R = (3,2,1),S =
(5,4,3) (bzgl. des kanonischen Koordinatensystems) affin unabhéngig?

b) Beweisen Sie, dafl es in einem n-dimensionalen affinen Raum hochstens n + 1
Punkte in allgemeiner Lage gibt.

Sei f: R3*— — R3 gegeben durch f(xy, 29, 73) = (221 + 23+ 1, =21 + 25 + 323 +
5, T2+ 7373 - 1),

a) man zeige: f ist eine affine Abbildung.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
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b) Stellen Sie f als Produkt (=Hintereinanderausfiihrung) einer Translation 7
und einer linearen Abbildung ¢ des R? dar!

c¢) Man bestimme die Fixpunktmenge C'; von f; dies ist ein affiner Unterraum von
R?. Charakterisieren Sie den zugehérigen Vektorraum V(C}) durch die Abbildung

Q!

d) Fir die Gerade H(p,b) mit p = (—1,0,1),b = (2,1,0) bestimme man die
Urbildmenge f~!(H)!

e) Durch P, = (2,1,0), P, = (3,1,1),P; = (1,0,1) und P, = (0,0,0) wird ein
Parallelogramm (P, P>P3P;) in R? definiert; man bestimme Q; = f(FP;) (j =
1,...,4) und zeige, dafl (Q1(Q2Q3Q)4) wiederum ein Parallelogramm ist!

Sei f: R"® — R" eine affine Abbildung mit f?=id. Zeigen Sie, da8 f mindestens
einen Fixpunkt besitzt! (Zusatz: Im Falle eines Korpers K mit char (K) = 2 gebe
man eine affine Abbildung f : K? — K2 mit f2? = id an, die keinen Fixpunkt
besitzt.)

Zeigen Sie: fiir n > 2 gibt es eine affine Abbildung f : R™ — R", die keinen
Fixpunkt hat und trotzdem keine Translation ist!

Sei (A,V) ein affiner Raum. Ferner seien Punkte pi,...,p, € A und Skalare
ay,...,a, € Kmit a; +...+a, =1 gegeben.

a) man zeige, daBl der Ausdruck S(z) = = + > }_, Zpr -ax nicht von der Wahl
des Punktes € A abhéngt. (Der Punkt S = S(x) wird Schwerpunkt der Punkte
P1,---,Pn bzl. der Gewichte a4, ..., a, genannt.)

b) Finden Sie in R? den Schwerpunkt der Punkte p; = (0,1,0), p» = (1,1,1) und
ps = (2,0, 1) beziiglich der Gewichte a; = 2, ap = —2 und a3 = 1.

Beweisen Sie: Eine Abbildung f : A — B zwischen affinen Rdumen ist genau dann
affin, wenn sie den Schwerpunkt eines beliebigen Tripels (pi, p2, ps) von Punkten
aus A erhélt, d. h. mit S = S(p1,p2, p3) und g; = f(p;) gilt f(S) = S(q1, 92, q3)-
(analog fiir den Schwerpunkt von Punktepaaren)

Man finde eine Homothetie f : R®* — R3 mit f((2,0,1)) = (4,1,2) und f((4,2,2))
(0, —3,0); gesucht sind Zentrum und Dehnungsfaktor dieser Homothetie!

Im affinen Punktraum R? gebe man eine nichtleere Menge M an, die keine Ebene

ist und fir die V(M) = {E}, p,q € M} ein zweidimensionaler Unterraum von
R? ist!

Sei [A™, V"] eine affiner Raum, o € A ein fixierter Punkt. Beweisen Sie: Eine
Menge M C A ist eine k-Ebene genau dann, wenn zu je zwei Punkten p,,py € M
und je zwei Zahlen s, ¢t € R mit s+¢ = 1 auch der Punkt P := 0+ s:- ? +t- E
zu M gehort.
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

Im affinen Raum R3 sei eine Menge M definiert durch M := {(xy, 29, 23) €
R?;2z; — 23 = 2}. Ferner sei der Vektor b= (1,1,3) gegeben.

a) Man zeige: fiir alle Punkte p € R? schneidet die Gerade H(p, b) die Ebene M
in genau einem Punkt p’ € M.

b) Sei ¢ : R® — M definiert durch ¢(p) := p’. Man gebe die Koordinatendarstel-
lung von ¢ an und zeige, dafl ¢ eine affine Abbildung ist, die R? surjektiv auf M
abbildet. (¢ heifit Parallelprojektion auf M in Richtung von b).

c) Sei N C R3 eine 2-dimensionale Ebene. Beweisen Sie: @ |y ist injektiv gdw. b &
—
V(N)={pq;p,qe N}

(Zentralprojektion) Im reellen affinen Raum R? seien ein Punkt z = (1,3,1)
sowie die beiden parallelen 2-Ebenen H; := {(z1,z9,23) € R3 22, — 29 + 23 =
1}, HQ = {(Il, Ta, 1’3) € Rg, 2371 — To + X3 = 4}

a) Zeigen Sie: Fiir jedes z € H; schneidet die Gerade H(x, z) die Ebene Hy in
genau einem Punkt z* € H,.

b) Durch die Zuordnung ¢ : x — x’ =: ¢(x) wird eine affine Abbildung ¢ : H; —
H> definiert.

¢) Geben Sie die Koordinatendarstellung von ¢ an!

Seien A, B affine Rdume, f : A — B eine affine Abbildung sowie H{, H, C B

affine Teilrdume in B mit f~'(H,) # 0, f~'(Hz) # 0. Zeigen Sie:

a) f7Y(H;) sind affine Teilriume von A. (i = 1,2)

b) Wenn H; || H; gilt, so folgt auch f~'(Hy) || f~'(Ha).

In R? sei ein kartesisches Koordinatensystem mit Ursprung O fixiert. Sei weiter-

hin F : R? — R? die Spiegelung des R? an der Geraden 2z — 4y = 6.

a) Geben Sie einen Punkt () und eine lineare Abbildung ¢ an mit F(P) = Q +
—

®(OP) fiir alle P € R!

b) Man beschreibe F~! in Koordinaten!

Sei W := L({(4,3,1,0,1),(1,—1,-2,2,1)}) C R® gegeben, ferner sei der Punkt

P =(1,1,0,1,2) € R fixiert.

a) Man bestimme eine Basis von 1/*!

b) Man gebe ein lineares Gleichungssystem an, das die Menge M := P+W C R®

als Losungsraum besitzt!

Sei A = (A, B,C) ein Dreieck in R?.

a) Man driicke die Seitenhalbierenden si, $3, s3 von A durch die Seiten @, b, ¢ von
A aus!

b) Man zeige, dafl die Seitenhalbierenden von A ebenfalls ein Dreieck bilden, d.h.
es gilt $1 4 s3 + s3 = 0.
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38. Sei W := L{(1,-2,0,3,1),(1,-2,1,2,—2)} C R gegeben.
a) Geben Sie ein homogenes lineares Gleichungssystem an, das W als Losungs-

menge besitzt!

b) Finden Sie ein inhomogenes lineares Gleichungssystem, das die Ebene H? =
&+ W als Losungsmenge besitzt!

39. Man gebe die Gleichung einer Ebene H in R? an, die die Punkte A = (5, 1,3) und
B = (1,6, 2) enthélt, und parallel zur Geraden G(P,Q) mit P = (5,0,4),Q =
(4,0,6) verlauft!



Kapitel 5

Linearformen

Die Menge aller linearer Abbildung Hom(V, W) eines Vektorraums V' in einen Vektor-
raum W ist selbst ein Vektorraum, speziell ist V* = Hom(V, R) ein Vektorraum, der
dieselbe Dimension wie V' besitzt. Wir nennen die Elemente von V* Linearformen auf
V.

Wir wiederholen:

Wenn [ und !’ Linearformen auf V' sind, so ist fiir v € V und r € R stets (I +1')(v) =
[(v) + U'(v) und (rl)(v) = rl(v). Die Linearformen {li,...,[;} auf V sind genau dann
linear unabhéngig, wenn aus Y r;l; = 0 folgt, dafl alle r; Null sind, also: Wenn fiir alle
v € V die Relation Y ril;(v) = o gilt, soist r;, =0 furi =1,..., k.

Zur Abkiirzung hat sich die folgende Funktion § eingebiirgert:
5 — 0 fiir ¢ # j,
Y] 1 fiir g = g,

sie wird als ,,Kroneckersymbol“ bezeichnet.

Satz 5.0.1 Seien {vy,..., v} linear unabhdngige Vektoren aus V', dann gibt es linear
unabhdnigige Linearformen ly, ... Iy € V*, so daf l;(vj) = ;5.

Beweis: Sei V' = L(vy,...,v;) @ U eine direkte Summe, dann hat jeder Vektor v € V
eine eindeutig bestimmte Darstellung v = >~ r;v; + w, wobei w in U liegt. Wir setzen
li(v) = r;, dann ist [;(v;) = 0 fiir ¢ # j und [;(v;) = 1.

Wir zeigen noch die lineare Unabhéngigkeit: Sei Y s;l;(v) = 0 fiir alle v € V. Wir
setzen speziell v = v;, dann ist 0 = 3 s;0;(v;) = X 5;0;; = 5, also sind alle s; Null. O

Folgerung 5.0.1 Zu einer gegebenen Basis B = {by,...,b,} vonV ezistiert eine Basis
{ly, ..., [} von V* mit 1;(b;) = d;;, sie heifit die zu B duale Basis. O

Wenn die zur Basis B von V' duale Basis von VV* bekannt ist, kann man die Koordinaten
eines Vektors leicht berechnen:

Sei v = Y 1;b;, dann ist [;(v) = Y rl;(b;) = Y1 = rj, also ist v = Y [;(v)v;.

Wir betrachten als Spezialfall den Vektorraum R™ der Zeilenvektoren und es sei X €

R™. Sei weiter
ai

L=
7

79
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ein Spaltenvektor, dann ist X L. € My, also eine Zahl, und die Zuordnung [ : X — XL
ist eine Linearform.

Es gibt Mengen aus n linear unabhéngigen Spaltenvektoren, dazu gehoren n linear
unabhéngige Linearformen, die Basen von R"™* bilden, also kann der Raum der Spalten-
vektoren als der zum Raum der Zeilenvektoren duale angesehen werden.

Definition: Sei M C V eine Teilmenge, wir setzen
Ann(M) ={l € V* | i(m) =0 fiir alle m € M},
und fiir L C V* setzen wir
Ann(L) ={v eV |l(v) =0 fiur allel € L}.
Lemma 5.0.1 Ann(M) ist ein Unterraum von V*, Ann(L) ist ein Unterraum von V.

Lemma 5.0.2 dim Ann(M) = dimV — dim L(M).

Beweis: Wir wéhlen eine Basis {vy,...,v,} von L(M) und ergénzen sie zu einer Basis
{vi, . Uy Vg, - - -, U ) von V, die dazu duale Basis von V* sei {vf, ..., v0, vh 1, ..,
vr}. Dann ist [ = Y v genau dann aus Ann(M), wenn [(vy) = ... = [(v,,) = 0. Es ist
l(v;) = Y revi(vi) = 1y, also ist [ genau dann aus Ann(M), wenn I € L(v},4,...,v})

ist. a
Lemma 5.0.3 Ann(Ann(M)) = L(M).

Beweis: Wenn m in M liegt, so ist [(m) = 0 fir alle [ € Ann(M), also ist m €
Ann(Ann(M)) und damit ist L(M) C Ann(Ann(M)) und aus Dimensionsgriinden
folgt die Gleichheit. O

Satz 5.0.2 Ann(U+ W) = Ann (U)NAnn (W), Ann(UNW) = Ann (U)+Ann (W),
wobei U, W C V' Teilrdume sind. O

Sei f: V — W eine lineare Abbildung und sei [ € W* beliebig, d.h. [ : W — R ist
auch linear. Dann ist [ o f : V — R linear, also liegt [ o f in V*.

Definition: Die Abbildung f* : W* — V* mit f*(I) = [ o f heifit die zu f duale
Abbildung.

Lemma 5.0.4 Seien f : V — W,g : W — U lineare Abbildungen und f* : W —
V* g* U — W* die dualen Abbildungen. Dann gilt (go f)* = f* o g*.
Beweis: Sei [ € U*, dann ist (go f)*(l) =l(go f) =g (1) o f = f*(g*(])) = ffog*(]). O

Satz 5.0.3 Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und f* die dazu duale. Die Abbil-
dung f ist genau dann injektiv, wenn f* surjektiv ist, und f ist genau dann surjektiv,
wenn f* injektiv ist.
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Beweis: Wir berechnen Ker(f*) und Im(f*): Genau dann ist [ € Ker(f* ) () =
If =0, also wenn I(f(v)) = 0 fur alle v € V gilt, also ist Ker(f*) = (Im(f))
Speziell: Wenn Ker(f*) = {0} ist, so gilt Im(f) = W.

Sei weiter k € Im(f*), dann gibt es ein [ € W* mit k = f*(I) = [f, also gilt k(v) =
I(f(v)) fir alle v € V. Wenn nun v in Ker(f) liegt, so ist k(v) = 0, folglich ist Ker(f)
in Ann(Im(f*)) enthalten. Schlieflich ist

dim Ann(Im(f*)) = dimV* —dim Im(f*) = dim V* — (dim W* — dim Ker(f*))

=dimV —dim W + dim Ann(Im(f)) = dimV —dim Im(f) = dim Ker(f)
und wegen Ker(f) € Ann(Im(f*) folgt die Gleichheit der Vektorrdume. Wenn also
Ker(f) = {0} ist, so ist Im(f*) = V* und umgekehrt. O

Seien nun in V und W Basen B und C' gewahlt, f : V' — W sei eine lineare Abbildung
und f* : W* — V* sei die dazu duale Abbildung. Wir wollen die Darstellungsmatrix
Acp+(f*) bestimmen.

Sei B = {by,...,b,}, C ={c1,...,cm}, C* =A{cf,....c,} und B* = {bj,...,0},}.
SchlieBllich sei f(b;) = X fiic;, also F' = (f;;) = Apc(f).

Wir betrachten nun f*(cj) : V — R, es ist

FE)b;) = & f(b) = O frick) = fii = finbie(bi)

also ist

(&) = firbi-
Die Matrix F" = (f};) mit f/; = fj; heift die zu F' transponierte Matrix. So erhalten
wir den

Satz 5.0.4 Ac-p-(f*) = (Apc(f)T, (AB)" = BTAT, (A+ B)T = AT + BT. O

Zum Abschluff betrachten wir den Vektorraum V** = Hom(V*, R). Wir haben hier
eine kanonische Abbildung
1V =V

die folgendermaflen gegeben ist: Fiir v € V legen wir die Linearform i(v) auf V* durch

i(v)(l) = l(v) (I € V*) fest. Die Abbildung ¢ ist linear:

i(v+r") (1) =1l(v+7r")=1v) +ri(W) =i(v)() +ri(v") (1) = (i(v) +ri(v") ()

fiir alle [ € V™.

Die Abbildung i ist injektiv: Andernfalls gibt es ein v # o mit i(v) = o, d.h. i(v)(l) =
[(v) =0 fiir alle I € V*. Wir ergénzen v = v; zu einer Basis von V', die duale Basis sei
{vf,...,vt}, nun wéhlen wir | = v] und erhalten den Widerspruch vj(v;) = 0. Da V/
ein endlichdimensionaler Vektorraum ist, ist ¢ ein Isomorphismus.

Dies sollten Sie sich merken.
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Kapitel 6

Bilinearformen

6.1 Darstellungsmatrizen und Basiswechsel, Diago-
nalisierung

Sei V' ein R-Vektorraum. Eine Bilinearform b auf V' ist eine Abbildung b: V xV — R,
die in jeder Komponente linear ist, d.h.

b(v+ v, w) = blv,w) + ro(v', w),

b(v,w +rw') = b(v,w) + rb(v,w")
fiir alle v,v",w,w" € V und r € R.

Beispiele:
1. V=R, b: Rx R — R sei die Multiplikation. Die Bilinearitit ist durch das
Distributivgesetz gesichert.

2. V=R" b((z1,.- - xn), (Y1, -, Un)) = 2 T3V
Mit B(V') bezeichnen wir die Menge aller Bilinearformen auf V. Durch die Festlegungen

(b+ V) (v,w) = b(v,w) + b (v,w) und (rb)(v,w) = rb(v,w)
wird B(V') ein Vektorraum.
Lemma 6.1.1 B(V) ist isomorph zu Hom(V, V*).

Beweis: Sei f: V — V* linear, dann setzen wir b(v, w) = f(v)(w), dies ist sicher eine
Bilinearform. Sei umgekehrt b € B(V'), dann legen wir die Abbildung f : V — V*
durch f(v)(w) = b(v,w) fest, f ist natiirlich linear.

Wir setzen nun H(b) = f, dann ist H eine bijektive Abbildung von B(V') in Hom(V, V*)
und aus der obigen Definition der Operationen mit Bilinearformen ergibt sich die Li-
nearitit von H. O

Es ist
Ker(H (b)) = Ker(f) = {v € V | f(v) = o}

={v eV | f(v)(w)=0 fir alle w € W}

83
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={v eV |bv,w) =0 fir alle w € V}.
Definition: Die Bilinearform b heifit nichtausgeartet, wenn Ker(H (b)) = {o} ist.

Lemma 6.1.2 Die Bilinearform b ist genau dann nichtausgeartet, wenn zu jedem v €
Viv # o, einw € V existiert, so daf$ b(v,w) # 0 ist.

Beweis: Andernfalls gibt es ein v # o, so da8 fiir alle Vektoren w gilt b(v,w) = 0, d.h.
v liegt in Ker(H (b)). O

Beispiele:
1. V= R? b((x1,72), (Y1,92)) = T1y1 + Tays, dies ist genau dann fiir alle yy, o
gleich Null, wenn z; = x5 = 0 ist, d.h. b ist nicht ausgeartet.

2. V=R b((x1,22), (y1,42)) = (21 + 22)(y1 + y2), dies ist eine ausgeartete Biline-
arform.

Wir wollen nun Bilinearformen durch Matrizen beschreiben. Sei dazu C' = {vy,...,v,}
eine Basis von V und b : V x V' — R eine Bilinearform. Es sei b(v;, v;) = b;; und wir
setzen

b11 e bln
Me(b) = B = o ,
bpi ... bpn

dies sei die beziiglich C' zu b gehorige Darstellungsmatrix. Wenn nun v = Y- r0;, w =
> s;v;, dann ist b(v, w) = b(X rv;, X0 s5v5) = D2 1i8;0(vi, v5) = Y3 1ribijs; oder in

Matrixschreibweise

bn e bln S1
b(v,w) = [r1,..., 7y . .| = ko) Mo (b)ke(w).

bnl c. bnn Sn

Der Summe von Bilinearformen entspricht die Summe der Darstellungsmatrizen, ebenso
ist es mit der Vervielfachung, also ist B(V') isomorph zu M, (dimV = n).

Lemma 6.1.3 Mq(b) = Ac.o-(H(D))T.

Beweis: Sei C' = {vy,...,v,} und C* = {v],..., v} die zu C' duale Basis, weiter sei
H(b)(vi) = 3 frivi- Dann ist bij = b(vi, v;) = H(b)(vi)(v;) = 2 frivi(v) = X fridk; =
fji- |

Folgerung 6.1.1 Die Bilinearform b ist genau dann nichtausgeartet, wenn Mo (b) re-
quldr ist.

Beweis: Genau in diesem Fall ist H (b) injektiv. O

Wir zeigen nun, wie sich die Darstellungsmatrizen von Bilinearformen beim Basiswech-
sel verhalten.

Satz 6.1.1 Seien C = {vy,...,v,} und B = {wy, ...,w,} BasenvonV, A= Acp(id), B =
Mc(b), B' = Mp(b), dann gilt B = ATB'A.
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Beweis: Wegen (idy)* = idy~ ist das folgende Diagramm kommutativ:

Hb)
Vv — Vv
idy | | idy
H(b)
vV —V

also H(b) = idy~ o H(b) o idy, d.h. fir die Darstellungsmatrizen gilt
MC(b)T - AD*C* (Zd*v)MD(b)TACD(ZdV)

und die Darstellungsmatrix der dualen Abbildung ist die Transponierte der originalen
Darstellungsmatrix, daraus ergibt sich die Behauptung. O

Definition: Die Bilinearform b heifit symmetrisch, wenn fiir alle v, w € V gilt b(v, w) =

b(w,v), und alternierend, wenn b(v,w) = —b(w, v) ist.

Lemma 6.1.4 Zu einer symmetrischen Bilinearform b gehért beziiglich jeder Basis
von V eine symmetrische Matrix. O

Der folgende wichtige Satz besagt, dafl symmetrische Matrizen ,,diagonalisierbar® sind.
Wir geben zwei dquivalente Formulierungen an, beweisen aber nur die erste.

Satz 6.1.2 1. Sei b eine symmetrische Bilinearform auf V', dann existiert eine Basis
B von V| so daf

d 0 ... 0
Mp)=| 0 ...
0 ... d,

eine Diagonalmatrix ist.
2. Wenn A eine symmetrische Matriz ist, so existiert eine requldre Matrix C, so dafs

d 0 ... 0
ctAac=1 0
0 . d,

eine Diagonalmatrix ist.

Beweis: Wir fithren die Induktion iiber dim V. Der Induktionsanfang ist trivial. Die
Behauptung sei fiir alle Vektorrdume mit einer Dimension, die kleiner als die von V
ist, bereits bewiesen. Wenn b(v, w) = 0 fiir alle v, w, € V gilt, so ist nichts zu zeigen.
Seien also u,w € V so gewahlt, dafl b(u,w) # 0 ist. Wir suchen einen Vektor v, fiir den
b(v,v) # 0 ist.

Falls b(u,u) # 0 ist, so wéhlen wir v = u, wenn b(w, w) # 0 ist, so wihlen wir v = w.
Wenn aber b(u,u) = b(v,v) = 0 ist, so setzen wir v = u + w, in der Tat ist

b(v,v) = b(u + w,u+w) = b(u,u) + b(u, w) + b(w, u) + b(w,w) = 2b(u, w) # 0.
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Nun wollen wir den Vektor v so zu einer Basis {v; = v,v9,...,v,} von V ergénzen,
daB b(vy,v;) = 0 fiir ¢ > 1 ist. Beziiglich dieser Basis gehort dann zu b die Matrix

b(v,v) 0 ... 0
0 o7
0
0

und das Problem wire auf ein kleineres reduziert.
Sei also {vy,ws, ..., w,} (mit v; = v) irgendeine Basis und w = 3> r;w;, der Bilinear-
form b entspreche die Matrix M, genau dann ist b(v, w) = 0, wenn

(1
[1 0o ... O]M -1 =0

T'n

ist. Dies ist eine Gleichung mit n Unbekannten, der Losungsraum hat also die Dimen-
sion n — 1. Sei {vq,...,v,} eine Basis des Losungsraums. Dann ist b(vq,v;) = 0 fiir
i > 1. Wir zeigen, daf§ {vy, ..., v,} linear unabhéngig ist.

Sei also Y r;v; = o, dann gilt

0= b(vy, Z'r’ivi) = r1b(vy,v1) + reb(vy, v2) + ... + 1b(v1, V),

die letzten n — 1 Summanden sind null und b(wvy, v;) ist nicht null, es folgt 7 = 0. Da

{va, ..., v, } bereits linear unabhéngig waren, sind auch die iibrigen r; null. Beziiglich
der Basis {v1,...,v,} hat also b eine Darstellungsmatrix der Form

* 0 ... 0

0 7 ?

0

0
und diese Form hat sie auch beziiglich jeder Basis {vy,ws,...,w,}, wenn nur die
w; € L(vy,...,v,) sind, denn es ist b(vy,w;) = 0. Wir schranken nun die Bilinear-
form b auf den Unterraum L(vs,...,v,) zu b ein, in diesem Vektorraum gibt es nach
Induktionsvoraussetzung eine Basis (0BdA sei es bereits {vs,...v,}), so dal die Dar-
stellungsmatrix von &' Diagonalgestalt hat. Beziiglich der Basis {vy,...v,} hat dann
die Bilinearform b eine Diagonalmatrix als Darstellungsmatrix. O
Beispiel:

Wir betrachten die Bilinearform b((x1, z2), (y1, y2)) = y172+y2x1 auf dem R2. Beziiglich

der kanonischen Basis {e1, €2} ist ihre Darstellungsmatrix ((1) é) . Es ist b(eq,e1) =
b(eg,by) = 0 und b(e; + eg,e1 + e3) = 2. Also setzen wir v = [1,1]. Wir suchen a,b

mit [1 1] ((1] (1)) (Z) =1 1] (Z) = 0 und finden w = [1, —1]. Beziiglich der Basis

{v,w} hat b die Darstellungsmatrix <(2) _02> :

Wir konnen die Aussage des obigen Satzes noch verschérfen:



6.1. DARSTELLUNGSMATRIZEN UND BASISWECHSEL, DIAGONALISIERUNGS87

Satz 6.1.3 Zur Bilinearform b auf V' gibt es eine Basis, beziiglich derer die Darstel-
lungsmatriz von b die Form

1

hat.

Beweis: Sei {vy,...,v,} eine Basis von V', beziiglich derer die Darstellungsmatrix von b
Diagonalform hat. Nach einer eventuellen Anderung der Reihenfolge der Basisvektoren
sind etwa die ersten Diagonalelemente positiv, die folgenden negativ und die letzten
null, also
d? fir 1<i<s,
b(vi,v;) =8 —d? fir s+1<i<r
0 fir o>

1 1
Nun gehen wir zur Basis {—uvq, .. ., d—vr, Upi1, - - -, Up piber und haben hier die gewtiinsch-

X dl T
te Darstellungsmatrix. O

Satz 6.1.4 (Trigheitssatz von Sylvester) Sei

1 fir 1<i<s,
b(vj,v;) =4 —1 fir s+1<i<r
0 fir i>r.

Dann sind die Zahlen s und r von der Wahl der Basis unabhdngig.

Beweis: Sei {wy, ..., w,} eine Basis mit b(w;,w;) = 0 fiir ¢ # j und b(w;, w;) = 1 fir
1 <i<t, blwj,w;) =—1fir t +1 < i <r sowie b(w;, w;) =0 fir i > r.

(In beiden Féllen steht dasselbe r, dies ist der Rang der Darstellungsmatrix, der
natiirlich von der Basis unabhéingig ist.) Es gentigt zu zeigen, dafl s < t ist. Wir zeigen,
dafl die Menge {v1, ..., vs, Wii1, ..., w,} linear unabhéngig ist, dann folgt s+n—t < n,
also s < t. Sei also

S n
> rivi = ) sjw; =0
i=1 j=t

Dann ist

Zm}z = Zsjwja
b(z Tivz‘,ZTz‘Ui) = ZTZQ = b(Z Sjwjvzsjwj) - _ZS?>

also
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diese Zahl ist sowohl nichtnegativ als auch nichtpositiv, alsoist r; = ... =s, =0. O

Wenn man eine symmetrische Matrix A nur in eine Diagonalgestalt iberfithren will
und an der Transformationsmatrix (bzw. an der neuen Basis) gar nicht interessiert ist,
so kann man den ,symmetrischen” Gaufischen Algorithmus anwenden, d.h. zu jeder
Zeilenoperation hat man ,,dieselbe* Spaltenoperation auf A anzuwenden. Denn sei

1
EY =
1
eine Elementarmatrix, wo an der Stelle (4, j) eine Eins steht. Dann entsteht E% A aus
A durch Addition der j-ten Zeile zur i-ten, wihrend AE’¢ aus A durch Addition der
j-ten Spalte zur i-ten entsteht. Wenn wir also eine Zeilenoperation auf A anwenden,

die die Komponente a;; zu Null macht, so verschwindet wegen der Symmetrie von A
nach der entsprechenden Spaltenoperation die Komponente a;;.

6.2 Jacobi-Diagonalisierung

Von Jacobi (also aus dem vergangenen Jahrhundert) stammt das folgende Iterations-
verfahren zur Uberfithrung einer symmetrischen Matrix in eine Diagonalform.
Es sei eine symmetrische Matrix A gegeben, wir betrachten Matrizen

1

1

die sich nur an vier Stellen von der Einheitsmatrix unterscheiden und wo s 4+ ¢ = 1
ist. Die Zahlen ¢ und s konnen wir als Cosinus bzw. Sinus eines Winkels w auffassen,
dann ist die Matrix J;;(w) die Darstellungsmatrix einer Drehung in der ¢, j-Ebene um
den Winkel w.

Wir werden die Matrix A mit einer Folge derartiger Drehmatrizen transformieren, also
Operationen der Form

A = B = Jy(w)" Adij(w)
durchfithren, und zwar suchen wir die Drehmatrizen so aus, dafl in jedem Schritt die
Zahl
off(A) = Z afj
i#]

kleiner wird. Die Matrix A néhert sich also immer weiter an eine Diagonalmatrix an.
Wir wihlen die Drehmatrix so, dafl nacheinander an den Stellen (1,2), (1,3), ..., (1,n),
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(2,3), ..., (n—1,n) Nullen entstehen. Daf eine solche Wahl gelingt, wollen wir uns im
Fall von 2 x 2-Matrizen verdeutlichen.

b11 b12 _(Cc =S ai;  ai2 C S
b21 b22 S & a921 99 —S C
2
. (C a1 — CS(CLQl + a12) + 826L22 02a21 + CS(CL11 — a22) — 826L12)
2 2
sc(ann — ag) — s%ay + a1 s%a + sc(arg + as) + sa

Wir berechnen

Es soll nun
bor = sc(arn — ag) + (62 — 52)a21 =0

sein, d.h. es mufl gelten

C2 — 82 9o — A11

9

2cs  2am,
die Zahl x ist bekannt, ¢ bzw. s sind gesucht.
Wir denken daran, daf} ¢ = cos(w) und s = sin(w) ist, dann ist z = cot(2w) =
5 cot(w) — 3 tan w. Wir setzen tan(w) = ¢ und erhalten 2z — ¥+t =0 oder t*+22t—1 =

1
0 und damit ¢t = —x £ Va2 + 1, also ¢ = , S =
V1412

Genauso geht das natiirlich auch fiir n x n-Matrizen.

Wir bezeichnen die Zahl ) a?j mit F'(A), dies ist die sogenannte Frobenius-Norm der
Matrix A.

Lemma 6.2.1 Sei J eine Drehmatriz wie oben, dann ist F(JTAJ) = F(A).
Beweis: Wir setzen der Einfachheit halber i = 1, j = 2 und berechnen

c —S a1y
S C 921

ca11 — Sa91
sai1 + cao

und sehen
2 2 2 2
(can — sag)” + (say; + cas)” = ajy + a3y,

d.h. bereits fiir je zwei benachbarte Stellen bleibt die Quadratsumme konstant, und
dies gilt auch beim Ubergang von A zu AJ. O

Wie unterscheiden sich nun off(A) und off(B)? Wir bemerken zunéchst, dafl sich A und
B iiberhaupt nur in der 1. und 2. Zeile bzw. Spalte voneinander unterscheiden. Es ist
weiter off(A) = F(A) — 3 a2 und es gilt

off(B) = F(B) — Zbi =F(A) - b%l - ng - Za?ﬂ

1>2
da a; = by fir 4 > 2. Weiter gllt

b%1 + 2b?2 + 532 = a% + 26@2 + agQ
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also
off(B) = off(A) — 2a3, + 2b1, = off(A) — 2a7,.

Es sei also a,, das betragsgroBte Element von A aulerhalb der Diagonalen, wir trans-
formieren A mit .Jpq(w) mit geeignetem w, dabei wird off(A) um 247, verkleinert.

Es sei N = % die Zahl der Elemente von A oberhalb der Diagonalen. Dann ist

Zaf,q > %(A), also, wenn A, das nach k Schritten erhaltene Ergebnis ist, gilt

off(Ay) = off(Ax_1) — Qaf)q <(1- %)OH(Ak_l) <(1- %)k off(A),

also konvergiert das Verfahren.

6.3 Strassens schnelle Matrixmultiplikation

Normalerweise benétigt man zur Berechnung des Produkts zweier n x n-Matrizen n?

Multiplikationen. Im folgenden stellen wir ein Verfahren vor, das es gestattet, grofle
Matrizen mit nur n>® Multiplikationen zu multiplizieren.

Wir nehmen an, wir hiitten schon ein schnelles Verfahren zur Multiplikation von § x -
Matrizen. Dann teilen wir die n X n-Matrix in vier § x 2- Matrizen und wenden auf
diese Blockmatrizen das schnelle Multiplikationsverfahren fiir 2 x 2-Matrizen an. Es
bleibt also nur eine schnelle Multiplikation fiir 2 x 2- Matrizen zu finden. Wir werden
sehen, dafl man 2 x 2-Matrizen mit 7 (anstelle von 8) Multiplikationen multiplizieren

kann.

Wir betrachten das Produkt zweier 2 x 2-Matrizen:
(al a2) (bl bz) o (Cl 02)
az agz) \by by) \c3 ¢
und fassen die Matrizen als Elemente des R* auf. Die ¢; sind dann Bilinearformen auf

R*:
c1 = aiby + agbs

Co = CleQ + a2b4
C3 = CLgbl + CL4b3
Cqy = agbg + a4b4.

Beziiglich der kanonischen Basis des R* entsprechen den ¢; die folgenden Matrizen:

1000 0100 0000 0000
.. loo 1o, 000 1| 0000 0000
“1oooo]™ 0000]|[" 1000 10100

0000 0000 0010 0001

Jede der obigen Bilinearformen ,enthélt® zwei Produkte, ihre Darstellungsmatrizen
haben den Rang 2.
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Eine Bilinearform, die nur ein Produkt enthélt, hat die Form
(7’1&1 + roag + r3as + T4a4)<81b1 —+ 82b2 + 83b3 + S4b4),

ihre Darstellungsmatrix
181 T2S1 T3S1 Tas1
182 T2S2 T3S82 T4S52
183 T2S3 T3S3 T4S3
1S4 T2S4 T384 T4S4

hat den Rang 1. Das Problem besteht nun darin, die den ¢; entsprechenden Matrizen

als Summe méglichst weniger Matrizen vom Rang 1 darzustellen. Strassen zeigte 1969,
das hierfiir die folgenden 7 Matrizen ausreichen:

00 0 0 1 00 1 1 1 0 0
m1:0011 m2:0000m3_0000
00 0 0 00 0 0 -1 -1 0 0
00 —1 -1 1 00 1 0 0 00
00 0 1 01 0 —1 0 0 0 0
o000 1f |0 00 0 |0 000
Y10 0 0 0 >~ o 0o 0 o0 6 0 0 0 0
00 0 0 00 0 0 -1 0 1 0
00 0 0
m7:0000
1 000
1 000

Diesen Matrizen entsprechen die folgenden Bilinearformen:
(ag — ag)(bs + bs), (a1 + as)(by + by), (a1 — az)(by + ba),

(a1 + az)by, ai(by — by), as(bs —b1), (as + aq)b;.

Es soll dem Leser iiberlassen bleiben nachzuweisen, wie sich die Bilinearformen ¢y, ..., ¢4
aus diesen linear kombinieren lassen.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts wollen wir unsere Kenntnisse in der Geometrie an-
wenden.

6.4 Klassifikation der Quadriken

Sei A ein affiner Raum und {P,vy,...,v,} ein Koordinatensystem, ein Punkt X € A
habe die Koordinaten [1,z1,...,x,]. Wie wir wissen, 148t sich die Zugehorigkeit des
Punkts X zu einem gegebenen Unterraum H von A daran erkennen, ob sein Koordina-
tentupel eine Losung eines gewissen linearen Gleichungssystems ist. Also: Eine lineare
Gleichung beschreibt eine Hyperebene.
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Wir wollen nun ,,quadratische Gleichungen betrachten und feststellen, was fiir ein
geometrisches Gebilde die Losungstupel solcher Gleichungen darstellen.

Definition: Sei { P, vy, ..., v, } ein Koordinatensystem des affinen Raums A. Die Menge
aller Punkte X mit den Koordinaten [1, 21, ..., x,] mit

n n
Q . Z Qi LT + QZCLZSL’Z +ag = 0
1,j=1 i=1

heifit eine Quadrik (oder quadratische Hyperfliache).
Wir kénnen die linke Seite der Gleichung auch als Matrixprodukt schreiben:

apg @i ... Qp 1

a a1 ... ap T
Q:(l Ty ... xn) "

Ap QAp1 -.. Qpn Ty

Wir kénnen oBdA festlegen, da8 a;; = a;; ist, daf also die Matrix A = [a;;] symmetrisch
ist. Mit dieser Abkiirzung kénnen wir die quadratische Gleichung einfach in der Form
XTAX = 0 schreiben (wir haben hier den Punkt X mit seinem Koordinatentupel
identifiziert).

Bei einem anderen Koordinatensystem moge der Punkt das Koordinatentupel X’ ha-
ben, dann gilt X = BX' fiir eine gewisse reguldre Matrix B. Dann ist aber

XTAX = X" (BYAB)X/,

also ist BT AB die Matrix, die die gegebene Quadrik beziiglich des neuen Koordinaten-
systems beschreibt.

Wir fragen uns nun, ob es ein Koordinatensystem gibt, beziiglich dessen die die Quadrik
beschreibende Matrix , moglichst einfach“ aussieht.

Dazu betrachten wir zunéchst die symmetrische Bilinearform

b(v,w) = a;vw;.

Wir wissen, das es eine Basis {uq,...,u,} gibt, so dal b(u;, u;) = d;é;; gilt, d.h. die
Darstellungsmatrix hat eine Diagonalgestalt. Also konnen wir fiir A die Gestalt

apg ai;y ... Qp ... Qp
a; aip 0 ... QAp
a, O QApy 0
a, 0 0

annehmen. Dann wird die Quadrik ¢) durch die Gleichung

Zaiix?—i—QZaixmLaO:O

i=1
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beschrieben. Fiir ¢ = 1, ..., r fithren wir eine quadratische Ergénzung durch, wir setzen
Qi
T = x; + —,
Qi

die Gleichung fiir @) hat dann in den gestrichenen Koordinaten die Form
T n

Z aiixf -+ Z CLZ'I'Q + a6 =0.

i=1 i=r+1
Wenn alle a; null sind oder r = n ist, so hat die Gleichung die einfache Gestalt

Z CL“I'ZQ + CLIO =0.

Nun betrachten wir den Fall, dal » < n ist, es sei mindestens ein a; # 0, etwa a,, # 0.
Wir setzen fir i = 1,...,n — 1z} = 2} und

Qr41 Qp—1
Loyt F

n n

a

"no__ 0
‘rn—xn+ xn—1+_
n

dann erhélt die Gleichung in den zweigestrichenen Koordinaten die Form
Z aui!* + 2a,x" = 0.

Unter den Koeffizienten a; seien oBdA die ersten p positiv und die restlichen r — p
negativ, wir ersetzen sie durch 4d;, wobei d; > 0 sein soll. Wir ersetzen die gestrichenen
Koordinaten wieder durch die urspriinglichen und dividieren noch durch aq (falls von
Null verschieden) bzw. 2a,,.

Insgesamt konnen folgende drei Félle auftreten:

0  (Falll)

P r
Z dx? — Z dir? =< 1 (Fall 2)
i=1 i=p+1 zr41  (Fall 3).

In den folgenden Tabellen geben wir eine Ubersicht iiber alle Quadriken fiir n = 2
(quadratische Kurven) und n = 3 (quadratische Fldchen), dabei sind dy,... durch
a,b,cund x1,... durch x,y, z ersetzt:

n=2
(p,7) | Fall 1 Fall 2 Fall 3
(2,2) | ax*+by* =0 |az®+by*=1

Punkt Ellipse

(1,2) | azx®* —by? =0 |az®—by*=1
Geradenpaar Hyperbel

0,2) | —az* —by* =0 | —ax? —by* =1

Geradenpaar leer
(1,1) | az®* =0 ar® =1 ar® =y
Gerade parallele Geraden | Parabel
(0,1) | —az*=0 —ar? =1 —ar® =y

Punkt leer Parabel
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n=3
(p,r) || Fall 1 Fall 2 Fall 3
(3,3) | az?+by?+c22=0 |ax® +by’>+c2? =1
Punkt Ellipsoid
(2,3) || ax® +by* —cz? =0 |ax® +by* —cz? =1
Doppelkegel einschaliges Hyperboloid
(1,3) | ax? —by? —cz? =0 |az? —by* —c2* =1
Doppelkegel zweischaliges Hyperboloid
(2,2) || ax® +by?> =0 ar’ + by’ =1 ar?® +by? = 2
Gerade elliptischer Zylinder Paraboloid
(1,2) | ax® —by?> =0 ar® — by’ =1 ar?® —by? = 2
schneidende Flachen | hyperbolischer Zylinder hyperbolisches Paraboloid
(1,1) | ax®> =0 ar® =1 ar® =y
Ebene parallele Ebenen parabolischer Zylinder




6.4. KLASSIFIKATION DER QUADRIKEN

95



96

KAPITEL 6. BILINEARFORMEN



Kapitel 7

Determinanten

7.1 Existenz und Eindeutigkeit

Es sei (A4, V) ein affiner Raum; wir wollen den Begriff des Flacheninhalts fassen.

Sei dazu O ein Punkt und seien v, w Vektoren, diese bestimmen ein Parallelogramm
mit den Eckpunkten O, O+v, O+w, O +v+w, dessen ,, Flacheninhalt“ wir mit F'(v, w)
bezeichnen wollen. Der Flicheninhalt soll die folgenden Eigenschaften haben:

1. F(rv,w)=rF(v,w)=F(v,rw) (r e R),
3. Flv,w+w')=F(v,w)+ F(v,w'),
4.

=

(

2. Flvo+v,w)=F(v,w)+ F(v', w),
(v
(

v,v) =
Diese Forderungen haben zu Folge, dafl gilt
0=Fv+wv+w)=F(v,v)+ F(v,w)+ F(w,v) + F(w,w) = F(v,w) + F(w,v),

d.h. der Fldcheninhalt, falls es so eine Funktion tiberhaupt gibt, ist ,,orientiert®.

Sei {e1,e2} eine Basis von V und
U =T1€1 + 7262, W= S1€1 + S22,
dann ist

F(v,w) = F(rie; + raeq, s1€1 + S9€9)
= 7’1$1F(€1, 61) + T1$2F<€1, 62) + T281F<€2, 61) + T282F(€2, €2)
= (1182 —ras1)F(e1, €2),
d.h. wir brauchen nur den Flicheninhalt des Parallelogramms, das von eq, ey aufge-

spannt wird, festzulegen und kénnen F'(v,w) aus den Koordinaten der Vektoren be-
rechnen.

97
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Der Term 759 — 1951 wird als Determinante der aus den Koordinatentupeln gebildeten

Matrix
(T‘l S1 >
To9 So
bezeichnet.
Wir wollen dies verallgemeinern:
Definition: Eine Funktion F : (M,;)" — R heiit Multilinearform, wenn fiir fixierte
a; € My jede Abbildung
Fi(v) = F(ay,a9,...,a;-1,0,Q41,...,a,) : My — R
linear ist. Eine Multilinearform heifit alternierend, wenn F'(aq,...,a,) = 0 ist, falls
{ai,...,a,} linear abhingig ist.

Wir fassen Multilinearformen meist als Abbildungen von M,,,, in R auf und sagen dann,
daB sie linear in den Spalten der Matrix sind.

Definition: Eine alternierende Multilinearform D : M,,, — R, deren Wert auf der
Einheitsmatrix E gleich 1 ist, heiit Determinante vom Grad n.

Wie oben beim Flicheninhalt erhalten wir nun aus der Definition folgende Eigenschaf-
ten alternierender Multiplinearformen:

1. F(...,a,...,a,...) =0,

2. Beim Vertauschen von Spalten dndert sich das Vorzeichen:
0=F(..,a+b,...,a+b,...)=
F(...,a,...;a,.. )+F(..;a,...;b,.. )+F(..,b,...;a,...)+F(....b,...,b,...),
also gilt

Flay,...,a;,...,65,...,a,) = —F(ay,...,a5,...,a;,...,0,).

3. Elementare Spaltenoperationen dndern den Wert nicht:
F(ay +rag,aq,...,a,) = F(ay,aq,...,a,) +rF(az,as,...,a,)
und der zweite Summand ist null.

4. Wenn f eine Multilinearform mit der Eigenschaft f(...,a...,a...) = 0 ist, so
ist f altenierend, denn wenn von den Vektoren vy, ..., v, einer eine Linearkom-

bination der iibrigen ist, so kann man durch elementare Operationen zwei gleich
Vektoren herstellen.

Satz 7.1.1 FEs gibt eine Funktion D : M,, — R, die eine Determinante vom Grad n
15t.
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Beweis: Wir fithren die Induktion iiber n.

Fiir n = 1 kénnen wir M;; = R annehmen, dann setzen wir D = id, diese Funktion
erfiillt die Bedingungen. Sei D eine Determinante vom Grad n — 1, wir konstruieren
eine Determinante D’ vom Grad n wie folgt:

Sei A = [a;j] eine n x n-Matrix; die (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die aus A entsteht, wenn
die ¢ — te Zeile und die j — te Spalte gestrichen wird, bezeichnen wir mit A;;. Sei nun
1 eine beliebige Zahl zwischen 1 und n, dann setzen wir

D'(A) = (=1)an D(An) + (=1)*2aD(As) + ... + (—1) " az D(Asy)

(diese Formel heifit Laplacescher Entwicklungssatz fiir die i-te Zeile).
Wir zeigen nun die Linearitdt der Abbildung D’ in den Spalten. Betrachten wir die
erste Spalte a; von A und halten as, ..., a, fest:
In A;; kommt die erste Spalte von A gar nicht vor, also ist D(A;;) konstant und die
Abbildung

A — (1) agD(Axn)

ist offenbar linear. Weiter sind D(A;»), ..., D(A;,) nach Induktionsvoraussetzung linear
in der ersten Spalte und die Faktoren a;o, . .., a;, hdngen von der ersten Spalte von A
nicht ab, also sind auch die Abbildungen

A — (—1)i+ja,~jD(Az~j)

fiir j > 1 linear in der ersten Spalte von A. Folglich ist D’(A) als Summe linearer
Abbildungen in der ersten Spalte von A linear. Die Linearitdt in den anderen Spalten
zeigt man analog. Wir priifen noch, ob D’ alternierend ist. Wir haben oben gezeigt, daf3
dies dann erfiillt ist, wenn der Funktionswert einer Multilinearform fiir solche Matrizen
verschwindet, bei denen zwei Spalten iibereinstimmen. Sei oBdA a; = as, dann ist

D'(A) = (=1)an D(An) + (—=1)™*2aD(Ap) + 0,

da die restlichen A;; zwei gleiche Spalten besitzen. Nun ist a;; = a;5 und A;; = Ao und
beide Summanden haben unterschiedliche Vorzeichen, also ist D'(A) = 0.

Schliefllich ist D'(E,) = 0, wie man leicht sieht. O
Zum Beispiel wire
pfa b\ _
D(C d>—a d—b-c
und L 9 3
D4 5 6 :1~D<5 6)-20(4 6>+3~D<4 5).
73 9 8 9 7 8 7 8

Fiir die folgenden Betrachtungen brauchen wir einen neuen Begift:

Definition: Die Menge aller bijektiven Abbildungen der Menge {1,...,n} in sich wird
mit S,, bezeichnet, ihre Elemente heiflen Permutationen.

Permutationen kann man multiplizieren, genauer gesagt: Das Produkt (die Nachein-
anderausfiihrung) zweier bijektiver Abbildungen von {1,...,n} in sich ist wieder eine
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derartige Abbildung, die identische Abbildung ist bei dieser Multiplikation ein neu-
trales Element und zu jeder Abbildung f : {1,...,n} — {1,...,n} ist die Abbildung
f~tinvers, d.h. fo f~! = f~'o f = id. Dariiberhinaus gilt fiir die Multiplikation das
Assoziativgesetz. Wir sagen, die Menge S,, ist eine ,,multiplikative Gruppe®, sie wird
auch als die Symmetrische Gruppe vom Grade n bezeichnet.

Nun beweisen wir den
Satz 7.1.2 Es gibt genau eine Determinante vom Grad n.

Beweis: Sei D : M,,, — R eine Determinante, also ist D(A) fiir eine Matrix A € M,
eine in den in den Spalten von A lineare Funktion. Wir bezeichnen die Spalten von A
mit a; = Y aj;e;, dann ist

D(A) = D(Y_ aj0)1€51)s -+ D Gjm)mn€itm) = D Ai0).1 - - - Giyn D (€51, - - - €j(m))

wobei die Summation iiber alle Indexsysteme (j(1),...,j(n)) zu erstrecken ist. Nun ist
aber D(ejy, - --,€jm)) = 0, wenn nicht alle Indizes voneinander verschieden sind, also
sind nur die Summanden von Interesse, wo {j(1),...,7(n)} = {1,...,n} ist, d.h. wo

die Zuordnung k& — j(k) eine Permutation ist, also ist

D(A) = apayi - - - apmynD(epa), - - - €pm)),

wo iiber alle Permutationen p € S,, zu summieren ist. Der Faktor

D(eprys - - -5 €p(n))

ist die Determinante einer Matrix, die aus der Einheitsmatrix durch gewisse Vertau-
schungen der Spalten hervorgeht, wegen der Festlegung D(E) = 1 ist er also gleich 1
oder —1, diese Zahl wird als Signum sgn(p) der Permutation p bezeichnet.

Folglich ist

D(A) = > ayyr - i, nsgn(p),

PESh

diese Formel heifit ,,Leibnizsche Definition“ der Determinante. O

Wir haben also eine explizite Formel fiir die Funktion D gefunden, also gibt es genau ei-
ne Determinantenfunktion vom Grade n. Die somit eindeutig bestimmte Determinante
einer Matrix A wird mit det(A) oder auch kurz mit | A | bezeichnet.

Wir erhalten noch die

Folgerung 7.1.1 Die obige Laplacesche Formel ergibt fiir jeden Zeilenindez i densel-
ben Wert D(A).

Satz 7.1.3 Sei F': M,,, — R eine alternierende Multilinearform, dann gilt

F(A) = det(A)F(E).
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Der Beweis verlduft analog. O

Obwohl die Leibnitzsche Formel die explizite Berechnung von D(A) gestattet, ist sie
doch nur fiir kleine Werte von n (etwa n = 2 oder 3) zu gebrauchen, fiir n = 2 ergibt
sich der anfangs angegebene Wert, fiir n = 3 gibt es eine leicht zu merkende Formel (die
sSarrussche Regel“) zur Determinantenberechnung, die wir hier nicht angeben wollen
(Schreiben Sie doch einfach alle sechs Summanden einer Determinante vom Grade 3

auf).

Fiir groflere Werte von n ist die Leibnitzsche Formel zu unhandlich, es wéren ja (n—1)n!
Multiplikationen und n! — 1 Additionen notig. Besser ist die Formel von Laplace ge-
eignet, wenn sie geschickt verwendet wird; wird sie aber nur stur (etwa durch einen
Computer) angewandt, werden allerdings ebensoviele Rechenoperationen ausgefiihrt.
Wir wissen allerdings, dafl sich der Wert einer Determinante bei elementaren Spalten-
operationen nicht oder (bei Spaltenvertauschungen) nur um das Vorzeichen dndert. Mit
Hilfe von etwa n® Spaltenoperationen kénnen wir eine Matrix A in eine Dreiecksform

uberfithren:
a1 0 ... 0

det(A) = det( ),
QAn1 oo Qpn

und wenn wir jetzt einen Blick auf die Leibnitzsche Formel werfen, sehen wir, dafl die
Summanden fiir fast alle Permutationen gleich Null sind, da ein Faktor ay;); Null ist.
Nur die identische Permutation p = id liefert einen (evtl.) von Null verschiedenen Wert,
also gilt fiir eine Dreieckmatrix A

det(A) = a1 .. -App-

7.2 Eigenschaften und Anwendungen
Wir beweisen zuerst den

Satz 7.2.1 (Multiplikationssatz) Seien A, B zwei n x n-Matrizen, dann gilt
det(AB) = det(A) det(B).

Beweis: Sei B = (by,....,b,), die Spalten von AB sind dann Abs, ..., Ab,, also ist
det(AB) = det(Aby, ..., Ab,). Wir setzen F(by,...,b,) = det(Aby,...., Ab,).
Die Abbildung F': M,, — R ist multilinear:

F(by + 10y, ba,...,b,) = det(A(by +rby), Abs, .. .)
= det(Ab +rAb,...)
= det(Aby,...) + rdet(Ab],...)
= F(bi,...,b)) +7F (W, ... . by).

Die Abbildung F'ist auch alternierend: Sei {b1, ..., b, } linear abhéngig, d.h. rg(B) < n,
dann ist rg(AB) < rg(B) < n, also sind die Spalten von AB linear anhéngig, d.h.
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det(AB) = F(B) = 0, also nach der obigen Verallgemeinerung

det(AB) = F(B)

= det(B)F(FE)

= det(B)det(Aey, ..., Ae,)

= det(B)det(A)

= det(A)det(B). O
Wir betrachten folgenden Spezialfall: Seien p und ¢ Permutationen aus S, und A =
(ep(1)s - - - Ep(m)) SOWiE B = (eq(1y, - - -, €q(n)) Matrizen, die aus der Einheitsmatrix durch
Vertauschen der Spalten entstanden sind. Wie sieht dann AB aus? Wir fassen dazu A
und B als Darstellungsmatrizen linearer Abbildungen des R" beziiglich der kanonischen
Basis auf: Die zu B gehérige Abbildung bildet e; in e4;) ab, zu A gehért die Abbildung,
die e; in e,(;) abbildet. Der Matrix AB entspricht das Produkt dieser Abbildungen,

wobei e; in epq()) tberfithrt wird. Also ist AB = (epg(1), - - -, €pg(n)) und wir erhalten
die Folgerung

Folgerung 7.2.1 sgn(pq) = sgn(p) sgn(q), sgn(p) = sgn(p™").
Beweis: Dies folgt aus dem Multiplikationssatz. O

Satz 7.2.2 Die Determinantenfunktion ist auch eine multilineare alternierende Funk-
tion der Zeilen.

Beweis: Wir zeigen, dafl det(A) = det(AT) gilt. Sei also A = (a;;), B = AT = (b;;) mit
bij = aj;. Wenn P eine Permutation ist und p(i) = j gilt, so ist a; i) = ap-1(;),; - Dann
1st
det(B) = Z sgn(p) bp(1)71 .. -bp(n),n
pESH

= 2. 580(p) arp() - Onp)

= > sgn(p) ap-1(1)1 - - - Gp-1(n)m

= D> 1 €Susgn(pT) Gy - Gpiinyn

= det(A4)O

Wir wissen, dafl det(A) = 0 gilt, wenn die Spalten von A linear abhéngig sind. Gilt
aber auch die Umkehrung 7

Satz 7.2.3 Sei A € M,,,, genau dann ist det(A) # 0, wenn der Rang von A gleich n
15t.

Beweis: (=) Klar nach Definition.
(<) Sei rg(A) = n, dann 148t sich A durch Zeilen und Spaltenoperationen, die die
Determinante ja nicht veréndern, in Diagonalform

1 0... 0

0o ... r,

mit r; # 0 bringen, dann ist det(A) =ry...7r, # 0. O
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Satz 7.2.4 (Cramersche Regel) Das Gleichungssystem Ax = b, genauer
Zaijxj :bi7 1= 1,...,n
j=1

mit der quadratischen Koeffizientenmatriz A hat genau dann eine eindeutig bestimmte
Lésung, wenn det(A) # 0 ist. Diese Losung ist durch

Tk det(A) ) ) y T
b
gegeben, dabei entsteht die Matrixz Ay, aus A dadurch, daf$ das n-tupel | ... | anstelle
bn

der k-ten Spalte in A eingetragen wird.

Beweis: Eine eindeutig bestimmte Losung existiert genau dann, wenn rg(A) = rg(A,b) =
n ist, d.h. es mufl det(A) # 0 sein. Sei nun (zy,...,z,) diese Losung. Dann gilt
> a;jw; = b;. Wir betrachten

det(Ay) = det(ay,...,ap_1,b,a841,-..,0a,)

= det(ar,...,an-1, Y 4T, api1, ..., Q)

= Y det(an,...,a51,a;, i1, .., )T,

= det(A)xyg,
da det(ay,...,ap_1,a;, agy1,...,a,) = 0 flir j # k ist. Damit ist die obige Formel
bewiesen. O

Wir wenden uns noch einmal dem Laplaceschen Entwicklungssatz zu:

det(A4) = (—1)"ay; det(A;),

J

dabei ist ¢ eine (beliebige) Zahl zwischen 1 und n und A;; entsteht aus A durch Streichen
der i-ten Zeile und der j-ten Spalte.
Nun éndern wir diese Formel nur an einer Stelle und fragen, ,,was dann herauskommt“:

? =3 "(=1)"a,; det(Ay;) mit k # .

J

Wir kénnen den Wert durch Anwendung der Laplaceschen Formel bestimmen, dies ist
doch die Determinante der Matrix, deren k-te Zeile gleich [a;1, . . ., a;,] ist, die nach der
k-ten Zeile zu entwicklen ist. Diese Determinante hat aber den Wert 0, da zwei Zeilen
der Matrix iibereinstimmen.
Nun interpretieren wir die Formeln (1) und (2) als ein Matrixprodukt, sie lauten zu-
sammengefaflt

Z(—l)kﬂa” det(Ak]) = 5zk det(A)
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und besagen dann, dafl

1
det(A)

(1) det(Ay,)) =A™

wir haben damit eine explizite Formel fiir die Inverse einer reguldren Matrix gefunden.
Wir wenden uns noch dem ,klassischen Rangbegriff zu.

Definition: Ein s-Minor einer beliebigen (rechteckigen) Matrix A ist die Determinante
einer s x s-Untermatrix von A, die durch Streichen gewisser Spalten und Zeilen von A
entstanden ist.

Satz 7.2.5 Die grifste Zahl s, fiir die es einen von Null verschiedenen s-Minor von A
gibt, ist gleich dem Rang von A.

Beweis: Sei oBdA A = <f :) in Blockmatrizen zerlegt, die linke obere Untermatrix

B sei eine s x s-Matrix mit det(B) # 0. Dann sind die Spalten von B linear unabhéngig,
also sind auch die ersten s Spalten von A linear unabhéngig, demnach ist rg(A) > s.

Wir zeigen nun: Wenn rg(A) = r ist, so existiert ein von Null verschiedener r-Minor
von A. Sei A = (aq,...,a,), oBdA sei {ai,...,a,} linear unabhéngig. Wir setzen
B = (ay,...,a,),dann ist natiirlich rg(B) = r, also besitzt B auch r linear unabhéngige
Zeilen, diese Zeilen aus B bilden zusammen eine 7 x r-Untermatrix vom (Zeilen-)Rang
r, also mit von Null verschiedener Determinante. O

Es folgen einige Resultate iiber die Determinanten spezieller Matrizen.

Wir unterteilen eine Matrix A wie folgt in Teilmatrizen auf:

(2 5)

wobei B € M,_1,-1, a € R, z eine Zeile und s eine Spalte ist. Wenn dann a # 0 ist,

so gilt
<a z)<1 —§z>_<a 0 )
s B 0 E ) \s —%serB ’
also
Satz 7.2.6 . .
det(A) = a-det(—=sz + B) = — det(B — sz).0
a a—

Satz 7.2.7 Sei A € M,, eine schiefsymmetrische Matriz (d.h. AT = —A) und n eine
ungerade Zahl, dann gilt det(A) = 0.

Beweis: det(A) = det(AT) = det(—A) = (—=1)"det(A) = —det(A). O

Satz 7.2.8 Sei A € M, eine schiefsymmetrische Matriz und n eine gerade Zahl, dann
gilt det(A) > 0.
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Beweis: Die Diagonaleintriage einer schiefsymmetrischen Matrix sind Nullen. Wenn an
der Stelle (1,2) etwas von Null verschiedenes steht, so iiberspringen wir die folgenden
Operationen. Sei in A an der Stelle (7, j) ein von Null verschiedener Eintrag a vor-
handen, und es sei P die Permutationsmatrix, die die Stellen j und 2 miteinander
vertauscht. Dann gilt det(PAP) = det(A) und PAP hat folgende Gestalt:

0 a
—a 0 B
- BT C
. 0 a .
Wenn wir S = (—a O) setzen, so gilt

( E 0)( S B) (E —S—lB)
BTs-! E)\-BT (C 0 E
_(S B >(E —SlB>
~\0 BTS'B+C 0 E

B (S 0 >

~\0 BTS'B+C
und deren Determinante ist gleich a? - det(BTS™'B + ('), die Matrix C ist schiefsym-
metrisch und es ist

(BTs'B)Y = B's'T"B=-BTS'B,

also ist die , Restmatrix®“ schiefsymmetrisch und wir erhalten das Resultat durch In-
duktion.

Satz 7.2.9 (Vandermondsche Determinante)

1 oz 22 ... 2!
det . .2. ) = H(SE‘Z — .’L'J)
n— L L
1 @z, x, ... o i>j

Beweis: Wir subtrahieren das z;-fache der i-ten Spalte von der (i+ 1)-ten und erhalten

1 0 0 0
det 1 zo—x a(ve—a1) ... a3 *(zg— 1) ’
1 z,—m wp(zy—21) ... 2" %z, — 1)

deren Determinante hat den Wert

1 zo a3 2
(x9g —x1) -+ (v, — x1) det
1 =z, 22 ... o712

und wir erhalten wieder durch Induktion das Resultat. O
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Zum Schlufl wollen wir noch einem Endomorphismus f : V' — V eines Vektorraums
V' eine Determinante zuordnen. Dazu wéhlen wir irgendeine Basis B von V', sei M =
App(f) die Darstellungsmatrix von f; wir konnen nun det(M) bilden, aber hangt das
nicht sehr von der Wahl der Basis B ab? Sei also M’ die Darstellungsmatrix von f
beziiglich einer anderen Basis von V', dann ,unterscheiden® sich M und M’ um eine
reguldre Matrix X:

M=X'TMX

und damit ist det(M) = det(X)~! det(M’) det(X) = det(M) von der Wahl der Basis
unabhéngig. Wir setzen also det(f) = det(M).

7.3 Aufgaben

1. Berechnen Sie:

1 3 2 1
31 30
a) det L1 0 1
2 0 4 2
1 1 1 1
1 -1 -1 1
b) det 1 -1 1 -1
1 1 -1 -1

2. A und B seien 2 x 2-Matrizen.
a) Geben Sie ein Paar A, B an, fiir das gilt: det(A + B) = det(A) + det(B).
b) Geben Sie ein Paar A, B an, fiir das gilt: det(A + B) # det(A) + det(B).

3. Losen Sie das Gleichungssystem Ar = b mit Hilfe der Cramerschen Regel:

3 2 4 1
a=12 -1 1]10=-10
1 2 3 1

4. * Aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz leite man her, dafi die Inverse einer
reguldren 3 x 3-Matrix A folgendermaflen berechnet wird:

detAn —detA21 detA31
Al = de%A —detA12 detA22 —detA32
detA13 —d@tAgg, detA33




Kapitel 8

Dreidimensionale Geometrie

Zum Beginn wollen wir die Eigenschaften einer speziellen Sorte von 2 x 2-Matrizen
iiber dem Korper R der reellen Zahlen untersuchen.
Es sei

cz{(_“b 2) la,b e R},

diese Menge bildet offenbar einen zweidimensionalen R-Vektorraum. Wir stellen fest,
da auch das Produkt zweier Matrizen aus C ein Element von C ist:

<a b)(c d>_<ac—bd ad+bc>
b a)\—-d ¢) \—bc—ad ac—bd)’
Fir A,B € C gilt AB = BA, es ist det (_ab 2) = a® + b%, also ist jede von der

. . ) ) ) ) b\ .
Nullmatrix verschiedene Matrix aus C invertierbar und die Inverse ag—}rbg (bC; ) ist

wieder ein Element aus C. Also ist C ein Korper. Die Matrizen

1 0 0 1
E—(O 1) und[—(_1 O)

bilden eine Basis des Vektorraums C, es gilt E? = E und I? = —F, also ist die
Zuordnung k : C© — C mit k(a + bi) = aE + bl ein Isomorphismus.

Die komplexen Zahlen vom Betrag 1 sind von der Form cos(«) + isin(«), ihnen ent-
sprechen die Drehmatrizen ( cos(a) sm(a)) . Seien nun ( cos(a) - sin(a) ) und

‘ —sin(a) cos(a) —sin(a) cos(a)
( cos(f)  sin(f)
—sin(/j) ~cos(f)

um den Winkel a + 3, aus dieser Produktmatrix liest man die Additionstheoreme fiir
die Winkelfunktionen ab:

(St i) (S o)

_ ( cos(a) cos(f) — sin(a) sin(F)  cos(a) sin(B) + sin(w) cos(ﬁ))
— cos(a) sin(B) + sin(a) cos()  cos(a) cos(F) — sin(a) sin(3)

) zwei Drehmatrizen, dann gehort zu ihrem Produkt die Drehung

107
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(e el )

Die Konstruktion des Korpers C der komplexen Zahlen als Korper von Matrizen kann
man wie folgt verallgemeinern:
Es sei

H = {(_al_) 2) | a,b e C}.
Satz 8.0.1 Fir h,ge H,r € R gilt
1. h+g€e™H,
2. —h € H (also ist H eine additive Untergruppe von May(C)),
rh € H (also ist H ein R-Vektorraum, es ist dimp (H) = 4),

hg € 'H,

SRS

h=' € H (man kénnte meinen, daH ein Kérper ist; vergleichen Sie die Kdrpe-
raziome auf S. 1, aber:)

6. das Kommutativgesetz der Multiplikation gilt nicht.

Beweis: Wir zeigen nur 3):

<a b)<c d)_(ac—bJ ad+bc) -
~b a)\—-d ¢) \~bc—ad ac—bd)"
Eine Menge, in der eine Addition und eine Multiplikation definiert ist, so dafi aufler

dem Kommutativgesetz der Multiplikation alle Korperaxiome gelten, nennt man einen
Schiefkorper oder eine Divisionsalgebra.

Satz 8.0.2 Die Matrizen

o= (3 )= D=0 )= (%)

bilden eine R-Basis von H und es gilt

F’=E, I’=J*=K?=-E,

IJ = K, JK = I, KI = J,
JI = -K, KJ = —-I, IK = —J.
Den Beweis fithrt man durch Nachrechnen. O

Wir wollen die Schreibweise vereinfachen: Wir setzen £ = 1,1 = i(also L(E,I) =
L(1,7) = C) und weiter J = j, K = k und bezeichen den von 1,4, j,k erzeugten
Verktorraum mit

H={a+bi+cj+dk|ab,cdecR},
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die Elemente von H heiflen Quaternionen. Dieser Schiefkérper wurde von Hamilton im
Jahre 1843 entdeckt, nachdem er jahrelang vergeblich versucht hatte, eine umkehrbare
Multiplikation in einem dreidimensionalen Vektorraum zu definieren. Da es sich bei der
Quaternionenmultiplikation um die Multiplikation spezieller Matrizen handelt, ist die
Giiltigkeit des Assoziativgesetzes vollig klar. Das konnte Hamilton aber nicht wissen,
denn die Matrixmultiplikation wurde erst 1858 eingefiihrt.

Sei a = ay + asi + agj + ask ein Quaternion, dann nennen wir a; seinen skalaren Anteil
und ast + azj + ask seinen vektoriellen Anteil, wir stellen uns den vektoriellen Anteil als
einen ,richtigen* Vektor (einen Pfeil) im von 14, j, k aufgespannten dreidimensionalen
Raum vor, dabei moge (O, i, j, k) ein rechtwinkliges (karthesisches) Koordinatensystem
sein.

Wir betrachten nun das Produkt zweier vektorieller Quaternionen a = asi 4 asj + a4k
und b = bQZ + b3j + b4/{72

(CIQi + Cl3j + CL4/{7) (bQZ + b3j + b4/{7) =

_(a2b2 + a3b3 + CL4b4)
+(asby — agbs)i + (agby — asby)j + (azbs — azbe)k.

Den Ausdruck
< a, b>= CLQbQ + a3b3 + a4b4

nennt man das Skalarprodukt der Vektoren a und b, den Ausdruck
a X b= (asby — asbs)i + (asbs — asby)j + (agbs — azbs)k
nennt man das Vektorprodukt von a und b . Also gilt
ab=—<a,b>+4a xb.

Wir werden sofort den Zusammenhang mit den Produkt-Konstruktionen herstellen, die
Sie in der Schule kennengelernt haben.
Wenn wir ein Skalarprodukt durch

<a,b>=|al|b|cos(a)

einfithren, wobei | a | die ,,Lénge“ des Vektors a ist und « den zwischen a und b einge-
schlossenen Winkel bezeichnet, so haben wir die Ubereinstimmung beider Definitionen
Zu zeigen.

Sei A =0 + asi + asj + ask und B = O + byi + b3j + byk, wir betrachten das Dreieck
OAB . Dessen Seiten haben folgende Léngen:

| OA|= /a3 + a3 + ai,
| OB |= \/ b3 + b§ + b3,

| AB |= /(b — a2)? + (bs — a3)? + (by — a)?.
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Nach dem Cosinussatz gilt
[b—a’=lal"+[b[*+2]a|lb] cos(a),

also
<b2 — a2)2 -+ (b3 — CL3)2 —+ (b4 — a4)2 =

as+ai+ai+b3+b54+b5+2]al|lb]cos(a)

und daraus folgt
asbs + asbs + asby =| a || b | cos(a).

Wie man leicht nachrechnet, hat das Skalarprodukt folgende Eigenschaften:
l. <a+bc>=<a,c>+ <bc>,
2. <ra,b>=r<ab> (reR),
3. <a,b>=<ba>,
i a|=y=a@as,
5. (a,b>=0 gdw. a L b.
Das Vektorprodukt
a X b= (agby — asb3)i + (asby — asby)j + (azbs — azby)k

kann formal als Deteminante geschrieben werden, wenn man némlich die Determinante

1 j  k
det | ay a3 au
by by by

nach der ersten Zeile entwickelt, erhédlt man gerade axb.
Aus den Determinanteneigenschaften erkennen wir sofort

1. (a+rb) xc=axc+rbxc(reR),
2. axb=-bxa,
3. a x b=o0 gdw. {a,b} ist linear abhéngig,

4. Der Vektor a x b steht senkrecht auf a und auf b.

Beweis: Wegen ab = — < a,b > +a x b folgt a x b = ab + < a,b > und speziell
a’>=—|al? also
ala x b) =a(ab + < a,b>) =a’b+ <a,b>a=—|al’ b+ <a,b>a,

dies ist ein vektorielles Quaternion, folglich ist das Skalarprodukt (der skalare
Anteil des Produkts) von a und a x b gleich Null:

<a,axb>=0.
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5. Der Betrag des Vektors a x b ist gleich dem Flacheninhalt des Parallelogramms,
das durch a und b aufgespannt wird.

Beweis: Es ist

laxb|*> = (asby — ashs)? + (asbs — azby)* + (asbs — asby)?
= (a3 + a3+ a3) (b3 + b5 +b]) — (azby + aszbs + asby)?
= |al|b|*—<ab>?
= JaP[b] = al b co(a)

= |a’lb]?sin®*(a).

Diese Konstruktionen erlauben interessante geometrische Anwendungen.
Die Menge der Punkte P = (z,v, z), deren Koordinaten eine lineare Gleichung

ar+by+cz+d=0
erfiillen, ist eine Ebene E. Sei P; = (x1,y1, 21) ein fixierter Punkt von F, also
ary +by; +cz +d=0,

es folgt
a(r —x1) + by —y1) +c(z —21) =0.

Wenn wir den Vektor
n = (a,b,c)
—
und den Verbindugsvektor PP; verwenden, so gilt

—
<n,PP;>=0fur alle P € E,

d.h. der Vektor n = (a, b, ¢) steht senkrecht auf der durch die Gleichung ax+by+cz+d =
0 gegebenen Ebene, man nennt ihn einen Normalenvektor.

Wenn zwei Ebenen F; und E5 einen gemeinsamen Punkt P, besitzen, so lauten ihre
Gleichungen

—

<n1,PPO>:ObZW. <Tl2,PP0 >=0,

wobei ny, ny jeweils Normalenvektoren der Ebenen sind. Wir suchen die Schnittgerade
E7 N Esy . Thre Richtung ist senkrecht zu n; und zu ns, also lautet ihre Parameterdar-
stellung

P:P0+’I’L1 Xng't, t € R.

Der Abstand eines Punkts P; von einer Geraden, die durch eine Parameterdarstellung
P=Py+a-t,teR

gegeben ist, ist gleich der Hohe im von den Vektoren a und b = PyP; aufgespannten
Parallelogramms, also gleich | b | sin(«) oder gleich

laxb|/|al.
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Fiir die Multiplikation von Quaternionen gilt das Assoziativgesetz. Nun seien speziell
a, b, ¢ vektorielle Quaternionen, dann gilt

a(bc) = —a < b,c>4a(bxc)=—a<bec>—<abxc>+ax(bxc),

(ab)c=—<a,b>c+ (axbc=—<a,b>c—<axbec>+(axb)xec.

Die skalaren Anteile miissen iibereinstimmen, dies nennt man das Spatprodukt der
Vektoren a, b, c; es ist gleich

o a3 Q4
det b2 b3 b4 s
C2 C3 (4

wie man durch Entwicklung sieht, also gleich dem Volumen des ,,Spats“, der von den
Vektoren a, b, ¢ aufgespannt wird.

Lemma 8.0.1 Die Vektoren a,b, c liegen genau dann in einer Ebene, wenn
<a,bxc>=0 ist. O

Wenn wir die vektoriellen Teile der Produkte betrachten, erkennen wir, daf§ das Vek-
torprodukt nicht assoziativ ist. Vielmehr gilt die sogenannte Jacobi-Identitét

ax (bxec)+bx(cxa)+ex(axb) =o.



Kapitel 9

Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei f:V — V ein Endomorphismus des Vektorraums V. Wir fragen uns, ob es einen
Vektor v € V' gibt, der unter der Wirkung von f seine Richtung nicht dndert, fiir den
es also eine Zahl z gibt, so daf§ f(v) = zv gilt. Solch einen Vektor v nennen wir einen
Eigenvektor von f, die Zahl z heifit der zugehorige FEigenwert. (Trivialerweise hat der
Nullvektor die oben genannte Eigenschaft, ihn wollen wir aber ausdriicklich nicht als
Eigenvektor ansehen.)

Sei nun z ein Eigenwert von f, d.h. es gibt ein v # 0 aus V mit f(v) = zv. Dann sei
V, die Menge aller v € V mit f(v) = zv (einschlieSlich des Nullvektors), V, heiit der
Eigenraum von f zum Eigenwert z.

Dies wird durch das folgende Lemma gerechtfertigt:
Lemma 9.0.2 V, ist etn Unterraum von V.

Beweis: Seien vy, vo Eigenvektoren von f (oder Null), d.h. f(v;) = zv;, dann gilt f(v; +

rv9) = f(v1) + rf(ve) = 2v1 + rzve = 2(vy + 1v9) fur beliebige r € R. 0
Satz 9.0.3 Seien zq, ...z, paarweise verschiedene FEigenwerte von f und vy,..., v,
zugehorige Eigenvektoren, dann ist {vy, ..., vy} linear unabhingig.

Beweis: Induktion iiber m : {v;} ist linear unabhéngig, da v; # o ist.
Sei der Satz also fiir m — 1 verschiedene Eigenvektoren bewiesen. Wir nehmen an, dafl
Um = T101 + ... + " 1Up—1 ist und wenden f an:

f(um) = 2mom
= ZmTU1+ ...+ 2" m_1Um—1
= f(rui+...+Tm_1Um_1)
= 1M1+ ...+ Zm-1"m-1Um—1-
Aus der linearen Unabhéngigkeit von {vy, ..., v,_1} folgt z; =z, firi =1,...,m—1,
ein Widerspruch. O

Nach diesen abstrakten Betrachtungen wollen wir uns der Frage stellen, ob denn Ei-
genvektoren und -werte wirklich existieren (das sollte man eigentlich zuerst tun). Dazu
iibertragen wir die gesamte Problematik in die Sprache der Matrizen.
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Definition: Sei A eine Matrix aus M,,, und v = (vy,...,v,)T # o ein Spaltenvektor
aus R", dann heiffit v Eigenvektor von A, wenn eine Zahl z existiert, so dafl Av = zv
gilt. Die Zahl z heif3t der zu v gehorige Eigenwert.

Die Bedingung Av = zv ist dquivalent zu
(A= zE)v = o,

dies ist ein homogenes Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix A — zF und den
Unbekannten vy, ..., v,, wie wir wissen, existiert genau dann eine nichttriviale Lésung,
wenn rg(A — zE) < n ist. Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn

det(A—zE) =0

gilt.

Wenn wir z als Variable auffassen, so ist det(A — zFE) ein Polynom in z vom Grade n,
es wird als das charakteristische Polynom c4(z) von A bezeichnet.

Schauen wir uns das charakteristische Polynom einer Matrix genauer an, wir bezeichnen
die Koeffizienten (bis aufs Vorzeichen) mit ¢;:

ca(z) = (=1)"2" + (=1D)" e 2" L+

Man sieht sofort, daf§ ¢, = det(A) ist, daraus folgt, dafl die Zahl 0 genau dann ein
Eigenwert der Matrix A ist, wenn det(A) = 0 ist. Weiter gilt ¢; = a1 +a +. ..+ apy-
Die Summe der Diagonalelemente von A, also ¢;, heifit die Spur Sp(A) von A.

Sei nun f : V — V ein Endomorphismus, B eine Basis von V und F = Agg(f)
die Darstellungsmatrix von f. Dann setzen wir c¢f(z) = cp(2z) und nennen dies das
charakteristische Polynom von f. Zur Rechtfertigung beweisen wir das

Lemma 9.0.3 Die Koeffizienten von cs(z) sind unabhingig von der Wahl der Basis
B.

Beweis: Sei C' eine andere Basis von V und F’ die entsprechende Darstellungsmatrix,
dann gilt F' = X 'FX fiir eine gewisse regulire Matrix X. Es gilt

cp(z) = det(X 'FX —2E)
= det(X YF — zF)X)
= det(X )det(t — zE) det(X)
= det(X) 'det(X)cr(2)
cr(z). O
)

Folgerung 9.0.1 Sp(X'AX) =5p(A O

Das folgende Lemma ist leicht zu beweisen, folgt aber nicht aus der obigen Folgerung.

Lemma 9.0.4 Fiir beliebige (nicht notwendig requlire) Matrizen A, B gilt
Sp(AB) = Sp(BA).O
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Definition: Sei A € M,,,. Die (n — 1)-reihige Matrix A;; moge aus A durch Streichen
der i-ten Zeile und der k-ten Spalte entstehen. Die Determinante det(A;;) heifit dann
ein (n — 1)-Minor von A. Seien weiter I = {iy,...,i,—¢} und K = {ky, ..., ky_¢} zwei
(n — t)-elementige Mengen natiirlicher Zahlen zwischen 1 und n. Die t-reihige Matrix
Arg moge aus A durch Streichen der Zeilen aus I und der Spalten aus K hervorgehen.
Dann heit die Determinante det(A;x) ein t-Minor von A. Ein ¢-Hauptminor ist ein
Minor der Form det(A;;), wo in A , dieselben* Zeilen und Spalten gestrichen sind.

Satz 9.0.4 Sei ca(z) = (—1)"2" + (=1)"e12" ' + ... + ¢,. Dann ist ¢; die Summe
der i-Hauptminoren von A.

Beweis: Wir halten uns an die Leibnitzsche Determinantendefinition: Zur Berechnung
einer Determinante ist eine alternierende Summe zu bilden, deren Summanden Pro-
dukte sind, deren Faktoren jeweils aus verschiedenen Zeilen und aus verschiedenen
Spalten der Matrix zu withlen sind. Den Term (—1)"2° erhalten wir, wenn wir i Ele-
mente (a;; — 2), j = k1, ..., k; auf der Diagonalen wihlen, fiir die restlichen Faktoren
diirfen wir dann die Zeilen und die Spalten mit den Nummern kq, ..., k; nicht mehr
verwenden, wir konnen sie also auch streichen. Wenn wir alles zusammenfassen, was
mit dem Produkt unserer festgehaltenen (a;; — z) multipliziert wird, erhalten wir einen
1-Hauptminor von A. Wenn wir nun die Faktoren auf der Diagonalen variieren lassen,
erhalten wir als Koeffizienten von (—1)"2" gerade die Summe aller --Hauptminoren. O

Wenn wir davon ausgehen, dafl die betrachteten Matrizen reelle Komponenten haben,
dann sind die Koeffizienten des entsprechenden charakteristischen Polynoms auch reell,
jedoch kann es durchaus vorkommen, daf nicht alle Eigenwerte (oder auch gar keiner)
reell sind. Betrachten wir zum Beispiel eine Drehung um den Winkel w:

A ( COs W smw)

—sinw cosw

Wenn w nicht gerade ein Vielfaches von 180 ist, gibt es keinen vom Nullvektor ver-
schiedenen Vektor, der seine Richtung behélt, wie es ein Eigenvektor tun miifite. Die
beiden Eigenwerte von A sind ja gleich exp(+iw), also nicht reell.

Wenn wir auf die Existenz von Eigenwerten nicht verzichten wollen, miissen wir even-
tuell unseren Grundkorper erweitern, wir halten nicht am Korper R der reellen Zahlen
fest, sondern verwenden den Korper € der komplexen Zahlen.

In besonderen Fillen konnen wir aber die Realitdat der Figenwerte garantieren:
Satz 9.0.5 Wenn A eine symmetrische Matriz ist, so sind alle Figenwerte von A reell.

Beweis: Sei a + bi eine Nullstelle von c4(z) = det(A — zE), dann gibt es einen Vektor
(z1,...2,) mit komplexen Komponenten, die nicht alle gleich Null sind, so daf§

Z1 0
(A—(@+b)E)| ... | =
Zn 0
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ist. Sei 2z = x + 1Yk, Tk, yx reell, dann gilt
ZCLMZI — (Cl + b’l)Zk =0

= Z ag(z; +iy;) — (axg — byg) — (bxg + ayy)i.
Wir betrachten den Realteil:

> awa — axy + byp =0,

wir multiplizieren dies mit y; und addieren (iiber k). Den Imaginérteil

> amy — by —ayp =0

multiplizieren wir mit x; und addieren ebenfalls. Wir erhalten

Z(Z ATy, — azgye + byp) =0

und
Z(Z apyiTy — bri — azpyr) = 0.

Wir subtrahieren beide Terme und erhalten unter Beachtung von ag; = a

b> (zi +yi) =0,

nach Voraussetzung ist der zweite Faktor von Null verschieden, also mufl b = 0 sein,
d.h. unser Eigenwert ist reell. O

Die Eigenwerte symmetrischer Matrizen sind nicht nur reell, sondern auch recht einfach
zu berechnen. Wir erinnern uns daran, dal man eine symmetrische Matrix durch eine
Transformation der Form

A— XTAX

(X ist eine reguldre Matrix) in eine Diagonalmatrix tiberfithren kann, leider bleiben
dabei die Eigenwerte im allgemeinen nicht erhalten.

Jedoch haben wir die Matrix A beim Jacobischen Diagonalisierungsverfahren mit Dreh-

matrizen der Form
1

1

transformiert, und die Matrix J hat die angenehme Eigenschaft, dafi J7 = J~! ist,
d.h. die Eigenwerte von A und von J7AJ stimmen iiberein. Somit haben wir mit
dem Jacobischen Verfahren ein N&dherungsverfahren zur Berechnung der Eigenwerte
symmetrischer Matrizen gefunden.
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Sei also A eine n x n-Matrix mit den Eigenwerten z; und zugehorigen Eigenvektoren
v;. Wir wissen: Wenn die z; alle voneinander verschieden sind, so ist {vy,...,v,} eine
linear unabhéngige Menge, also eine Basis des R™. Sei A € M, eine Matrix mit den
Eigenwerten zq, ..., z, und zugehorigen Eigenvektoren vy, ..., v,, also

AUZ' = Z;U;.

Wir wissen, daf {vy,...,v,} linear unabhingig sind, wenn die z; paarweise verschieden
sind, also:

Satz 9.0.6 Wenn A € M, lauter verschiedene FEigenwerte hat, so besitzt R" eine
Basis aus Figenvektoren von A.

Diese Bedingung ist aber nicht notwendig, wie wir an folgendem Beipiel sehen: Sei

00 —2
A=|1 2 1],
10 3

ihr charkteristisches Polynom
ca(z) = =22 +522 -8z +4=(2—1)(z—2)°

hat die Zahl z = 2 als doppelte Nullstelle, dennoch bilden die Eigenvektoren

—2 ~1 0
1|, o], |1
1 1 0

eine Basis des R3.

Es gibt aber nicht zu jeder Matrix eine Basis aus Eigenvektoren.

Sei (:g ?) esist ca(z) =22 +22+1=(2+1)% aber A—1F = <
Rang 1, also hat A nur einen eindimensionalen Eigenraum.

-2 2

9 2> hat den

Wir koénnen solche Matrizen, fiir die eine Basis aus Eigenvektoren existiert, genau
beschreiben:

Satz 9.0.7 Zurnxn-Matriz A existiert genau dann eine Basis des R™ aus Figenvekto-
ren, wenn es eine invertierbare Matriz V gibt, so dafi V LAV = D eine Diagonalmatrix
15t.

Beweis: Die Matrix V' habe die Spalten (vq,...,v,), dann gilt

21 0
AV = A(vy, ... o) = (Avy, ..  Avy) = (01, ..., 0p) = (2101, -, ZnUn),
0 Zn,
also Av; = z;v;, also sind die Vektoren v;, . .., v, Eigenvektoren von A, und als Spalten
einer invertierbaren Matrix sind sie linear unabhéngig. O

Allgemeiner gilt der folgende
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Satz 9.0.8 Das charakteristische Polynom der Matriz A € M,, habe in R n Nullstel-
len (d.h. ca(z) = TIi- (2 — 2), dies ist insbesondere fiir R = C stets erfillt). Dann gibt

r ... *
es eine requlire Matriz X, so daf X *AX = | 0 ... x | eine Dreiecksmatrix ist.
0 ... m

Beweis: Wir fithren die Induktion iiber n; sei fiir (n — 1)-reihige Matrizen schon alles
bewiesen.

Sei z; ein Eigenwert von A und v; € C™ ein zugehoriger Eigenvektor (v; # o). Wir
erginzen v; zu einer Basis {v,...,v,} des C", nun sei X die Matrix mit den Spalten
vy, ... U,. Dann gilt

AX = A(vy, ... up) = (Avy, ..., Auy) = (2101, Avg, . .. Avy,),
also ist
1 2
X AX_(O B)

wobei B eine (n—1)-reihige Matrix ist. Nach Voraussetzung gibt es eine regulire Matrix
Y, so dal Y ' BY eine Dreiecksmatrix ist. Wir setzen

1 0 ... 0
0
[
X=X ... Y ’
0
dann ist X’71AX’ eine Dreiecksmatrix. O

Wir rechnen ein nichttriviales Beispiel durch:

-1 2 3
A=|-2 3 7|, cae)=(1—-2)(*-22z+1)=—(2—1)%
0 01

1
wir erhalten einen eindimensionalen Eigenraum, der z.B. von Vektor v; = (1 aufge-
0

1 0
spannt wird. Wir ergénzen vy (willkiirlich) durch vy = [ 0 | und v3 = 0) zu einer
1 1
Basis von R? schreiben diese Vektoren in die Matrix
1 1 0
B=|1 0 0],
0 1 1
deren Inverse ist
0 1 0

oy
L
|
—_
|
—_
@)
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Dann ist
1 5 7
B'AB=[0 -3 -4
0 4 5
schon ,,fast“ eine Dreiecksmatrix.
Nun befassen wir uns mit der Untermatrix A" = (_43 _54), die wir als im Raum

U = L(vy,v3) operierend auffassen, d.h. wir suchen dort eine Basis, so dafl diese Matrix
in Dreicksgestalt transformiert wird. Zum Eigenwert z = 1 finden wir einen Eigenvektor

W2 = (_11) = vy—v3, den wir durch wz = (1

1 ) = V3403 zu einer Basis von U ergénzen.

Wir bilden wieder eine Matrix B’ = (_11 i), deren Inverse ist B! = 1 (} _11)
und wir erhalten die Dreiecksmatrix B''A’'B’ = (é _18)
Schlieflich bilden wir
1 1 1
C:B((l) g,): 100
0 0 2
Am Ende erhalten wir
1 -2 12
cltac=10 1 =8/,
0o 0 1
die zugehorige Basis ist {vy, ve — v3, Vo + v3}.
T1 *
Satz 9.0.9 1. Sei X 1AX = e eine Dreteckmatrix. Dann sindry, ...y,
0 Tn
die Eigenwerte von A.
2. Wenn r,...,r, die Eigenwerte von A sind, so sind die Figenwerte von A¥ gerade
die Zahlen r¥, ... r*. (Dies gilt, falls es einen Sinn hat, auch fiir negatives k.)

Beweis: 1. Die Determinante von X 'AX — zFE hat den Wert (r; — 2) ... (r, — 2).
2. Bei der Multiplikation von Dreieckmatrizen multiplizieren sich die Diagonalelemente.
O

Der folgende Satz ist eigentlich zuunrecht nach Cayley benannt, denn von diesem wurde
er nur fiir 2- oder 3-reihige Matrizen bewiesen, das war aber der Stil der Zeit:

Satz 9.0.10 (Hamilton-Cayley) Sei A eine n-reihige Matriz und ca(z) = . by_i2"
ihr charakteristisches Polynom, dann ist 3 b,_; A" = 0 die Nullmatriz aus M,,.

(Wenn man eine Matrix in ihr charakteristisches Polynom einsetzt, kommt null heraus.)

Wir bemerken, daf§ Cayley de Satz in der naheliegenden, wenn auch unsinnigen Form
5| A— A|=0“ formulierte.
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Beweis: Seien z1, ..., z, die Eigenwerte von A und z eine von den z; verschiedene Zahl.
Dann ist B = A — zE eine reguldre Matrix, sie besitzt also eine Inverse und diese hat,
wie wir frither gesehen haben, die Gestalt

. 1 b11 Ce bnl
(A — ZE)_ = . = cee )
det(A — zE) e b
die b; sind Minoren von A — zE. Wir setzen
b11 e bnl
B: :Bn,12n71—|—...+312+30,
bin ... bun

dabei sollen die B; von z unabhéngige Matrizen sein. Es gilt also
det(A—2E)E = (A—zE)B
oder ausfiihrlicher
(2" + 012"+ 02" P+ b)) E = (A= 2E)(B,_12" '+ ...+ Bz + By).

Wir vergleichen die Koeffizienten von z¢ und erhalten

bnE = ABO
bn1FE = AB; — By
bnoFl = ABy— DB
hWE = AB,_1— DB,
E = -—-B,..

Wir multiplizieren die Gleichungen von links mit E, A, A2 ... A"~! A" und addieren
alles:

A" + AV 4 b, A+ b, E =0EO

Schliefllich wollen wir ein Verfahren behandeln, dafl es, wenn man Gliick hat, gestattet,
Eigenvektoren ohne Kenntnis von Eigenwerten zu berechnen:
Sei die Matrix A — zF regular, also = kein Eigenwert, und sei wy € R"™ beliebig. Wir
Losen das Gleichungssystem

(A — IE)UZ = W;—1

und setzen w; = ﬁvi, wo a; die grofite Komponente von v; ist. Unter bestimmten
1
Voraussetzungen konvergiert v; gegen einen Eigenvektor von a:

R" besitze eine Basis {b1, ..., b,} aus Eigenvektoren von A, die zugehorigen Eigenwerte
seien 21, ..., z, und es sei wy = Y_ r;b;. Dann hat A—xF die Eigenwerte 21—z, ..., z,—T
und (A — zE)~" hat die Eigenwerte - L .., alsoist
1—T Zn—T
1 1

Zi — X
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und damit ist

v =(A—zE)") b=

1

ap---ag zi — x)F

biu
xT

Z; —
also

Wenn nun z dichter an z; als an den anderen Eigenwerten liegt, so iiberwiegt dieser
Summand, also konvergiert wy gegen b;.

9.1 Aufgaben

1. f:R? - R®>mit f(x,y) = (3x + 3y, x + Hy) ist eine lineare Abbildung. Geben
Sie alle Eigenwerte von f an und zu jedem Eigenraum eine Basis. Entscheiden
Sie, ob f diagonalisierbar ist!

2. Zeigen Sie, daf} die folgende Matrix zu einer Diagonalmatrix dhnlich ist und geben
Sie eine solche Diagonalmatrix an!

1 2 2
A=(1 2 -1
0 -1 4

3. Geben Sie das charakteristische Polynom der folgenden Matrix an und berechnen
Sie die Eigenwerte von A! Ist A diagonalisierbar?

4. *f und g seien lineare Abbildungen von V in V. Beweisen Sie: f o g und go f
besitzen dieselben Eigenwerte.

0 1 1
5. Ist A= 1 1 —1 | regulir? Wenn ja, berechnen Sie A~!!
-1 2 3

6. a) Berechnen Sie die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenrdume der Matrix A!

b) Ist die Matrix A diagonalisierbar? Begriinden Sie Thre Antwort.

1 0 1
A=(0 1 0
1 0 1

Sei f:V — V eine lineare Abbildung derart, daf ein Vektor ¥ € V, T # 0 mit
f(=Z) = ri existiert. Welche der folgenden Aussagen ist /sind dann wahr?

1) -# ist Eigenvektor von f zum Eigenwert r
) @ ist Eigenvektor zum Eigenwert —r
3) - # ist Eigenvektor von f zum Eigenwert —r

Begriinden Sie Thre Antwort!
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10.

11.

12.

13.
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Ist die Matrix A = (; 2) diagonalisierbar? Begriinden Sie Thre Antwort und

geben Sie gegebenenfalls eine zu A dhnliche Diagonalmatrix an!

Seien V und W endlich-dimensionale Vektorrdume iiber einem Koérper K, und
¢ € Hom(V'), 1 € Hom(W) diagonalisierbare Endomorphismen. Man zeige, daf§
die durch f(a) := ¥ o a o ¢ definierte lineare Abbildung f : Hom(V,W) —
Hom(V, W) ebenfalls diagonalisierbar ist!

Sei f € Hom(V), mit dim V' < oo. Sei A eine k - fache Nullstelle des charakteri-
stischen Polynoms von f, und sei E) der zu A gehorende Eigenunterraum. Man
zeige, dafl dim F)y < k gilt!

Sei V' der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 3, und ¢ : V —
V gegeben durch ¢(f) = 4z[(z + 3) - f],f € V. Zeigen Sie, daB ¢ linear ist,
und bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von ¢!

Sei a € End(R?) beziiglich der Standardbasis von R* durch die Matrix
5 -4 -1 =2
-4 5 =2 -1
-1 -2 5 -4
-2 -1 -4 5

gegeben. Ist a diagonalisierbar ? Wenn ja, so gebe man in R* eine Basis an, die
aus Eigenvektoren von a besteht, und bestimme die zugehorigen Eigenwerte!

-1 3 -1 3 -1 1
Man iiberpriife, ob die Matrizen A= | —3 5 —1 | und B = % -1 3 1
-3 3 1 0O 0 4

dhnlich sind. Falls dies zutrifft, so gebe man eine Matrix 7' € GL(3,R) mit A =
ToBoT ! an!



Kapitel 10

Polynome

Wir verlassen fiir ein paar Augenblicke die lineare Algebra und stellen uns einige Hilfs-
mittel zusammen, die wir spéter verwenden werden.

Ein Term der Form f(z) = agz" + a12" ' + ...+ a, heiBt ein Polynom in z, die Zahlen
agp, . .., a, heiflen die Koeffizienten des Polynoms. Die Summe f + g zweier Polynome
f und g ist wieder ein Polynom in z, ebenso ihr Produkt fg. Wenn in der obigen
Darstellung der Koeffizient ag von Null verschieden ist, so sagt man, das Polynom f
habe den Grad n, als Abkiirzung schreiben wir deg(f) = n. Die Menge alle Polynome
in z mit Koeffizienten aus R bezeichnet man mit R|[z].

Sei deg(f) = n, deg(g) = m. Bitte iiberlegen Sie sich, dafl deg(f + ¢g) < max(m,n) und
deg(fg) = n + m ist.

Das Polynom g heifit Teiler des Polynoms f, wenn ein Polynom h existiert, so dafl
f = gh ist.

Wenn r # 0 eine Zahl (also ein Polynom vom Grade 0) ist, so gibt es immer ein
Polynom h mit f = rh. Gerade diesen trivialen Fall wollen wir immer ausschlieen,
wenn wir von Teilbarkeit sprechen.

Zum Beispiel hat das Polynom f(z) = 2% + pz + ¢ die (nichtkonstanten) Teiler

z+p/2+ (p*)4—q)'?

Nicht zu unterschétzen ist das folgende Lemma iiber die Division mit Rest:

Lemma 10.0.1 Seien f,g Polynome, g # 0. Dann gibt es Polynome q und r, so dajs
f=gq+r gilt und entweder r = 0 oder deg(r) < deg(g) ist.

Beweis: Wenn deg(g) > deg(f) ist, so setzen wir ¢ = 0 und r = f. Weiterhin sei
deg(f) >= deg(g). Wir fiihren die Induktion iiber n = deg(f).

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dafl die hochsten Koef-
fizienten von f und g gleich 1 sind (solche Polynome heiflen ,normiert®).

Sei also n = 1, d.h. f(z) = 2+ a. Dann ist g(z) = 2z + b oder g(z) = 1, im ersten Fall
wéhlen wir ¢(z) = 1,7(2) = a — b und im zweiten Fall ¢(2) = f(z),7(2) = 0.

123
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Wir setzen nun voraus, dafl das Lemma fiir Polynome von einem Grad, der kleiner als
n ist, bewiesen ist. Sei also

f(2)=2"+az" ..., 9(z)=2"+b 2"+
dann setzen wir ¢;(z) = 2", es ist
@ (2)g(z) = 2" + b+

und das Polynom

fi(z) = f(2) —qi(2)g(2) = (a1 — bl)z"_1 4.

hat einen Grad, der kleiner als n ist, also gibt es Polynome ¢o(2) und r(2) mit f = gog+r
und wir wissen, dafl r = 0 oder deg(r) < deg(g) gilt. Dann haben wir mit

f=h+ag=(@+q)g+r

die gewiinschte Zerlegung gefunden. O

Wir wenden das Resultat fiir ein spezielles Polynom an: Sei

g(z)=z—a

ein Polynom vom Grad 1 und f(z) ein beliebiges Polynom. Wir dividieren mit Rest:

f(z) = a(z)(z —a) + 1,

dabei mufl der Grad von r kleiner als 1 sein, d.h. r ist ein konstantes Polynom, also
eine Zahl. Wenn wir in dieser Gleichung z = a ,einsetzen”, erhalten wir f(a) = r. Also:
Wenn f(a) = 0 ist, so ist z — a ein Teiler von f(z).

Definition: Seien f; und f; Polynome. Ein Polynom d heifit grofiter gemeinsamer
Teiler von f; und f5, wenn gilt:

1. dist ein Teiler von f; und von f, (also ein gemeinsamer Teiler),

2. wenn h irgendein gemeinsamer Teiler von f; und f5 ist, so ist h ein Teiler von d.

Als Abkiirzung schreiben wir d = ggT(f1, fo).

Trivial ist das

Lemma 10.0.2 Der gréfite gemeinsame Teiler zweier Polynome st bis auf einen kon-
stanten Faktor eindeutig bestimmt.

Beweis: Die Polynome d; und dy; mégen die Bedingungen der Definition erfiillen. Aus
2. folgt, dal Polynome p und ¢ existieren, so dafl d; = pds und dy = qd;. Daraus folgt

deg(p) = deg(q) = 0. =

Zur Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier Polynome benutzen wir den
Euklidischen Algorithmus:

Seien f1, fo gegeben, wir dividieren fortlaufend mit Rest, bis die Division aufgeht:

h=qafo+ f3
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fo=qfs+ fa
f3=@fit+ [

fm—3 = qm-3fm—2 + fm—1
fm—Z = Qm—Qfm—l
Wegen def(f2) > deg(f3) > deg(fs) > ... muB nach endlich vielen Schritten ein Rest

gleich Null sein, hier ist es f,,.

Behauptung: ggT(f1, f2) = fin-1-
Beweis:

1. Klar ist, daB f,,,_o von f,,_1 geteilt wird. Weiter ist

fm73 = (Qm73Qm72 + 1)fm71

durch f,,_; teilbar. Jetzt haben wir den Anfang in der Hand: Schauen Sie sich die
obigen Gleichungen von der letzten bis zur ersten an! Das Polynom f,, ; teilt die
beiden f’s auf der rechten Seite, damit aber auch das f mit kleinerem Index auf der
linken Seite. Am Ende sehen wir, dal f,,_; sowohl f; als auch f5 teilt.

2. Sei h ein gemeinsamer Teiler von f; und f5. Es ist

fs=fi—afe,
also ist h ein Teiler von f3. So schrauben wir uns an den Indizes nach oben und erhalten
zum Schluf3, dal h das Polynom f,, ; teilt. O

Lemma 10.0.3 Seid = ggT(f1, f2), dann gibt es Polynome g1, go mit fig1 + fage = d.

Beweis: Wir lesen die obigen Gleichungen von rechts nach links und von unten nach
oben und sehen: Das Polynom f; 148t sich aus f;_; und f;_o kombinieren. Also 148t sich
fm—1 aus f; und f; mit gewissen Faktoren kombinieren. O

Interessanter ist das

Lemma 10.0.4 Der grifite gemeinsame Teiler von fi und fo ist das (normierte)
Polynom d von minimalem Grad, fir das Polynome g, und go existieren, so dajs

figr + fage = d ist.

Beweis: Sei d = f1g1 + f292 und deg(d) minimal.
1. Wir dividieren mit Rest:

fi=qd+r=qnfi+qgfo+r1,
also
= fill —qg1) — foqugqe,

aber wegen deg(r;) < deg(d) ist dies ein Widerspruch zur Minimalitét des Grades von
d.
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2. Sei h ein gemeinsamer Teiler von f; und fy, dann ist A auch ein Teiler von fig; +
foge = d. O

Wir wollen uns nun genauer mit dem Zusammenhang zwischen den Koeffizienten und
den Nullstellen eines Polynoms befassen. Sei

f(2)=2"4+bz"""+ . bzt by =(2—21)... (2 — 2)

ein Polynom mit den Koeffizienten b; und den Nullstellen z;. Wir wissen, dafi f(z)

aus?

durch die Linearfaktoren z — z; teilbar ist. Wie sehen die Koeffizienten von
zZ— Z;

Satz 10.0.1 =00 _ Z TS i
=0

Z— 2 i—0

Beweis: Wir multiplizieren 3 2" 17" 3" b; 27 und z — z; miteinander und stellen Sie
fest, ob f(z) herauskommt.

ZZO
:z_: Z ZznlzzszJ—l—l
=0 : 1=0
n—1 %
=Y Zznksz (k=1i+1)
=0 ]:0
n—1 7
= Z"ZZ sz )+2" + b, sz —b,
=1 : =
— b,
= Z Zn_zbz + Z Z?_sz
=0 =0
= f(2) = f(z1) = f(2). O
Abkiirzung: Sei f(z) ein Polynom vom Grade n mit den Nullstellen zq, ..., z,. Wir
setzen
Sop =N,

S1=21+...+ 2z,

2 2
So=2z1+...+ 2,

si:zi+...+zﬁl.
Die Zahl s; heifit die ¢ — te Potenzsumme der z;.

Wir stellen nun eine Beziehung zwischen den Potenzsummen der Wurzeln und den
Koeffizienten des Polynoms auf, dies sind die sogenannten Newtonschen Formeln.
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1 i—1
Satz 10.0.2 bz = —- ijsi_j
(R
Beweis: Es ist f(z) =[I(z — 2;). Wir betrachten die Ableitung f'(z) von f(2):

e =Sl =% 12

Z — Zk

Andererseits gilt
()= 2" (n—i)

und durch Koeffizientenvergleich erhalten wir

1 i—1
(TL — Z)bz = Z bjsi—j = Z bjsi—j + nbi,
j=0

5=0
und daraus ergibt sich die Behauptung. O

Wir kehren nun doch nach diesem Seitensprung wieder zu unseren lieben Matrizen
zuriick. Aber wir wenden das Gelernte an:

Lemma 10.0.5 Seien z1,. ..z, die Eigenwerte der Matriz A, dann ist s; =Sp(A").

Beweis: A’ hat die Eigenwerte z¢,. .., z¢ und die Spur einer Matrix ist die Summe ihrer
Eigenwerte. O

Nun kénnen wir die Newtonschen Formeln verwenden, um die Koeffizienten des charak-
teristischen Polynoms einer Matrix zu bestimmen, ohne irgendwelche Determinanten
ausrechnen zu miissen.

Folgerung 10.0.1 Sei A eine Matriz und ca(z) = Y. b;2"~* ihr charakteristisches Po-
1 i—1 o
lynom. Dann ist b; = —=>_ b;Sp(A™). O
1 =
7=0
Sei f(z) = 3 a;z"" ein normiertes Polynom (also ag = 1) und sei A eine Matrix, dann
setzen wir f(A) =Y a; A", dies ist wieder eine Matrix.

Wenn f(A) = 0 die Nullmatrix ist, so heifit f ein die Matrix A annullierendes Polynom.
Wie wir im Satz von Hamilton-Cayley gesehen haben, ist das charakteristische Polynom
ein annullierendes Polynom.

Definition: Ein (normiertes) Polynom f mit f(A) = 0, das den kleinstmoglichen Grad
hat, heiffit Minimalpolynom von A.
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Lemma 10.0.6 Sei m(z) ein Minimalpolynom der Matrix A und f(z) irgendein an-
nullierendes Polynom. Dann ist m ein Teiler von f.

Beweis: Wir dividieren mit Rest:

f(z) = a(z)m(z) +7(2),

es ist 7 = 0 oder deg(r) < deg(m). Wenn r = 0 ist, so folgt die Teilbarkeit. Sonst setzen
wir A ein:

0= f(A) = ¢(A)m(A) + r(A),

wegen m(A) = 0 folgt 7(A) = 0, d.h. r(z) wére ein A annullierendes Polynom mit
einem Grad, der kleiner als der von m ist, ein Widerspruch. O

Folgerung 10.0.2 Das Minimalpolynom von A ist eindeutig bestimmit.

Beweis: Wir nehmen an, wir hétten zwei Minimalpolynome. Dann teilen sie sich ge-
genseitig, und da sie normiert sein sollten, sind sie gleich. O

Folgerung 10.0.3 Die Nullstellen des Minimalpolynoms der Matrix A sind Figenwer-
te von A.

Beweis: Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom. O

Wir bemerken, dafl auch die Umkehrung gilt: Jeder Eigenwert von A ist Nullstelle des
Minimalpolynoms, dazu benttigen wir noch ein paar Hilfmittel.

Satz 10.0.3 Sei f(x) = Y a;a® € R[z] ein Polynom P eine invertierbare Matriz und
A eine beliebige Matriz. Dann gilt f(P7YAP) = P~1f(A)P.

Beweis: Die Idee ist (P7'AP)> = P'APP'AP = P7'A?P, also f(P7'AP) =
S ai(PUAP) = Y a; P ATP = PY(X 0, AY)P. O

Folgerung 10.0.4 Wenn f(A) = 0 ist, so ist auch f(P~'AP) = 0. )
Satz 10.0.4 Wenn f(A) =0 ist, so gilt f(z;) =0 fir alle Figenwerte z; von A.

Beweis: Wir wissen, dafl es eine invertierbare Matrix P gibt, so daf P71AP = D eine
obere Dreiecksmatrix ist und dafl auf der Diagonalen von D die Eigenwerte z; von A
stehen. Wie wir eben gesehen haben, gilt f(D) = 0, man rechnet nun leicht aus, dafl
auf der Diagonalen von f(D) gerde die Ausdriicke f(z;) stehen. O

Folgerung 10.0.5 Jeder Figenwert von A ist Nullstelle des Minimalpolynoms von A.

Wir kénnen dies anwenden:

Wenn A idempotent ist, so ist sein Minimalpolynom ein Teiler von 22 — 2, also hat A
nur die Eigenwerte 1 und 0.

Wenn A nilpotent ist, so hat sein Minimalpolynom die Form z*, also ist 0 der einzige
Eigenwert.
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Wenn A involutiv ist, so ist sein Minimalpolynom von der Form 2% — 1, also kommen
nur die Eigenwerte 1 und -1 in Frage.

Wir haben bisher recht naiv mit Polynomen f(x) gerechnet; was ist eigentlich das
x? Manchmal nennt man es eine Unbestimmte, aber kann man mit unbestimmten
Objekten rechnen?

Wir machen folgende Konstruktion:
F ={(ap,a1,...,an,0,...) | a; € R}

sei die Menge aller endlichen Folgen, d.h. nur endlich viele Glieder diirfen von Null
verschieden sein. Wir fithren eine Addition und eine Multiplikation in F ein:

(ai) + (b;) = (a; + b;),

(i) - (bi) = (e) = ( 3 aidy),

i+j=k
man sieht leicht, dafl die rechten Seiten ebenfalls endliche Folgen sind.

Beziiglich der Addition bildet F' eine kommutative Gruppe, auch die Multiplikation ist
kommutativ. Wir zeigen die Giiltigkiet des Assoziativgesetzes:

((a:)(bj))(cr) = (Zkaibj)(q)
i+i=
= 2. 2 aba

k+l=pi+j=k

= Z aibjcl

i+j+l=p

und diesen symmetrischen Ausdruck kénnen wir in die gewiinschte Form iiberfiihren.
Bei der Multiplikation ist die Folge (1, 0,0, ...) das neutrale Element und die Elemente
der Form (a,0,0,...) verhalten sich bei Addition und Multiplikation wie Elemente von
R, wir werden also (a,0,0,...) mit a € R identifizieren.
Wir setzen nun

x=(0,1,0,...),

dann ist

x-x=(0,0,1,0,...)

und
z'=(0,...,0,1,0,...),

wo die 1 an der (i + 1)-ten Position steht. Dann hat jedes Element von F' die Form
(ag,a1,...,a,,0,...) = Zaixi.

Wir kénnen also sagen: Die Unbestimmte x ist die obengenannte Folge und ein Polynom
ist ein Element von F'.
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Fiir die Festlegung der Rechenoperationen in F' war die Forderung nach der Endlichkeit
der Folgen eigentlich nicht wesentlich. Wir setzen

P:{(ao,al,...)|ai ER}

und vereinbaren eine Addition und eine Multiplikation wie soeben. Dann hat jedes
Element von P die Gestalt

f=(a;) = Zaﬂi,
i=0

dies nennen wir eine formale Potenzreihe (wir kiimmern uns nicht um Konvergenzfra-
gen).
Aufgabe: Betrachten Sie die (formalen) Potenzreihen, die die Sinus- und die Cosinus-

funktion darstellen, und zeigen Sie mithilfe der obigen Rechenregeln, daf sin?(z) +
cos®(z) = 1 gilt.

Sei f(z) = Y a;x" eine Potenzreihe mit ag # 0; wir zeigen, dafl eine Potenzreihe g(r)
mit f(z) - g(z) =1 existiert, d.h. f(z) ist invertierbar.
Wir machen einen Ansatz g(z) = 3 b;a7, dann soll

> ‘b._{o fiir k> 0
%% =11 firk=0

gelten. Also mufl der Reihe nach agby = 1, agb; + a1bg = 0, ... gelten, und diese
Gleichungen sind offenbar 16sbar.

Aufgabe: Berechnen Sie @ und daraus tan(x) = —2;222))

Zum Schluf§ behandeln wir noch das Problem der Interpolation: Zu n gegebenen,
verschiedenen Zahlen xi,...,z, und gegebenen yy,...,y, ist ein Polynom f(z) vom
Grad n — 1 gesucht, so daf f(z;) = y; ist.

Dazu sind die folgenden, von Lagrange gefundenen Polynome hilfreich:

(=) (@ —zi) (@ — @) - (T — 2y)

b= (i — 1) (2 — i) (@i — Tigr) -+ (T — @)

Offensichtlich gilt L;(z;) = d;; und damit ist f(z) = > y;Li(x) das gesuchte Polynom.
Satz 10.0.5 Y L;(z) = 1.
Beweis: Wir wahlen y; =1, i =1,...n. O

Wir werden dies anwenden, um die sogenannte Spektralzerlegung eines Endomorphis-
mus zu berechnen.

Satz 10.0.6 (Spektralzerlegung) Sei f € End(V) diagonalisierbar, die verschiede-
nen Figenwerte seien zy,..., 2z, mit den Vielfachheiten ny,...,n,,, die zugehdrigen
Eigenrdume seien Vy,..., V., dann ist V =V, @ --- D V,,. Seten p; : V — V; die
Projetionen. Dann ist f =3 z;p;.
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Beweis: Die Summe der Eigenrdume ist direkt, da Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten linear unabhéngig sind. Sei B eine Basis von V und A = Agg(f).
Nach Voraussetzung gibt es eine Matrix X mit

21

21

X 1TAX =

Sei

wo die n; Einsen ,an den richtigen Stellen® stehen. Dann sind die P; orthogonale
Idempotente und X 'AX =Y 2P, damit ist A =Yz XPX L. O

Lemma 10.0.7 Seien py, py orthogonale Idempotente und g(x) = 3 a;x* ein Polynom.
Dann ist g(apy + bp2) = g(a)py + g(b)pe.

Beweis: (ap; + bpa)" =3 (Z)akb"*kplfpg_k =a"p; + b"ps. O

Der folgende Satz gibt eine Konstruktion fiir die Projektionen in der Spektralzerlegung
an.

Satz 10.0.7 Seienp;:V — Vi =1,...,m Projektionen und V = Imp,&- - -&Imp,,.
Weiter seien z1, ..., z, paarweise verschiedene Zahlen und f = > z;p;. Dann sind die
z; Figenwerte von f, die Eigenrdume sind die Imp; und f ist diagonaliesierbar. Seien
die L; die Lagrangeschen Interpolationspolynome fir zi, ..., z,. Dann gilt p; = L;(f).
Da sich jeder diagonalisierbare Endomorphismus in der angegebenen Form darstellen
lafst, erhdlt man so die Projetionen auf die Figenrdume.

Beweis: Sei v; € Imp;, dann ist f(v;) = X zipi(v;) = z;v;. Wir wihlen in jedem
Eigenraum eine Basis und erhalten so eine Basis von V' aus Eigenvektoren von f, also
ist f diagonalisierbar. Schliellich gilt

Li(f) = Ly zips) = Y Li(zi)pi = pj.
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Kapitel 11

Normalformen von Matrizen

11.1 Invariante Unterriaume

Wiéhrend dieses gesamten Kapitels sei V' ein fixierter Vektorraum und f: V — V ein
Endomorphismus. Alle einzufiihrenden Begriffe beziehen sich auf diese Situation, auch
wenn es spater nicht ausdriicklich erwédhnt wird.

Definition: Ein Unterraum U C V heifit invariant (beziiglich f), wenn f(U) C U gilt.

Sei U; ein invarianter Unterraum von V. Wir wéhlen eine Basis B; von U; und ergédnzen
sie durch eine Menge B zu einer Basis B von V. Wie sieht die Darstellungsmatrix

Apgp(f) aus?
Nun, das Einzige, was wir wissen, ist, das fiir b; € By das Bild f(b;) in L(B) liegt, also

* * 7 ?

* % ? ?
ABB(f) =

0 0o ? ?

0 0o 7 ?

Die Darstellungsmatrix besitzt links unten einen Null-Block.
In besonderen Fallen kann es vorkommen, daf3 die Darstellungsmatrix auch noch rechts
oben einen Null-Block besitzt, etwa so:

* * 0 0
* * 0 0
0 0 ? ?
0 0 ? ?
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Das ist dann der Fall, wenn f(By) C L(Bs) ist, d.h. der Unterraum U, = L(DBs) ist
ebenfalls invariant. Wir bemerken nebenbei, daf§ V' die direkte Summe von U; und U,
ist: V = U1 D Ul.

Definition: Der Vektorraum V' heifit (beziiglich f) zerlegbar, wenn invariante Un-
terrdume Uy, Uy von V' existieren, so dall V' = U; @ Us ist, anderenfalls heifit V' unzer-
legbar.

Lemma 11.1.1 FEs gibt unzerlegbare invariante Unterrdume Uy, ..., U, mit
V:Ul@@Ur

Beweis: Wenn V' unzerlegbar ist, so setzen wir » = 1 und U; = V. Wenn V zerlegbar ist,
so zerlegen wir V' in invariante Unterrdume: V = U; & U;. Wenn U; und U, unzerlegbar
sind, sind wir fertig, wenn nicht, so zerlegen wir diese Unterrdume weiter, bis wir lauter
unzerlegbare invariante Summanden erhalten. O

Der folgende Satz hat einen etwas ldngeren Beweis, ist aber sehr niitzlich.

Satz 11.1.1 Sei f : V — V ein Endomorphismus und V unzerlegbar, dann ist U =Im(f)
ein unzerlegbarer invarianter Unterraum.

Beweis: Die Invarianz ist leicht einzusehen:

fU)=ffv)) crv) =0

Wir nehmen an, U wére in invariante Unterrdume zerlegbar:

U=U, & U,,
sei B; eine Basis von U; und Bs eine Basis von Us. Weiter sei By = {by,..., b}, wir
wéahlen Urbilder ¢; der b;:
Sei C1 = B1UD; eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von {b1, ..., bx,c1, ..., ¢k},

die B enthélt, sei oBdA Dy = {ci,...,¢}, also Uy = Im(Uy) @ L(by,...,b). Dann ist
Vi = L(CY) ein invarianter Unterraum, denn f(c;) = b; liegt in V3 und f(b;) liegt in
U, € .

Nach Konstruktion gibt es zu jedem Vektor u € U; einen Vektor v € Vi mit u = f(v)
und die Menge aller Urbilder von u ist gleich {v + z | x € Ker(f)}. Damit die die
Menge f~!(U;) aller Urbilder von Vektoren aus U; gleich Vi+Ker(f).

Analog bilden wir zur Basis By die Teilmengen Dy und Cs sowie den Unterraum V5.
Es ist wieder f~}(Uy) = Vo+Ker(f). Wir iiberlegen uns, dafi die Summe von V; und
Va direkt ist. Dazu ist zu zeigen, dafl die Menge B; U D U By U D5 linear unabhéingig
ist. Sei u; € L(B;) =U; und d; € L(D;), i = 1,2. Wir nehmen an, es gelte

U1+d1+U2—|—d2:O,

dann liegt
flur) + f(dr) = = f(uz) — f(d2)
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im Durchschnitt von U; und Us, ist also gleich o. Nun ist aber f(u;) € Im(U;) und
f(dy) € L(by,...,b) entsprechend der obigen Zerlegung von Ui, folglich sind beide
Summanden null. Nach Wahl von D; sind aber die Bilder von c¢q,...,¢ linear un-
abhéngig, also folgt aus f(d;) = o schon d; = 0. Ganz analog zeigt man dy = o.

Aus der obigen Gleichung bleibt dann

U+ U =0

und daraus folgt u; = us = o0, da die Summe von U; und U, direkt ist.
Damit ist die Direktheit der Summe von V; und V5 bewiesen. Weiter haben wir

V=fU)=V+Va+ Ker(f).

Wir setzen nun V; @ Vo = W.
Der Durchschnitt von W und Ker(f) ist ein Unterraum von Ker(f), sei T" ein komple-
mentédrer Unterraum:

(W nKer(f)) T = Ker(f).

Da T in Ker(f) liegt, ist 7" ein invarianter Unterraum. Wir zeigen nun
V=WaoeT=VoV,dT,

was der Unzerlegbarkeit von V' widerspricht.

Wir bestimmen zuerst den Durchschnitt von W und T': Der Vektor u liege in W und
in 7. Wegen T' C Ker(f) liegt u in WN Ker(f) und in 7', ist also gleich o. Also ist die
Summe von W und T direkt. Wir berechnen nun die Dimension von W & T"

dim7T = dim Ker(f) — dim(W N Ker(f)),

dimV = dim(W + Ker(f))
= dim W +dim Ker(f) — dim(W N Ker(f))
= dimW +dim7.

Damit ist der Satz bewiesen. O

11.2 Nilpotente Endomorphismen

Definition: Ein Endomorphismus f : V' — V heifit nilpotent vom Grade n, wenn
frt#ound f* = o ist.

Das folgende Lemma ist trivial.
Lemma 11.2.1 Sei f : V — V nilpotent vom Grade n und V =V, & ... BV, eine

direkte Summe invarianter Unterrdiume. Es sei f; = f | V; die Einschrinkung von f
auf den Unterraum V;. Dann ist f; nilpotent vom Grade < n. O
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Satz 11.2.1 Sei f: V — V nilpotent vom Grade n, dann ist
{o} C Ker(f) C Ker(f?)C...C Ker(f" ' cV
und alle Inklusionen sind echt.

Beweis: Wenn f‘(v) = o ist, so ist auch f!(v) = o, also ist Ker(f?) in Ker(f")
enthalten.
Wir nehmen an, dafl Ker(f*) = Ker(f*!) fiir ein 7 gelte. Das heifit, wenn ein Vektor in
Ker(f*"!) liegt, so liegt er auch in Ker(f*). Nun existiert ein v mit f"~!(v) # o, dann
ist

o= f"(v) =)
und damit

U w) = ") = o,

ein Widerspruch. O

Satz 11.2.2 Sei f nilpotent vom Grade n und f"~*(v) # o, dann ist {v, f(v),..., f"*(v)}
linear unabhdngig.

Beweis: Es ist f'(v) € Ker(f"%), denn f"*(f'(v)) = f"(v) = o, aber f*(v) liegt nicht

in Ker(f"~*~1), wie man schnell nachrechnet. Sei nun
rov + i f(v) + . e ) =0
und es sei ¢ die kleinste Zahl, so dafl r; # 0 ist (also ro = ... =1r;_; = 0). Dann ist
—rif' (V) = s fTH ) o M (W),

die Summanden auf der rechten Seite liegen aber alle in Ker(f™ 1), ein Widerspruch.
O

Satz 11.2.3 Sei f : V — V nilpotent vom Grade n und V' unzerlegbar. Dann gibt es
einen Vektor v € V, so daf {v, f(v),..., f"*(v)} eine Basis von V ist (insbesondere
ist dimV =mn).

Beweis: Wir fiithren die Induktion iiber n.

Wenn n = 1 ist, so heiffit das f = o. Beziiglich der Nullabbildung ist jeder Unterraum
von V invariant, da V' unzerlegbar sein sollte, mufl dim V' = 1 sein und die Behauptung
ist gezeigt.

Sei der Satz nun fiir beliebige Abbildungen vom Nilpotenzgrad hochstens n—1 bewiesen.
Wir betrachten den invarianten Unterraum U = Im(f), dieser ist ebenfalls unzerlegbar,
wie wir gesehen haben.

Sei w € U, wir withlen ein v mit v = f(v), dann ist " *(u) = f"(v) = o, also hat
die Einschriankung von f auf U hochstens den Nilpotenzgrad n — 1. Weiter gibt es
ein v € V mit f"1(v) # o, also ist f"!(f(v)) # o, demnach hat f | U genau den
Nilpotenzgrad n — 1. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt U eine Basis

{u, f(w),..., [ (u)}
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fiir ein gewisses u € U. Wir withlen wieder ein Urbild v von u, dann ist f*(u) = f(v).
Wir betrachten nun die Menge

{v.f(v), ... f"H(v)}

und zeigen ihre lineare Unabhéngigkeit.
Da die letzten n — 1 Vektoren nach Voraussetzung linear unabhéngig sind, untersuchen
wir, ob v eine Linearkombination dieser Vektoren ist:

v = Z rif(v).
Dann ist aber
u=f(v) = rif'(u)
im Widerspruch zur Voraussetzung.
Es bleibt zu zeigen, dafl dim V' = n ist, oder dafl dim Ker(f) =1 ist.
Wir wissen, dafi f*~!(v) im Kern von f liegt, wir nehmen an, es giibe dort noch einen

zweiten, von diesem linear unabhéngigen Vektor w. Es sind zwei Félle moglich:
1. w liegt in Im(f), dann ist

w=7rfv)+...+Fr_1f"Hv)
fiir gewisse r;. Daraus folgt
o= f(w)=rf2(W)+ ...+ rpof"2(v) +o,

alsor; =... =71, 9 =0, also w =r,_1f" *(v) im Widerspruch zur Voraussetzung.
2. w liegt nicht in Im(f), dann finden wir eine Basis von V' von der Form

{w,wy, ..., W, v, f(V), .., 7 HW)}
Sei
U= L{wy,...,Wn,v, f(v),..., " (v)}.
Fiir alle w; liegt f(w;) in Im(f), also in U, damit ist U ein invarianter Unterraum

und L(w) & U = V im Widerspruch zur Unzerlegbarkeit von V. Damit ist der Satz
bewiesen. 0O

Folgerung 11.2.1 Sei f : V — V nilpotent, dann gibt es Vektoren vy,...,vx € V, so
dafs
{on, f(0), o SO 0, [T ()}

eine Basis von V ist.

Beweis: Wir zerlegen V' in eine direkte Summe unzerlegbarar invarianter Unterrdume
und wenden den obigen Satz an. O

Wenn man die gewiinschte Basis tatsdchlich bestimmen muf, ist das angegebene Ver-
fahren wenig hilfreich, denn wie soll man die unzerlegharen Unterrdume bestimmen.
Man kann wie folgt vorgehen: Wir wéhlen eine Basis von Ker(f) und bestimmen Urbil-
der der Basisvektoren (in Ker(f?)), diese Urbilder sind linear unabhéngig, wir ergéinzen
sie zu einer Basis von Ker(f?) und verfahren mit dieser Basis analog.

Nun {ibertragen wir dies auf Matrizen, indem wir sie als Darstellungsmatrizen von
Endomorphismen auffassen:
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Folgerung 11.2.2 Sei A eine nilpotente Matriz, dann gibt es eine requlire Matriz X,
so daff X YAX eine Block-Diagonalmatrix ist:

Ay 0
X 1'AX = L
0 Ay

und die A; sind n;-reihige Matrizen der Form

0 0
1 0 0
0 1 0 .0 ].O
0 0 1 O
—4 2 3 -2 1 1 1
Beispie: A=| -6 3 5|, A2=| -4 2 2|, A3 =0.Der Vektorv = | 0 [ liegt
-2 1 1 0 0 0 0
—4 —2 1 —4 -2
nicht in Ker(f?), esist Av=|[ 6|, A2v = -4 |, undmit X =0 -6 —4
—2 0 0 -2 0
0 0 0
haben wir X 'AX =11 0 0
01 0

11.3 Jordansche Normalform

Definition: Eine Matrix der Form

z .0
1 =z ... 0
Jz=[0 1 =z ... 0
O ... 0 1 =z

heifit Jordankéstchen. Wir sagen, eine Matrix liegt in Jordanscher Normalform vor,
wenn sie eine Blockdiagonalmatrix ist, deren Diagonalblécke Jordankéstchen sind:

Die Eigenwerte einer Matrix in Jordanscher Normalform sind offenbar die z1,..., zx,

die Eigenwerte in verschiedenen Jordankéstchen miissen nicht voneinander verschieden
sein, z.B. sind fiir dreireihige Matrizen folgende Jordanschen Normalformen méglich:

x x x x x x
Y , T , 11 =z ) x , 11 =z , 11 =z
z Y Y T T 1 =z
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Wir werden sehen, dafl zu jeder Matrix A eine regulire Matrix X existiert, so dafl
X 'AX Jordansche Normalform besitzt. Dies folgt aus dem

Satz 11.3.1 Sei f : V — V ein Endomorphismus, dann gibt es eine Basis B von V,
so daf$ Agp(f) Jordansche Normalform besitzt.

Beweis: Sei z ein Eigenwert von f, dann ist (f — zid) nicht injektiv, wir setzen g =
f — zid. Es gilt Ker(g) # {o} und es sei

{0} C Ker(g) C Ker(g®) € Ker(¢®) C...C Ker(¢g™) = Ker(¢g™™),

die ersten Inklusionen seien alle echt, wir {iberlegen uns, dafl die Kerne der noch héheren
Potenzen von ¢ alle iibereinstimmen: Sei ¢""%(v) = o, dann ist ¢""!(g(v)) = o, also
auch g™(g(v)) = g™ (v) = o, usw.

Wir setzen nun U; = Ker(¢g™) und Uy = Im(g™).

Behauptung: V' = U; @ Us. In der Tat: Sei v € Uy N Uy, also v = ¢"(w), dann ist
0= g"(v) = ¢*™(w), also liegt w in Ker(¢*™) = Ker(g™), also ist v = g™ (w) = o.
Andererseits gilt dim V' = dim Im(¢™) + dim Ker(¢™), also ist V' die direkte Summe
von U; und Us.

Man sieht leicht, dafl U; und U, invariante Unterrdume sind und dafl die Einschriankung
von g auf U; nilpotent vom Grade m ist.

Wir wenden nun unsere Kenntnisse iiber nilpotente Abbildung an: Wir zerlegen U; in
eine direkte Summe unzerlegbarer invarianter Unterrdume, oBdA koénnen wir anneh-
men, dafl U; selbst schon unzerlegbar ist. Also gibt es eine Basis B von Uy, die folgende
Gestalt hat

B={v,g(v),...,g" (v)}.
Wie wirkt nun f auf diese Basis? Es ist f = g + zd.

fw) = g)+ 2
flg)) = ¢*(v) + 29(v)
flg™2w) = g™ M (v)+ 29" (v)
flg™ ) = o+2z9" ().

Die Darstellungsmatrix der Einschrankung von f auf U; ist also ein Jordankéstchen.

Nun schrinken wir f auf U, ein und beginnen von vorn. Wir suchen einen Eigenwert,
bilden ein neues g, stellen fest, wo sich die aufsteigende Folge der Kerne der Potenzen
von g stabilisiert usw. Damit ist der Satz bewiesen. O

Sei nun A eine Matrix und J = X 'AX ihre Jordansche Normalform. Sei m(z) das
Minimalpolynom von A, dann ist m(z) auch das Minimalpolynom von .J, wie man sich
schnell iiberlegt.

Wir betrachten ein Beispiel:

Je < J(21) . )
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Das Kastchen zum Eigenwert z; habe p Reihen, das zum Eigenwert 2z, habe ¢ Reihen.
Das Minimalpolynom m(z) kann nur die Nullstellen z; und 2z, haben, wie wir gesehen
haben, wir miissen noch ihre Vielfachkeit erraten. Wir wollen es nicht zu spannend
machen, das Minimalpolynom ist in unserem Beispiel

m(z) = (2 — 21)"(2 — 22)Y,
rechnen Sie es nach! Dann haben Sie die Beweisidee der

Folgerung 11.3.1 Die Matriz A habe die verschiedenen FEigenwerte zi,...,z, das
grofite Jordankdstchen zum Figenwert z; habe p; Reihen. Dann ist [[(z — z;)P* das
Minimalpolynom von A. O

Folgerung 11.3.2 Jeder Figenwert von A ist Nullstelle des Minimalpolynoms von A.

Beweis: Die Eigenwerte von A und X ' AX stimmen iiberein, also muf} in der Jordan-
schen Normalform von A zu jedem Eigenwert mindestens ein Késtchen vorhanden sein.
O

Wir kénnen nun die Frage beantworten, wann es zu einer Matrix A eine regulére
Matrix X gibt, so da X 'AX eine Diagonalmatrix ist, oder, was dasselbe heifit, ob
der Vektorraum R™ eine Basis aus Eigenvektoren von A besitzt.

Satz 11.3.2 Die Matriz A ist genau dann diagonalisierbar, wenn ihr Minimalpolynom
nur einfache Nullstellen besitzt, d.h.

m(z) = [[(z = 2), 2 # 2 firi# j.

Beweis: In diesem Fall haben alle Jordankéstchen der Normalform von A die Grofle 1,
d.h. die Jordansche Normalform ist eine Diagonalmatrix. O

Beispiel:
Sei A eine idempotente Matrix, also A? = A, das Minimalpolynom von A ist m(z) =
(z — 1)z, hat also einfache Nullstellen, also ist A diagonalisierbar.

Folgerung 11.3.3 Sei A eine idempotente Matriz, dann ist rg(A) =Sp(A).

Beweis: Der Rang einer diagonalisierbaren Matrix ist gleich der Differenz der Reihen-
zahl und der Vielfachheit des Eigenwerts 0. Da alle Eigenwerte von A gleich 0 oder 1
sind, ist der Rang gleich der Spur. O

11.4 Rekursive Folgen

Wir betrachten eine Folge (z,,)n>0, deren Glieder einer Rekursionsformel gentigt:
Tp = Q1 Tp_1+ ...+ apT,_k.

Alle Glieder sind eindeutig bestimmt, wenn die Anfangsglieder z¢, x1, ..., xx_1 gegeben
sind. Das Problem besteht darin, eine explizite Formel fiir x,, zu finden, so dafl man
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etwa x1ggp sofort ausrechnen kann und nicht vorher xggg, zg99s usw. kennen mufl. Wir
schreiben die Formel als Matrixprodukt:

Tn a; ag ... Qe Tn—1

Tn—1 1 0 0 Tp—2
= 1 0

Tpn—k+1 1 0 Tn—k

Den Vektor auf der linken Seite nennen wir X,,, auf der rechten Seite steht dann X,,_1,
multipliziert mit der Matrix A. Der Vektor X _; enthélt die Anfangswerte xq, ..., Tp_1.
Dann gilt also

X, =AX, | = A'X, ;= A"F1x, |

Die erste Zeile dieser Formel berechnet unser x,,, jedoch ist dies eigentlich keine expli-
zite Formel, da fiir A® keine explizite Formel bekannt ist, man muf eine Potenz nach
der anderen ausrechnen (wenn man genauer hinsieht, stellt man fest, dafl man zur Be-
rechnung der i-ten Potenz nicht ¢ Rechenoperationen, sondern nur log(i) durchfiihren

muf}). Nichtsdestoweniger ist es iiberhaupt nicht trivial, z.B. fiir ( } é) eine explizite
Formel zu finden.

Bei Jordankistchen jedoch ist das Potenzieren ein Kinderspiel (Mit (') bezeichnen wir
den Binomialkoeffizienten ,n iiber i*):

Lemma 11.4.1

U
Z g
o ;L Zn72 (Tll) anl Zn O
0O ... 0 1 =z
Den Induktionsbeweis iiberlassen wir dem Leser. O

Wir kehren zu unserer Folge zuriick. Sei J die Jordansche Normalform von A und
A=Y JY"! dann ist

Xn _ Anfk:Jrleil — (YJYfl)nkarleil — YJnkarlYlekil’

also ist X,, ein Vektor, in dem Linearkombinationen der Potenzen der Eigenwerte von
A stehen, damit ist eine explizite Formel fiir x,, gegeben.

Wir miissen uns aber nicht die Miihe machen, die Jordansche Normalform von A zu
bestimmen, sondern wir kénnen fiir x,, einen Ansatz z, = Z(?)bijzg machen, dabei sind
die z; die Eigenwerte von A und die b;; bestimmt man aus den Anfangswerten der Folge.
Wenn alle Eigenwerte von A paarweise verschieden sind, so ist J eine Diagonalmatrix
und es reicht der Ansatz x™ = > b;;2}".
Nun ist aber A nicht irgendeine Matrix, es ist nicht schwierig, ihr charakteristisches
Polynom zu bestimmen:
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Lemma 11.4.2

ca(z) = (1) 3 2(=a)" ™ (a0 = 1).

Also einfacher gehts wirklich nicht. Den Beweis {iberlassen wir allerdings wieder dem
Leser. O

Beipiele:
Ty =2Lp_1 — T2

A= (? _01) , ca(z) = 2* — 22+ 1, Eigenwerte 1,1;

Transformation in Jordansche Normalform:

b )G )6 =G 1)

also ist x,, = n(xy — x¢) + .

Fibonacci-Zahlen

Tp = Tp_1 + Tn_o, Anfangswerte xo = 0,21 = 1. Das charakteristische Polynom ist
22 — 2z — 1 und hat die einfachen Nullstellen z; = #

Wir machen den Ansatz x,, = a2} +bz} und bestimmen @ und b aus den Anfangswerten

_ 1 _
zua—ﬁ——b.

11.5 Lineare Differentialgleichungssysteme
Wir setzen hier ein paar Vorkenntnisse aus der Analysis voraus. Diesen Abschnitt
behandeln wir nicht in der Vorlesung, er ist fiir spiteres Nachschlagen gedacht.

Sei y(z) eine differenzierbare Funktion und a(y) eine gegebene Funtion, dann heifit eine
Gleichung der Form 3/(x) = a(y(x)) eine Differentialgleichung.

Wenn n? Funktionen a;;(y) gegeben und n Funktionen y;(z),...,y,(x) gesucht sind,
so dafl

Yy =an(y) + ...+ ain(yn)

y; = an1<y1) +..ot ann(yn)

gilt, so nennen wir diese Bedingungen ein ,,lineares homogenes Differentialgleichungs-
system 1. Ordnung®. Wir schreiben es auch kurz in der Form y’' = Ay.

Lemma 11.5.1 Die Menge aller Losungen von y' = Ay bildet einen Vektorraum. O
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Ein ,, Anfangswertproblem® besteht darin, eine Losung zu finden, so dafl y;(0) = ¢;, (i =
1,...,n) fiir ein gegebenes n-tupel ¢ € R™ gilt.

Im allereinfachsten Fall ist n = 1, a(y) = y, die Differentialgleichung y’ = y hat die
Losung y(x) = ce”.

Der néchsteinfachste Spezialfall ist 3’ = ay, a € R, hier haben wir die Losung
y = e**. Wir werden im folgenden versuchen, eine Exponentialfunktion fiir Matrizen
einzufiihren. Dazu iiberlegen wir zuerst, wie man die Matrix einer Differentialgleichung
transformieren kann. Wir beschrinken uns auf den Spezialfall, dal A eine konstante
Matrix ist.

Sei y = (y1,...,Yn), dann setzen wir v’ = (y),...,y,). Weiter sei M eine reguldre
Matrix, dann besteht w = My aus Linearkombinationen der y;, und da die Ableitung
eine lineare Abbildung ist, gilt w; = (3= mj;y;)" = 3 my;y;, also (My)" = My'. Also gilt

y =Ay gdw. M 'w =AM t'w gdw. w' = MAM tw,

Wir konnen also ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daf§ die Koeffizien-

tenmatrix A in Jordanschr Normalform vorliegt.

Das Differntialgleichungssystem
J1 0

y/ — . )

0 J

zerfallt nun in k£ voneinander unabhéngigen Differentialgleichungen, so daff wir nur

noch den Fall zu untersuchen haben, wo A ein Jordan-Block ist.

Die gewohnliche Exponentialfunktion ist durch

e = Z JZL‘
gegeben, diese Reihe konvergiert fiir alle x € R. Wir definieren: Eine Matrixfolge
ck = (cgf) konvergiert, wenn alle Folgen cgf) konvergieren, und der Grenzwert der

Matrixfolge sei die Matrix der Grenzwerte.
Wir definieren nun .
o _ 4
e = Z JCZ

und setzen zunéchst voraus, dafl diese Reihe konvergiert.

Dann gilt
1 1 ) 1 .
M-1CM - i - i 1c
e =) J<M 1CM):M1(E EC’)M:Mle M,

es geniigt also, die Exponentialfunktion fiir Jordan-Blocke zu berechnen. Sei also nun

C:
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Lemma 11.5.2 Die Matrizreihe e€ konvergiert.
Beweis: In der Matrixreihe steht an der Stelle (k41 + 1,1) die Summe

1 1 ., 1

A 1,
Zu@z _Zi!k!(i—k)!z _klz(i—k)!z T

und diese Summe existiert. O

In unserem Fall ist C' = Az und C" hat die Komponenten (2) Zi7kg also hat e/ die
Komponenten

1

1 i ifki_l 1 ifki_lk ifk_lkz:v
Zﬁ<k>z CTREG R ‘”‘sz<i—k>!<”> TR

Satz 11.5.1 Fiir jedes n-tupel ¢ € R® ist y(z) = e*%c eine Lisung von y' = Ay.

Beweis: Wir berechnen (e%c)":

> %$k6”01)' => %(kxk_le”cl + zzFe o) =Y T _1 1)!xk—16zx I %zxke”)cl,
dies sind die Komponenten von
0 z
! .O ere+ N . AT — AeAT
1 0 o



Kapitel 12

Euklidische Vektorraume

12.1 Skalarprodukt, Orthonormalbases

Definition: Seib: V xV — R eine Bilinearform, b heifit symmetrisch, wenn b(v, w) =
b(w,v) gilt, b heifit positiv definit, wenn b(v,v) > 0 fiir alle v € V und b(v,v) = 0 nur
fiir v = o gilt. Eine positiv definite symmetrische Bilinearform heifit Skalarprodukt.
Zur Abkiirzung schreiben wir bei Skalarprodukten b(v,w) = (v, w). Ein Vektorraum,
in dem ein Skalarprodukt ausgezeichnet ist, heiit Euklidischer Vektorraum. Die Zahl

|v| = 1/ (v, v) heiit der Betrag des Vektors v.

Wenn wir zum Beispiel im Vektorraum R? eine Basis {v;, v,} withlen, und zwei Vektoren
v = Tv + vy, w = S$1U1 + Savy gegeben sind, so ist durch (v, w) = 1187 + 282 ein
Skalarprodukt gegeben.

Eigenschaften des Betrags:

1. |v| >0, wenn |v| = 0 ist, so ist v = o.

2. |rv|=|r||v| furr € R.

3. [{v,w)| < |v||]w| (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Beweis: Sei r € R, wir betrachten v = v + rw. Es gilt

0 < |u)® = (v +rw, v+ rw) = (v,0) + 2r{v, w) + r*(w, w).

Wenn w = o ist, so ist die Behauptung richtig. Nun sei w # o, wir setzen r = — v, u;)
ein: ; , [w]
0 < (v,v) — 2<v,w2> + <v,w2> ,
|w |w
also

0 < Jof [w]® — (v,w)”.

4. |lv+w| < |v|+|w| (Dreiecksungleichung)
Beweis: v+ w|® = (v +w,v +w) = (v,0) + 2(v, w) + (w, w) < |v|* + |w|* + 2 |v| |w] =
(fo] + Jwl)?

145
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(v, w)
|v] Jw]
x als den ,,Winkel“ zwischen den Vektoren v und w. Dann bedeutet (v, w) = 0, daf§ v
und w senkrecht aufeinander stehen.

5. Die Zahl ¢ =

liegt zwischen —1 und 1, wir setzen cosx = ¢ und definieren

Definition: Eine Menge {v1, ..., v,} heifit ein Orthonormalsystem, wenn (v;, v;) = d;;
gilt.

Lemma 12.1.1 Orthonormalsysteme sind linear unabhdngig.

Beweis: Sei Y- s,v; = o, wir multiplizieren skalar mit v; und erhalten 0 = - s;(v;, v;) =
Sj. O

Definition: FEine Basis von V, die ein Orthonormalsystem ist, heifit Orthonormalba-
sis.

Satz 12.1.1 (Orthonormierungsverfahren von E. Schmidt) Sei {vi,...v,} ei-
ne Basis von V', dann gibt es eine Orthonormalbasis {ey,...,e,} von V, so dafs

L(er) = L(vy),

L(el, 62) = L(Ul, 1)2),

L(ey,...,e;) = L(vy,...,v), (i=1,...,n).

(%1

b
U1 ‘
schon konstruiert. Wir machen den Ansatz

Beweis: Wir setzen e; = dann ist |e;] = 1 und L(e;) = L(vy). Sei eq, ..., €1

€; = Tep 4+ ...+ Ti—1€i—1 + V;.

Die Bedingungen (e;,e;) =0 fiir j = 1,...,7 — 1 dienen zur Berechnung der r;, indem
wir e; skalar mit e; multiplizieren:

0 = <6j7 €i)
= <€j7 7’161) + ...+ <€j, 7’1'7162‘,1) -+ <€j7 ’Ui>
= 1+ <ejvvi>7
da e; schon senkrecht auf ey, ..., e;_; steht. Damit kann r; berechnet werden. Falls nun
i . .
le;] # 1 ist, so ersetzen wir e; durch e (e; ist keinesfalls der Nullvektor, denn sonst
€;
lage v; in L(ey,...,e;1) = L(vy,...,v;_1), was unmoglich ist).
SchlieBlich ist L(eq,...e;)) € L(vy,...,v;) = L(ey,...,e;_1,v;) und umgekehrt v; €
L(eyq,...,e;), also stimmen beide Mengen {iberein. |

Wenn in einem Fuklidischen Vektorraum eine Orthonormalbasis gewéhlt wird, verein-
fachen sich die Rechnungen:

Lemma 12.1.2 Sei {eq,...,e,} eine Orthonormalbasis von V und v = Y vie;, w =
Y wie;, dann gilt v; = (v, e;), also v =Y. (v, e;)e;, (v, w) = vy, [v|* =2 O
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Lemma 12.1.3 (Besselsche Ungleichung) Sei{ey,..., ey} ein Orthonormalsystem
und v € V, dann gilt [v]> > ¥ (v, ;).

Beweis: Wir ergénzen {ey, ..., e;} zu einer Orthonormalbasis (das geht!) und haben

die zweite Summe ist nichtnegativ. O

Definition: Sei U C V ein Unterraum, dann sei
Ut ={veV|(vu) =0 fir alle u € U}.
U+ heiit das orthogonale Komplement von U.

Lemma 12.1.4 Ut ist ein Unterraum von V| es gilt (U + Uy)*t = U N U, UL
U und UNU* = {o}. O

12.2 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

V und W seien Euklidische Vektorraume und f : V — W sei eine lineare Abbildung,
f heilt orthogonale Abbildung, wenn

(f(v), f(w)) = (v, w)

fiir alle v, w € V gilt.

Lemma 12.2.1 Sei f : V. — W eine orthogonale Abbildung, dann gilt | f(v)| = |v].
Wenn v auf w senkrecht steht, so steht f(v) auf f(w) senkrecht und der Winkel zwischen

f(v) und f(w) ist gleich dem Winkel zwischen v und w. O
Lemma 12.2.2 Wenn | f(v)| = |v| fir alle v € V gilt, so ist f eine orthogonale
Abbildunyg.

Beweis: (v+ w,v + w) = (v, v) + 2(v, w) + (w, w), also ist
(w.0) = 5 (o + 0l ~ of? ~ fuf?)
und damit )
(F), f(w) =S @w+w)* = [f) = f(w)["). O
Lemma 12.2.3 Orthogonale Abbildungen sind injektiv.
Beweis: Sei f(v) = o, dann ist 0 = (f(v), f(v)) = (v,v), also ist v = o. O

Satz 12.2.1 Sei f: V — V ein orthogonaler Endomorphismus und B = {ey, ..., e,}
eine Orthonormalbasis von V. Dann ist Apg(f)T = Agp(f)~*.
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Beweis: Sei f(e;) = X fjiej, dann ist App(f) = (f;) = F und (f(e), f(ex)) =
ijifjk = <€i7 €k> = 5ik7 d.h. FTF = F. O

Definition: Eine Matrix A mit A7 = A~! heifit orthogonal.

Also gehoren zu orthogonalen Abbildungen beziiglich Orthonormalbasen orthogonale
Darstellungsmatrizen.

Man kann die Orthogonalitdt einer Matrix so veranschaulichen: Beziiglich des Skalar-
produkts (v, w) = > v;w; im R™ sind die Betrige der Zeilen und der Spalten gleich 1,
das Skalarprodukt verschiedener Zeilen oder Spalten ist null.

Lemma 12.2.4 Das Produkt und die Inverse von orthogonalen Matrizen sind orthogo-
nal. Die n-reihigen orthogonalen Matrizen bilden eine Gruppe O(n), die ,orthogonale*
Gruppe.

Beweis: Sei ATA=F,B"B =F, dann ist (AB)"AB = BTATAB=B"B=EFE. O

Die Determinante einer orthogonalen Matrix hat den Wert -1 oder 1, eine Matrix
mit Determinante 1 heifit speziell und die speziellen orthogonalen Matrizen bilden die
»spezielle orthogonale“ Gruppe SO(n).

Wir wollen uns eine Ubersicht iiber die orthogonalen Matrizen verschaffen. Fiir kleine
Matrizen ist dies trivial: O(1) = {1, —1}.

.. fa b , ara [@*+ D ac+bd
Sei A = d}eO(?),dannlstE—AA— a4 bd A+

cosw, b = sinw und aus den anderen Relationen folgt ¢ = +b, d = Fa, also treten zwei
Félle auf:

, Wir setzen a =

cosw sinw

—sinw cosw
dies ist eine Drehung, oder

_ [cosw sin w
sinw —cosw]|’

dies ist das Produkt einer Drehung und einer Spiegelung.

-1
Satz 12.2.2 Jede Matriz A € SO(n) lafit sich als Produkt von %

darstellen.

Drehmatrizen

Beweis: Die Matrix, die in der Ebene der i-ten und der j-ten Koordinatenachse eine
Drehung um den Winkel w veranstaltet, bezeichnen wir mit D;;(w).

Wir multiplizieren die Matrix A der Reihe nach mit D5, D13, ... und bestimmen w so,
daB im Produkt an den Stellen (1,2),(1,3),... Nullen stehen und an der Stelle (1,1)
eine positive Zahl steht. Das diese beiden Forderungen erfiillbar sind, moge sich der
Leser bitte klarmachen (eine analoge Rechnung haben wir im Zusammenhang mit der
Jacobi-Diagonalisierung durchgefiirt). Nach n — 1 Schritten haben wir

a 0 ... 0
AD =
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diese Matrix ist orthogonal, also ist der Betrag der ersten Zeile gleich 1, also ist a = 1.
Auch der Betrag der ersten Spalte ist gleich 1, also stehen in der ersten Spalte unter
der 1 lauter Nullen. So fahren wir fort, bis wir als Produkt die Einheitsmatrix erhalten.
O

Als néchstes wollen wir eine besondere Klasse orthogonaler Abbildungen untersuchen:
Sei V' ein Vektorraum und z # o ein Vektor aus V. Wir definieren eine Abbildung
Sz : V. — V durch

Sp(w) =w —2 {x, w)

]

Diese Abbildung ist orthogonal, denn

(84(v), 8z(w)) = (v — 2(:6,15)% w — 2<x’—1§>x) = (v, w).
|z] |z]
Es gilt s, = s, fiir r € R und s,(x) = —z. Wenn aber (z,w) = 0 ist, so gilt s,(w) =
w, wie man leicht nachrechnet. Also: Die Elemente von L(z)* werden bei s, nicht
verdndert, d.h. s, ist die Spiegelung an L(xz)*.
Daf s, eine lineare Abbildung ist, folgt aus dem

Satz 12.2.3 Sei f : V — V eine Abbildung mit (f (v), f(w)) = (v, w) fir allev,w €V,
dann ist f linear.

Beweis:
(f(o+w) = f(v) = flw), f(v+w) = fv) = f(w))
= (flotw), flv+w)) = {(flv+w), f(v)) = ...
=@w+w,v+w)—(v+w,v)—...=00

Sei nun U C V ein Unterraum und = € U, dann ist s, : U — U eine Spiegelung in
U. Wenn aber v ein beliebiger Vektor aus V ist, so ist auch s,(v) definiert, wir haben
also eine Spiegelung des gesamten Raums V', die die Spiegelung von U fortsetzt und
U+ festhiilt.

Satz 12.2.4 Sei f : V — V eine orthogonale Abbildung, f # id, dimV = n, dann ist
f ein Produkt von héchstens n Spielungen.

Beweis: Wir fithren die Induktion iiber n.

Wenn n =1 und f # id ist, so ist f(v) = —v und dies ist eine Spiegelung.

Sei der Satz fiir die Dimension n — 1 bewiesen.

Wir treffen noch eine zusétzliche Voraussetzung: Es soll ein Vektor v # o existieren,
fiir den f(v) = v gilt.

Wenn nun (w, v) = 0 ist, so ist auch (f(w), f(v)) = (f(w),v) = 0, also ist H = L(v)*
ein invarianter Unterraum. Also ist die Einschréankung f | H von f auf H ein Produkt
von hochstens n — 1 Spiegelungen. Dies sind auch Spiegelungen von V, die H+ = L(v)
festlassen, also ist ihr Produkt gleich f.

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Da f # id ist, gibt es einen Vektor v mit
f(v) # v. Wir setzen w = f(v)—v, H= L(w)?, sei s, die Spiegelung an H. Wir zeigen
Su(F(v)) = v:
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Es ist s, (w) = —w, also

sw(f(v) =v) = =f(v) + v = 5,(f(v)) = 50(v)
und es gilt
(f(v) +v, f(v) =v) = (f(v), f(v)) = {v,v) =0,
also liegt f(v) + v in H und damit ist
Sw(f(v) +v) = f(v) + 0 = 5u(f (V) + 50(v)

Die Gleichungen (1) und (2) addiert ergeben 2s,,(f(v)) = 2v. Damit erfiillt die Abbil-
dung s,, o f die obige spezielle Voraussetzung, ist also Produkt von hochstens n — 1
Spiegelungen. Damit ist f ein Produkt von hochstens n Spiegelungen. O

12.3 Die adjungierte Abbildung

Das Skalarprodukt auf V' ist eine bilineare Abbildung, dazu gehort also eine Abbildung
t:V —=V* t(v)(w) = (v,w).

Lemma 12.3.1 Die Abbildung t ist bijektiv.
Beweis: Sei t(v) = o, d.h. t(v)(w) = (v,w) = 0 fiir alle w € V| speziell ist t(v)(v) =

(v,v) = 0, also v = 0. Also ist ¢ injektiv und wegen der Dimensionsgleichheit von V'
und V* ist ¢ bijektiv. O

Folgerung 12.3.1 Seil : V — R eine Linearform, dann gibt es einen eindeutig be-
stimmen Vektor w € V, so daf$ l(v) = (v,w) fir allev €V gilt.
Beweis: Sei w = t71(1), dann ist t(w) = [, also t(w,v) = I(v) = (v, w). O

Satz 12.3.1 Seien V.W FEuklidische Vektorrdume und f : V. — W eine lineare Ab-
bildung. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung f* : W — V mit

{(f(v),w) = (v, [*(w)).

Beweis: Fiir festes w € W ist die Zuordnung v — (f(v), w) eine Linearform, also gibt es
einen Vektor u € V mit (f(v), w) = (v,u). Wir setzen dann f*(w) = u. Die Linearitét

von f* ergibt sich aus der Linearitdt von (v, ). O
Definition: f* heifit die zu f adjungierte Abbildung.
Lemma 12.3.2 (f+g)" = f*+g*, id*=1id, (fog)* =g o f*, f*=Ff. O

Lemma 12.3.3 Sei B = {ey,...,e,} eine Orthonormalbasis von V und f : V — V
eine lineare Abbildung. Dann ist Agp(f*) = App(f)T.

Beweis: Sei f(e;) =3 fjiej, dann gilt
(flea)en) = (e, f*(er)) = O fuesren) = Y friles, ex) = fuas

also

[ (ex) = Z Jri€i O
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Lemma 12.3.4 Wenn f eine orthogonale Abbildung ist, so ist f* = f=1. O

Definition: Wenn f* = f ist, so heifit f selbstadjungiert.

Lemma 12.3.5 Sei B eine Orthonormalbasis, [ ist genau dann selbstadjungiert, wenn
Apg(f) eine symmetrische Matrix ist. O

Wir wollen fiir kurze Zeit als Grundkorper den Kérper C der komplexen Zahlen wéhlen.
Hier ist die durch (3 v;e;, Y wje;) = Y- v;w; gegebene Bilinearform nicht mehr positiv
definit. Abhilfe schaffen hier Hermitesche Formen:

Eine Abbildung ( , ) : V xV — C heiit Hermitesch, wenn sie linear im ersten
Faktor ist und (v, w) = (w,v) gilt (der Strich bedeutet die konjugiert komplexe Zahl).
Fiir Hermitesche Formen gelten die bisher bewiesenen Resultate ebenfalls, blédttern Sie

zuriick und beweisen Sie es.

Eine Abbildung, fiir die (f(v), f(w)) = (v, w) gilt, heiit hier unitdr. Die Darstellungs-
matrix B zur adjungierten Abbildung ist die komplex konjugierte der Transponierten
der Darstellungsmatrix A der gegebenen Abbildung, die Matrix B wird dann als die
zu A adjungierte Matrix bezeichnet: B = A*.

Satz 12.3.2 Die Eigenwerte einer selbstadjungierten Abbildung sind reell.

Beweis: Sei f(v) = zv, dann ist

(f(v),v) = (2v,v) = z(v,v) = (v, f(v)) = (v, 2v) = Z(v, V),
also ist z = Z reell. O

Wir wollen nun die folgende Frage beantworten:

V sei ein Euklidischer Vektorraum und f : V' — V ein Endomorphismus. Gibt es dann
eine Orthonormalbasis von V| die aus Eigenvektoren von f besteht?

Oder anders ausgedriickt: Sei eine n-reihige Matrix A gegeben. Gibt es dann eine
orthogonale (bzw. unitéire) Matrix X, so da X*AX eine Diagonalmatrix ist?

Wir werden sehen, dafl dies fiir eine spezielle Klasse von Endomorphismen bzw. Ma-
trizen der Fall ist.

Der folgende Satz stammt von I. Schur.

Satz 12.3.3 (Schur-Zerlegung) Zu jeder Matriz A gibt es eine unitire Matriz U,
so dafs U*AU eine obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis: Wir fiithren die Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei der Satz
fiir (n — 1)-reihige Matrizen bewiesen.

Sei z ein Eigenwert und u; ein entsprechender Eigenvektor von A, also Au; = zu;. Wir
ergdnzen u; zu einer Orthonormalbasis {uy,...u,} von C", also gilt ufu; = 0,5, d.h.

die Matrix U; mit den Spalten wuq, ..., u, ist unitar. Es gilt
z *
AU, =U; 0

0 Ay
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also
z *
vrAU, = | °
0 N
Nun sei U, eine unitédre Matrix, so daf§ U; A1Us = D, eine Dreiecksmatrix ist. Dann ist
[(1) (92 } UfAUl{(l) (92 }:[zo * b
eine Dreiecksmatrix. O

Satz 12.3.4 (reelle Schur-Zerlegung) Zu einer reellen Matriz A gibt es eine ortho-
gonale Matriz Q, so dafl QT AQ eine Block-Dreiecksgestalt hat, deren Diagonalblicke
Ry, die folgende Form haben: Ry = (dy) € M1, wenn dy ein reeller Eigenwert von A
ist, und Ry, € My, wenn ¢ + is ein Paar komplexer Eigenwerte von A ist.

Beweis: Relle Eigenwerte werden wie oben bearbeitet.
Sei z = ¢+ is ein komplexer Eigenwert von A, dann gibt es x,y € R" mit

Az +iy) = (c+1is)(x + iy),

also
Ax = cx — sy, Ay = sz + cy.

Die Zahl ¢ —1is ist ebenfalls ein Eigenwert von A, der zugehorige Eigenvektor ist x — iy,
denn
Alx —iy) = cx — sy — isx —icy = (c — is)(x — iy).

Da ¢ +is # ¢ — is ist, ist {z + iy, x — iy} eine linear unabhéngige Menge. Wir zeigen,
daB auch {z,y} linear unabhéngig ist.
Sei rx 4+ ty = o, wir betrachten (r — it)(z + iy) und dem dazu komplex konjugieren
Vektor:

(r —it)(x +iy) + (r +it)(z —iy) = 2(rz + ty) = o,

wegen der linearen Unabhéngigkeit von {x + iy,z — iy} mufl r + it = 0 sein, d.h.
r=t=0.

Aus den obigen Beziehungen sehen wir, dal L(x,y) ein A-invarianter Unterraum ist,
in dem wir eine Orthonormalbaisis {u, v} wahlen. Nun schreiben wir die Komponenten
von u und v in die ersten beiden Spalten von () und verfahren weiter wie bei der
komplexen Schur-Zerlegung. O

Definition: Ein Endomorphismus f : V' — V heifit normal, wenn fo f* = f*o f gilt.
Eine Matrix A heiffit normal, wenn AA* = A* A gilt.

Lemma 12.3.6 Sei A normal und U unitdr, dann ist U*AU normal.

Beweis: (U*AU)(U*AU)* = UAUU*A*U = U*AA*U = U* A*AU = U* ASUU*AU =
(U* AU (U*AU). O
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Lemma 12.3.7 Eine normale Dreiecksmatriz hat Diagonalgestalt.

Beweis: Sei A = (a;;), a;; = 0 fiir ¢ > j, dann ist das j-te Diagonalelement der Matrix
AA* gleich

n
> il
i=1

und das j-te Diagonalelement von A*A ist gleich

n
> jiti,
=1

aus der Gleichheit folgt der Reihe nach ayo = ... = ay, =0, a3 = ... = ag, = 0 usw.
O

Folgerung 12.3.2 (Spektralsatz) 1. Wenn A eine normale Matriz ist, so gibt es
eine unitire Matriz U, so daff U*AU eine Diagonalmatriz ist.

2. Wenn f:V — V ein normaler Endomorphismus ist, so besitzt V' eine Orthonor-
malbasis {e1, ..., e,} aus Figenvektoren von f.

3. Wenn die e; eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von f bilden, dann sind die
e; sind auch Eigenvektoren von f*.

Beweis: 1. Es gibt eine unitdre Matrix U, so dal U* AU eine normale Dreiecksmatrix
ist.

2. ist dquivalent zu 1.

3. Sei f(e;) = ze;, dann ist

(f(ei), e5) = (ziei, e5) = (e, Ziej) = zi0i; = (es, [7(€5)),

dies ist gleich Null fiir i # j, also liegt f*(e;) in L(e;), fir j = ¢ erhalten wir
(e, f*(€:)) = Zi, also f*(e;) = Ze;. O

Es gilt aber auch die Umkehrung;:

Satz 12.3.5 Der Vektorraum V' besitze eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von
f:V — V. Dann ist f normal.

Beweis: Wie oben folgt f*(e;) = z;e;, dann ist f o f*(e;) = z;Zie; = f* o f(e;) fiir alle 4,
also ff* = f*f. O

Analog beweist man den

Satz 12.3.6 Sei f : V — V normal. Wenn alle Figenwerte von f reell sind, so ist f
selbstadjungiert. Wenn alle Eigenwerte von f den Betrag 1 haben, so ist f unitir. O

Den folgenden Zusammenhang werden wir spater benotigen.

Satz 12.3.7 Sei f: V — W eine lineare Abbildung, dann ist (Ker(f*))* = Im(f).
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Beweis: Sei f*(v) = o, dann ist fiir alle Vektoren w die Gleichung

(f*(v),w) =0 = (v, f(w)),

erfiillt, also liegt v in (Im (f))*, also ist Im (f) C (Ker (f*))t. Sei F die Darstel-
lungsmatrix von f beziiglich irgendwelcher Basen, sei dimV = n, dimW = m, dann
ist

dimIm(f) =rg(F) =rg(F*) = dimIm(f*) =r

und
dim Ker(f*) =m —r,
also
dim (Ker(f*))* =r,
daraus folgt die Behauptung. O

12.4 Pseudoinverse Matrizen

Wir wollen den Begriff der inversen Matrix auf nichtregulédre und nichtquadratische
Matrizen verallgemeinern.

Wir betrachten Matrizen von fixierter Grofle, und zwar seinen sie stets entweder aus
M,,,, oder aus M,,,, wenn Produkte A;A5As... gebildet werden, so wollen wir immer
voraussetzen, dafl diese Matrizen sich auch wirklich multiplizieren lassen, also abwech-
selnd aus M,,,,, und aus M,,,, sind.

Definition: Eine Matrix A heifit pseudo-reguléir, wenn eine Matrix X mit AXA = A
existiert. Die Matrizen A und X heiflen zueinander pseudoinvers, wenn AX A = A und

XAX = X gilt.

Lemma 12.4.1 Wenn die Matriz A requldr ist, so ist sie auch pseudorequldr und die
einzige zu A pseudo-inverse Matriz ist A=, O

Lemma 12.4.2 Wenn A pseudo-requldr ist, so besitzt es eine pseudo-inverse Matriz.

Beweis: Sei A XA = A und Y = XAX, dann ist AYA = AXAXA = AXA =
A, YAY = XAXAXAX = XAXAX = XAX =Y, also sind A und Y zueinan-
der pseudo-invers. O

Satz 12.4.1 Sei M ={X | AXA = A}, dann ist jede MatrizY = X1 AX5, wo X1, X €
M sind, zu A pseudo-invers und jede zu A pseudoinverse Matrixz hat diese Form. Seien
A und X zueinander pseudoinvers, dann sind AX und X A idempotente Matrizen.

Beweis: 1. AYA = AX1AX;A = AXoA = A, YAY = XJAX0AXGAX,A =
X1AX1AX,A = X1 AX, =Y.

2. Sei A zu Y pseudo-inverse, dann liegt Y = Y AY in M.

3. (AX)? = AXAX = AX, analog fiir X A. O
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Folgerung 12.4.1 Seien A und B zueinander pseudoinvers, dann gilt rg(A) =rg(B)
und Sp(AB) =Sp(BA) =rg(A).

Beweis: Aus ABA = A folgt rg(A) <rg(B), aus Symmetriegriinden folgt die Gleichheit.
die zweite Aussage folgt aus der Idempotenz von AB. O

Satz 12.4.2 Sei B pseudoinvers zu A. Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann
losbar, wenn ABb = b ist und die allgemeine Lésung hat die Form x =y — BAy + Bb,
wobei y € R" beliebig ist.

Beweis: Sei u eine Losung, also Au = b, dann ist ABb = ABAu = Au = b. Wenn
umgekehrt ABb = b gilt, so ist Bb eine Losung.

Wegen Ay— ABAy = 0ist x = y— BAAy eine Losung des homogenen Systems Az = 0;
wenn umgekehrt Ax = 0 ist, so hat x die Form = = x — BAAx. O

Wir betrachten ein Beispiel:
Sei A= (1, 1), dann ist B = <

—_

) zu A pseudoinvers. Wir betrachten das Gleichungs-
11

3
1
2
(

system Az = 5. Es ist AB = (1), also ABb = b und wegen BA = (? %) ist die

allgemeine Losung gleich 22

()-( DG+ (D)= (2250)

b 1) \b 2) \-ta+ib4+3
Definition: Die Matrix X heifit Moore-Penrose-Inverse der Matrix A, wenn
1. AXA=A, 2. XAX = X, 3. (AX)* = AX, 4. (XA)"=XA

gilt, d.h. A und X sind zueinander pseudo-invers und AX und X A sind selbstadjun-
giert.

N[0 [ =

Lemma 12.4.3 FEine Matriz A besitzt hochstens eine Moore-Penrose-Inverse.

Beweis: Seien X und Y pseudo-invers zu A, dann gilt
X =XAX = XX"A" = XX"AY"A" = XX A"AY = XAXAY = XAY,

analog zeigt man Y = X AY, damit ist X =Y. O

Wir wollen nun zeigen, das jede Matrix eine Moore-Penrose-Inverse besitzt. Dazu brau-
chen wir ein paar Hilfsbetrachtungen.

Lemma 12.4.4 Wenn AA* =0 ist, soist A= 0. Wenn BA*A = 0 ist, so ist BA* = 0.

Beweis: Sei AA* = 0, dann ist Sp(AA*) = 0, diese Spur ist aber gleich Y a;;a;;, folglich
sind alle a;; = 0.

Wenn BA*A = 0 ist, so ist auch BA*AB* = (BA*)(BA*)* = 0 und daraus folgt die
Behauptung. O

Satz 12.4.3 Sei A eine beliebige (rechteckige) Matriz. Das Minimalpolynom m(z) von
A*A hat die Null hichstens als einfache Nullstelle.
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Beweis: Wir nehmen an, m(z) hitte die Null als k-fache Nullstelle, & > 1, also m(z) =
g(2)2*. Dann gilt

g(A*A)(A*A)F =0,
daraus folgt

g(A*A) (A A)F1A* =0

und

g(A" A) (A" Ay =0
im Widerspruch dazu, da§ m(z) das Minimalpolynom ist. O
Der folgende Satz wurde von Penrose 1956 veroffentlicht.

Satz 12.4.4 Jede Matriz A besitzt eine Moore-Penrose-Inverse A~.

Beweis: Wenn 0 kein Eigenwert von A*A ist, so ist A regulir und A~! exisiert. An-
dernfalls hat das Minimalpolynom m(z) von A*A (bis auf einen konstanten Faktor) die

Form

m(z) = g(2)2" — 2,

wir setzen
X =g(A"A)A".
Es gilt
XAA*A = g(A*A)A*AA*A = g(A*A)(A*)? = A*A,
also (XA — E)A*A = 0, daraus folgt (XA — E)A* =0, d.h.
XAAT = A",
Nun folgt
(XA = A"X" = XAA' X" = X(XAA")" = XA,
AXA =AXA)" = AA X" = A.
Die Matrix A* A ist selbstadjungiert, damit ist auch die Matrix g(A*A) selbstadjungiert,
daraus folgt
AX = Ag(A"A)A* = Ag(ATA)"A* = (Ag(ATA)A*)* = (AX)",
XAX = X(AX)" = XX"A" = g(ATA) A" XA = g(A"A)(AXA)" =
g(ATA)A* = X.
Damit sie die vier Eigenschaften bewiesen. O

Der Beweis liefert auch gleich ein Konstruktionsverfahren fiir die Moore-Penrose-Inverse,
das aber in der Praxis nicht angewandt wird.

Wir wollen aber ein Beispiel betrachten. Sei A = (3 2 1), wir wollen die Moore-
Penrose-Inverse von A bestimmen. Es ist

9 6 3
AA=6 4 2],
3 2 1

rgA = rg(A*A) = 1, also hat das charakteristische Polynom die Form z* — 14z% und

das Minimalpolynom ist ﬁzz — z, also ist X = ﬂA*'
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12.5 Unl6sbare und unterbestimmte Gleichungssy-
steme

In praktischen Beispielen kommen lineare Gleichungssysteme vor, die zu wenige Glei-
chungen enthalten, um eine eindeutig bestimmte Losung zu besitzen. Manchmal ist
es sinnvoll, aus der Losungsmannigfaltigkeit eine Losung mit minimalem Betrag aus-
zuwédhlen. Wie das zu geschehen hat, wollen wir uns ansehen.

Sei also Ax = b ein lineares Gleichungssystem, x € R™,b € R". Wir wissen vom Ende
des letzten Kapitels, dafl
R™ =Im(A") & Ker(A)

gilt. Sei z eine Losung des Systems, wir zerlegen x = x1 + 3, wo x; in Im(A*) und z,
in Ker(A) liegt, dann ist
Axr = Az + Axy = Axq,

also ist x; auch eine Losung, weiter ist
j” = |21 |* + ] = |

und die untere Grenze wird fiir € Im(A*) angenommen.

Weiter kann es vorkommen, dafl ein Gleichungssystem nicht 16sbar ist, die Ursache kann
in kleinen (vernachlissigbaren) Ungenauigkeiten der Eingangsdaten liegen, die sich aber
fatal auswirken: Der Gaufische Algorithmus liefert nicht etwa eine Naherungslosung,
sondern gar keine. Wir wollen eine ,,Losung® x suchen, wo |Ax — b| minimal ist, sicher
ist das ein verniinftiger Kompromif.

Der Wert von |Az — b| ist dann minimal, wenn Ax die orthogonale Projektion von b
auf Im (A) ist. Es ist
R" =Im(A) ® Ker(A")

wir zerlegen b entsprechend: b = by + by. Da by in Im(A) liegt, ist Ax = by losbar und
| Az — b| ist minimal. Dadurch ist  noch nicht notwendigerweise endeutig bestimmt,
evtl. ist noch eine ,, Losung® minimalen Betrags auszuwéhlen.

Der folgende Satz wurde von Penrose 1957 veroffentlicht.
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Satz 12.5.1 Firxz = A7b sind | Az — b| und |x| minimal.

Beweis: Zu zeigen ist, daf§  in Im(A*) liegt und daBl AA~b = b ist. Die erste Aussage
folgt aus

A7b=g(A"A)A*D
(mit den Bezeichnungen des ersten Satzes von Penrose).
Weiter ist AA™b die Orthogonalprojetion von b auf Im (A), denn AA™b € Im (A) und

(AATb— b, AATb) = (AATb, AATD) — (b, AATD),
AA™ ist selbstadjungiert, also
= (b, AATAATb) — (b, AATD)

= (b, AATb) — (b, AA"D) = 0. O

Beispiel:
Wir betrachten das unlosbare Gleichungssystem

HHIRREN

1
1 17— —F
Wir erhalten Eﬂ = — [1 3] { 1 ] { 2] , die Probe ergibt { o ], doch eine

5012 6]1—1] 50 |—4 3
5

gehorige Abweichung.
Moore-Penrose-Inverse von normalen Matrizen lassen sich leicht berechnen. Zunéachst
rechnen Sie bitte nach, dafl man die Moore-Penrose-Inverse einer Diagonalmatrix da-

durch erhélt, dal man die von Null verschiedenen Diagonalelemente durch ihre Inversen
ersetzt.

Satz 12.5.2 Sei A eine (quadratische) normale Matriz, U eine unitire Matriz und D
eine Diagonalmatriz, so daff A = UDU* ist. Dann ist A~ =UD~U".

Beweis: Man rechnet es eben aus:
AATA=UDU*UD-U*UDU* =UDD " DU* =UDU* = A usw. O

12.6 Householder-Transformationen

Seien v = [vy,...,v,]7, x = [z1,...,2.]7, e =[1,0,...,0]T Spaltenvektoren aus M,;,
wir setzen
Pop—o
vy’
vl
Es ist Pr = x — QEU, also Pv = —v und wenn (x,v) = 0 ist, so folgt Px = x.

Demnach ist P die Spiegelung am Unterraum L(v). Derartige Abbildungen werden
als Householder-Transformationen bezeichnet.
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Lemma 12.6.1 Sei z gegeben, dann kann v so gewdhit werden, daff Px in L(e) liegt.

Beweis: Wenn Pz in L(e) liegen soll, so muB v in L(e, =) liegen. Wir setzen v = x + re,

dann ist
e+ rry xle + rry
= 5T — 2707T e,
zloe 4+ 2re; +r vt

Pr=x-2

der Koeffizient von x ist gleich Null, wenn r = |z| ist, also ist v = x £ |z| e zu wéhlen.
(Das ist auch anschaulich klar: v ist die Winkelhalbierende oder die Normale der Win-
kelhalbierenden zwischen z und e.) O

12.7 QR-Zerlegung

Sei eine Matrix A gegeben, gesucht wird eine orthogonale Matrix @, so dafi QT A =
R eine obere Dreiecksmatrix ist. Dann gilt also A = QR, man nennt dies die QR-
Zerlegung von A, sie hat viele Anwendungen in der numerischen Mathematik.

Wir werden diese Zerlegung mit Hilfe von Householder-Transformationen herstellen.

Die Spalten von A seien aq,...,a,. Es sei P; eine Householder-Matrix, so daf3
*
Pia; = 0

ist, wir bilden

* *x ... %
PlA: O *
0O & ... %

(Beachten Sie, daf§ wir die Elemente in der zweiten Spalte hervorgehoben haben.)
Nun sei P; die Householder-Matrix (mit einer Reihe weniger als P;), fir die

[ *
P, ~| Y
ist, wir setzen
1 0 . 0
P =

Dann sind in P, Py A schon die ersten beiden Spalten richtig eingerichtet. So fahren wir
fort, nach n Schritten haben wir Q = P, ... P, gefunden. O
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Aufgabe: Sei die Matrix A gegeben, sei

A= QR
ihre Q) R-Zerlegung. Wir setzen

Ay = RoQo
und bilden wieder die () R-Zerlegung:

Ay =1 Ry.
Nun sei wieder

Ay = R Qq.

So fahren wir fort. Die Folge der A; konvergiert gegen eine Matrix B (das kann man zei-
gen), probieren Sie aus, welche Matrix das ist! Ein Computerprogramm dafiir ist schnell
geschrieben. In der Numerik-Vorlesung lernen Sie, dafl dieses Verfahren hervorragend
zur Eigenwertberechnung geeignet ist.

12.8 Hessenberg-Zerlegung

Sei A eine Matrix, dann gibt es eine orthogonale Matrix @), so dafl

F e
* ok *

T 10 x % *
@AQ = 0 0 «* *
L0 ... 0 x %

eine ,, Hessenberg“-Matrix ist. (Dies ist eine Dreiecksmatrix, wo unter der Diagonalen
noch eine Reihe besetzt ist.)

Die Existenz ist klar: Die reelle Schur-Zerlegung hat eine solche Gestalt. Wir werden
sehen, dafl man hier Householder-Transformationen nutzen kann.

asy *

. . . o : 0
Sei A = (aj;), es sei P eine Householder-Matrix, die den Vektor By

Anl 0

tiberfithrt. Wir réndern die Matrix P] mit Nullen in der ersten Zeile und Spalte und
einer Eins links oben:

10 ... 0
P =
0 P/
dann ist
* *
S— *
PlA = 0 x % *

o
*
*
*
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wenn wir nun noch, wie gefordert, von rechts mit P] heranmultiplizieren, bleiben die
Nullen in der ersten Spalte erhalten. Nun suchen wir eine (n — 2)-reihige Househol-
dermatrix, die einen Teil der zweiten Spalte von P;APT in Nullen iiberfiihrt, rindern
wieder zu einer n-reihigen Matrix usw. O

Lemma 12.8.1 Wenn die Matriz A symmetrisch und H = QT AQ eine Hessenberg-
matriz ist, so ist H tridiagonal, d.h. in H sind nur die Diagonale und die beiden Reihen
tiber und unter der Diagonalen besetzt.

Beweis: HT = (QTAQ)T = QTATQ = QTAQ = H. O

Wir wissen zwar, dafl eine symmetrische Matrix sogar diagonalisierbar ist, haben dafiir
z. B. ITterationsverfahren zur Verfiigung. Die tridiagonale Form kann man jedoch in
wenigen Schritten erzeugen.

Satz 12.8.1 Se:

[ai by
bg a9 bg
T, = bs
br
br a, |

eine tridiagonale symmetrische r-reihige Matriz und c.(z) ihr charakteristisches Poly-
nom, dann gilt

cr(2) = (ay — 2)cr1(2) — b2cr_a(2).

Beweis: Es ist

det

_al—z bg
bg as — 2 bg

= (a, — 2)cp_1(2) — b, det

ar_o—2 0
br—l br |

und durch Entwicklung des zweiten Summanden nach der letzten Spalte erhalten wir
die Behauptung. O

Weil wir ihn als ein Hilfsmittel fiir die anschlieBende Herleitung der Singulédrwertzerle-
gung verwenden kénnen, beweisen wir hier den verallgemeinerten Determinantenmul-
tiplikationssatz:
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Satz 12.8.2 Seien A € M,,, und B € M,,, Matrizen und es set m < n. Dann gilt
det(AB) = Y det Aji det By, wobei I = {1,...,m} ist und K alle Indexsysteme
{ki, ...k} mit 1 <ky <ky<...<kp <n durchliuft, Arx ist die Untermatriz von
A, die nur die Zeilen aus I und die Spalten aus K enthdlt.

Beweis: Es gilt
i @i bin oo D0 a1, bim
AB = e
Zil Uiy i1 - - Z@'m i Oiyym

Die Determinantenfunktion ist linear in jeder Spalte, also gilt

alil e aum
det(AB) = ZZ det bi11~~~bimm
i1 im

Ami; -+ Amiyy,

Die Determinante auf der rechten Seite ist null, wenn einige Indizes iibereinstim-
men, wir betrachten also nur Summanden, wo alle i; paarweise verschieden sind. Sei
{it, . yim} = {k1, .., kn}, wo k1 < ... < ky, ist. Sei p die Permutation mit p(i;) = k.
Dann ist die in Frage stehende Determinante gleich

sgn(p) det Arx
und damit
det(AB) = Z det A]K Z sgn(p)bill . bimm7
K »
wegen 7; = p~'(k;) ist die rechte Summe gleich det(Bp). O

Folgerung 12.8.1 Sei C = AB, sei Cjx eine Untermatriz von C, dann ist
CJK:AJ]B]K (I:{l,,n})

und damit

det CJK = Zdet AJL det BLK.IZI

Wir wenden dies fiir den Fall B = AT an und betrachten den Hauptminor det C';; von
AATZ detC’JJ:ZdetAJKdetAJK.

Folgerung 12.8.2 Die charakteristischen Polynome von AAT und AT A unterscheiden
sich um den Faktor z"~™, d.h. die von Null verschiedenen Eigenwerte von AAT und

AT A stimmen diberein.
Beweis: Der Koeffizient von z"~* im charakteristischen Polynom von AA7 ist die Sum-

me der k-Hauptminoren, also gleich

ZZdetAUdetAU,
I J

bei AT A ist der Koeffizient von 2™~ * gleich
Z Zdet AJ[ det AJ],

I J

also stimmen sie tiberein. O
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12.9 Singularwertzerlegung

Sei f : V — W eine lineare Abbildung, dabei sei dimV =n, dimW = m, dimIm(f) =
r. Wir wissen, daf3 die von Null verschiedenen Eigenwerte von f*f und von ff* iiber-
einstimmen und daf sie reell sind. Wir iiberlegen, dafl die Eigenwert nicht negativ sein
kénnen: Sei AT Av = zv, dann ist vT AT Av = |Av]* = 20Tv = z|v]* > 0. Wir kénnen

also die gemeinsamen Eigenwerte von ff* und f*f mit a?, ..., a? bezeichnen.
Nun gibt es eine Orthonormalbasis B = {vy,...,v,} von V aus Eigenvektoren von f*f
und eine Orthonormalbasis C' = {wy, ..., w,,} aus Eigenvektoren von ff*. Also ist

f*f(UZ) = a?vi,
also
U f) = (FF)(f (i) = af f (i),

d.h f(v;) ist ein Eigenvektor von ff* zum Eigenwert a?, also gilt

f(vi) = rw;.
Analog erhalten wir
[ (wi) = pu;.
Nun gilt
(f(vi), wi) = (rwi, wi) = r = (vi, f*(wi) = (vi, pvi) = p.

1
Wir setzen oben v; = f*(—w;) ein:
T

FFFF ) = atw, = a2 () = a?ru,

folglich ist |r| = a; und wir kénnen (evtl. nach Ersetzung von w; durch —w;) r = a;
annehmen, also

f(Ul) = aQ;W;.
Die Zahlen a; heiflen die Singuldrwerte von f und die Basen B und C' ein Paar singulérer
Basen.

Folgerung 12.9.1 1. Es gibt Orthogonalbasen B,C von V bzw. W mat

aq 0

Ape(f) =
0 Qs

2. Zur Matriz A gibt es orthogonale Matrizen U, V', so dafs

aq 0
A=UT Vo
0 Qs
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12.10 Vektor- und Matrixnormen

Wir wéahlen in diesem Abschnitt den Korper R der rellen Zahlen als Grundkorper.
Eine Zuordnung R — R, z — ||z|| mit den Eigenschaften

L. ||lz|| >0, [|z|| = 0 genau fiir z = 0,
2. lrall = Irl{lll (r € R),
3 Nz +yll < ll=ll + Iyl

heifit eine Vektornorm.

Zum Beispiel ist der Betrag ||z||, = \/(z, ) eine Vektornorm, sie heifit die euklidische
Norm. Weitere Beispiele sind die Summennorm ||z, = > |z;| und die Maximumnorm
], = max|azi].

Man rechnet die obigen Eigenschaften leicht nach. Veranschaulichen Sie sich durch eine
Skizze, wie die jeweiligen ,,Einheitskreise“ aussehen.

Lemma 12.10.1 [z|_ < ||lz[| < n |z .
2]l < [lzlly < v llz|l,
2]y < [lzfl; < vrllzl,-

Definition: Sei || ||, eine Vektornorm, p € {1,2, co}; wir setzen fiir eine Matrix A

B [ Az, B
|]A||p—max x#0 —maXHA:ch,
|l Izl
dies nennen wir die durch || ||, induzierte Matrixnorm.

Also gilt [[Azl], < [[A[[, - [[=]],-

Weitere Matrixnormen sind die folgenden:

|A|l, = ml?x; lag;|  Zeilensummennorm
|All, = max ) |ax;j|  Spaltensummennorm
Tk
|Allp =1/ _aZ  Frobeniusnorm

Lemma 12.10.2 Die Spaltensummennorm wird durch die Mazximumnorm, die Zeilen-
summennorm wird durch die Summennorm induziert.

Beweis: Zunéchst gilt

1Al = max > aij;
J

< m?XZ |aij| - x| < ||9€||oom?XZ laij| = ||zl - IA]l,
J J
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wir zeigen, dafl die obere Schranke tatsédchlich angenommen wird. Sei die k-te die
Zeilensumme, wo das Maximum angenommen wird:

mng lai| = |axj]
i ;

dann setzen wir

I

|aki| . X
X; = { O fiir ag; # 0

0 sonst

dann ist ||z||,, = 1 und max |} a;;z;| = X; |ax;] .
Die andere Aussage wird analog bewiesen. O

Die verschiedenen Matrixnormen haben folgende Eigenschaften:
1. Fiir jede orthogonale Matrix Q gilt ||z|5 = 27z = 27 QT Qx = ||Qz|, .

2. Wenn @) und R orthogonale Matrizen sind, so gilt [|QAR||, = ||A]|,, denn max | QARz||, =
max|| ARzl |, = max | Ay]l .

3. [|ABz||, = [|A(Bx)|l, < [All, 1Bz, < [All, [ Bll, =]l also [ABI|, < Al [|B]], -

4. Sei
dy
D =
dn
eine Diagonalmatrix, dann ist ||D||, = ||D||, = || D||,, = max|d;|.
5. Sei
a1
QAR =
Qn

die Singuldrwertzerlegung von A und a; = maxa;, dann ist ||Al|, = a;.

6. Sei z ein Eigenwert von A, dann |z| < ||A|| , denn fiir einen zugehorigen Eigen-
vektor v gilt |z - [Jv]| = [[zv]| = [[Av]| < [[A[] - v}

7. Sei A eine quadratische Matrix, fiir ihre Eigenwerte gelte |z] > ... > |z,| und
ihre Singuldrwerte seien a; > ... > a,. Dann gilt [Ta;, = |det(A)|, da orthogo-
nale Matrizen die Determinante £+1 haben, und und a,, < |z;| < ay. Die rechte
Ungleichung folgt aus dem oben Gesagten, die linke Ungleichung ist fiir a,, = 0
trivial, wenn aber a,, # 0 ist, so ist A reguldr und hat die Eigenwerte Z% und die

Singuldrwerte L, die linke Ungleichung folgt dann aus der rechten.
g a

8. Wenn A eine symmetrische Matrix ist, so gilt AT Av; = a?v; = A%v; = 22v;, also
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Durch einige Rechnung kann man die folgende Holder-Ungleichung beweisen:
1 1 1 1

> wpve < (O ul)p (O uf)e,  wobei -~ + = =1.

p q

Hieraus folgt fiir p > 1 die Minkowski-Ungleichung

QO |z 4yl < O loal”)> + O lel)?,
dies ist fiir p = 2 die Dreiecksungleichung und allgemein bedeutet es, daB fiir ||z, =

(> |zel? )% die oben geforderte dritte Normeigenschaft gilt (die beiden anderen sind
ebenfalls erfiillt), damit haben wir eine ganze Serie von Vektornormen und durch sie
induzierter Matrixnormen erhalten.

12.11 Positiv definite Matrizen

Wir beginnen mit ein paar Voriiberlegungen. Quadratische Gleichungen 16st man durch
quadratische Ergénzung:

Wegen
2 2 b 2 b2 2
ax® + 2bxy + cy :a(x—l—gy) +(c—g)y =0

gilt

Man kann dies in Matrixform schreiben:

G O=GN6E D6 D

b c¢) \X 1)\0 d/\0 1)’

wobei a # 0 und d = ¢ — % ist.

Dies kann in zwei verschiedenen Weisen auf symmetrische n x n-Matrizen verallgemei-

w a ’

wo T eine (n — 1)-reihige Matrix und a # 0 ist. Dann gilt

S_<E %w)(T—%wa o>< E 0>
N0 1 0 a %le :

Wenn T eine invertierbare Matrix ist, so gilt

S—( E 0) (T 0 )(E T_lw)
S \wT(THT 1)\0 a—w'T'w)\ 0 1)

det(.5)
det(T")
Faktoren sind zueinander transponierte Dreiecksmatrizen, auf deren Diagonalen Einsen
stehen, solche Matrizen heiflen unipotent .

Wir setzen d = a — wT T w, es ist d = . Die jeweiligen rechten und linken
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Definition: Die Determinanten der Untermatrix einer Matrix A, die durch streichen
der letzten n — i Zeilen und Spalten entstehen, nennen wir die i-Anfangsminoren von
A.

In der Literatur werden diese oft als ,,Hauptminoren* bezeichnet, wir haben diesen
Begriff aber schon vergeben.

Satz 12.11.1 (Jacobi) Die Anfangsminoren dy,...,d, der symmetrischen Matriz S
seien von Null verschieden, dann gibt es eine unipotente Matrix W mit

dy

S=w" 4

dn
dn—l

Beweis: Den Anfang haben wir soeben gemacht: Die oben eingefiihrte Zahl d ist gleich
dii - und da det(7) = d,,— # 0 ist, kann das ganze Verfahren auf die Untermatrix T
angewandt werden, usw. O

Definition: Eine symmetrische Matrix S heifit positiv definit, falls die Bilinearform
bs(y, r) = 2T Sy positiv definit ist.

a

Zum Beispiel sei S = ( b

b), dann ist
c

a- 27 Sx = a*x} + 2abx, 7y + acri = (axy + bxy)* + (ac — b?)z3 > 0

genau dann, wenn a > 0 und ac — b? > 0.

Wir bemerken, dafl Diagonalmatrizen mit positiven Diagonalelementen positiv definit
sind.

Wenn W invertierbar und S positiv definit sind, so ist W7 SW auch positiv definit,
denn (Wz)TSWz = 2T WTSWz = 0 genau dann, wenn Wz = 0, also wenn z = 0.

SchlieBlich ist mit
(2 %)
S = ,
* ok

auch die m x m-Matrix T' positiv definit, dies sehen wir, wenn wir by auf Vektoren
anwenden, deren letzte n — m Komponenten gleich Null sind.

Satz 12.11.2 Sei S eine symmetrische Matriz, dann sind folgende Bedingungen dqui-
valent:

1. S ist positiv definit,

2. es gibt eine invertierbare Matrix W mit S = WTW,

3. alle Anfangsminoren von S sind positiv.

Beweis: (2 = 1) Es ist S = WTEW und E ist positiv definit.
(1 = 3) Sei T eine Anfangs-Teilmatrix von S:

S:(T *)’
*  *
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dann ist T" positiv definit, also ist by eine nichtausgeartete Bilinearform, also ist det(7") #
0, die Anfangsminoren sind von Null verschieden. Nach dem Satz von Jacobi gibt es
eine unipotente (also invertierbare) Matrix U, so dal S = UT DU ist, wobei D eine
Diagonalmatrix mit den Diagonaleintrigen % ist. Mit S ist auch die Diagonalmatrix
D positiv definit, also gilt d; > 0.

(3 = 2) Wenn die Anfangsminoren positiv sind, so ist S = UT DU und es gibt reelle
Zahlen a; mit % = a7. Wir setzen

ai
A= ,

Qp

dann ist D = A?; wenn wir W = AU setzen, erhalten wir S = UTDU = UTa?U =
WTw. 0

12.12 Aufgaben

1. Durch welche der folgenden Funktionen ist im R? ein Skalarprodukt fiir jedes
Vektorpaar definiert?

[1(Z,Y) = 211 + Tay2 — T1Y2 — T2y

f2<fy ’57) = 21y + 27212
f3(Z,y) = 3xay2 + 1 (y1 + 2y2)
Ja(Z, ) = x1 + 22y2 + 2

2. Beweisen Sie, daf§ in einem euklidischen Vektorraum gilt: Wenn < a,7 >=<
b, ¥ > fir alle ¥ € V, soa=b.

3. Im A3 sei das kartesische Koordinatensystem (O,B) sowie die Punkte A =
(2,—5,1)o, B = (6,-3,5)05,C = (6,—4,9)0op gegeben. Berechnen Sie die
Lingen der Dreiecksseiten, wenn das kanonische Skalarprodukt im A? gegeben
ist.

4. Zeigen Sie, daB in einem euklidischen Vektorraum das sogenannte Parallelo-
grammgesetz gilt: || Z+ ¢ |2 + || Z—9 |I*’= 2(]| @ ||> + || ¥ ||*). (Fertigen
Sie sich fiir den R? eine Skizze an!)

5. Berechnen Sie fiir einen Wiirfel die Gréfle folgender Winkel:

a) Winkel zwischen einer Fldchendiagonale und den anstofienden Kanten,
b) Winkel zwischen einer Raumdiagonalen und den anstoBenden Kanten,
¢) Winkel zwischen zwei Raumdiagonalen,

d) Winkel zwischen einer Raumdiagonalen und einer anstofienden Flichendigo-
nalen.
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

Seien @ und b Elemente eines euklidischen Vektorraums. Beweisen Sie, dafl dann
folgendes gilt:

a) Wenn 7 und s positive reelle Zahlen sind, dann gilt: /(rd, sb) = /(a, b)

-

b) @ und b sind linear abhingig genau dann, wenn entweder /(d,b) = 0 oder
/(a@,b) =7 gilt.

Sei V' ein euklidischer Vektorraum fiir einen Vektor & € V mit & # o0'sei 2° folgen-
dermaflen definiert: ”x”x Beweisen Sie, daf} folgende Aussagen dquivalent
sind :
a) Z und ¥ sind linear abhéngig;

=0

b) ° = ¢° oder z° = - y°;

c) <%y’ >=1.

Beweisen Sie, daf fiir beliebige Vektoren 7 und g eines euklidischen Vektorraums
gitt: [ | 7] = 71| <l Z+7]

Beweisen Sie, dafl zu jeder Geraden g und zu jedem Punkt P mit P ¢ g genau
ein Lot von P auf g existiert.

Beweisen Sie vektoriell:
a) den Satz des Thales,
b) Ein Viereck, in dem sich die Diagonalen halbieren, ist ein Parallelogramm.

¢) In jedem regelméBigen Tetraeder sind die Vektoren, die zu zwei windschiefen
Kanten gehoren, zueiander orthogonal.

Sei der R® mit folgendem Skalarprodukt gegeben: < &, if >= x1y1 4+ 222ys+T3y3 —
Toy3—r3ys Bestimmen Sie ausgehend von der Basis B = {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0,1)}
eine ONB fiir diesen euklidischen Vektorraum.

1 1 2

Bestimmen Sie fiir die folgende Matrix A= [ 0 1 1 | eine obere Dreiecks-
01 -1

matrix R und eine orthogonale Matrix @), so dafli A = QR gilt.

Sei R* mit kanonischen Skalarprodukt sowie U; = lin {a@,,d»} mit @ = (1,1,0)
und @y = (0,1,1) gegeben.

a) Geben Sie das orthogonale Komplement zu U; an!

b) Geben Sie einen Unterraum Us von R? an mit U, =+ UlL und R? ist die direkte

Summe von U; und Us.

Im R? seien der Punkt P = (1,—3,1) und eine Ebene e durch die Gleichung
2x — by + z = —2 gegeben. Bestimmen Sie den Abstand von P und !



170

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
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a) Ermitteln Sie die gegenseitige Lage der durch die folgenden Parameterglei-
chungen gegebenen Geraden des R?! gy : & = (1,—4,2) + t(1,-3,-2); go : T =
(9,0,0) + s(4,2,—-1).

b) Ermitteln Sie den Schnittwinkel der beiden Geraden!

c) Ermitteln Sie eine Parametergleichung und eine Normalengleichung fiir die
durch g; und g, bestimmte Ebene ¢!

Gegeben Sei eine Ebene ¢ und eine Geradenschar ¢(t) durch: € : o + 2y =
3und g(t): = (1+¢t,2+¢1)+s(t,1+t,1—1)

a) Fir welche reellen Zahlen t ist g(t) parallel zu e, fiir welche ¢ liegt g(t) in € ?
b) Fiir welches t ist ¢(t) orthogonal zu € ?

Beweisen Sie, daf fiir alle Vektoren a, b, ¢ des R? gilt:

a) dzb = —bxd,

b) dx(bxé) + ba(crd) + éx(dzb) = o,

a) Zeigen Sie, daB es sich bei den folgenden Abbildungen des R? auf sich um
orthogonale Abbildungen handelt; dabei sei B = {é}, &} eine Orthonormalbasis
von R?, und # € R? ein beliebiger Vektor aus R? mit den Koordinaten (zy, zs)
ngl B.: gOl(f) = —xlél + ZL‘252, QOQ(f) = —xlél — ZL‘252

b) Bestimmen Sie zu ; und ¢y eine Spiegelung ¢, so dafl gilt: ¢ o v = o

¢) Finden Sie zu ¢; und ¢ eine ONB {dy, @} bzw. {by, by} von R?, beziiglich
derer ¢ bzw. ¢ durch (é _01) dargestellt werden.

Zeigen Sie: Ist ¢ eine eigentlich orthogonale Abbildung des R?, so gilt: (a@ x 5) =
p(a@) x p(a).

Bestimmen Sie alle orthogonalen Abbildungen des R?, die sich durch eine Diago-
nalmatrix darstellen lassen und interpretieren Sie diese Abbildungen geometrisch!

Seien a und b Vektoren eines euklidischen Vektorraumes mit |a| = 5,|b| = 8,
und arc(a,b) =" /3. Man finde |a+b| und |a—1b|!

Sei in R? ein Skalarprodukt gegeben durch < (z1, 9, 73), (y1, Y2, y3) >= 21y1 +
1Y + T2y1 + 222y2 + 3x3Y3

a) Wird dadurch R? ein euklidischer Raum ?

b) Man finde in [R?, <, >] die Kosinuswerte der Winkel des Dreiecks (p1, pa, ps)
mit P1= (17 07 0)7p2 = (07 17 O) und 3 = (07 07 1)

Wir betrachten R® mit dem gewohnlichen euklidischen Skalarprodukt. Berechnen
Sie den Abstand der Punkte P = (1,2,1) sowie @ = (0,2,4) von der durch
H :={(x1, 19, 73) € R*; 33, — 5 + 2x3 = 1} definierten Ebene an!
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24. Sei V :={f: R — R; f ist Polynom vom grad < 3}.

25.

a) Zeigen Sie, daB durch b(f, g) := [, f(t)- g(t)dt ein euklidisches Skalarprodukt
in V definiert wird.

b) Mittels des Orthogonalisierungsverfahrens von E.Schmidt tiberfiihre man die
Standardbasis {1, z, 2% 23} von V in eine ON-Basis beziiglich b!

Seien vy, vy, v3 € R? Vektoren in R? derart, daB die Summe c(L) :=| prpv; |?
+| prrvs |2+ | prrvs | unabhingig vom 2-dimensionalen Unterraum L C R?
ist. Man zeige, dafl dann die Vektoren vy, vo, v3 paarweise orthogonal sind, und
iiberdies die gleiche Lange haben.
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Kapitel 13

Euklidische und projektive
Geometrie

13.1 FEuklidische Geometrie

Sei V' ein euklidischer Vektorraum mit dem Skalarprodukt (, ). Sei {vy,...,v,} CV
eine Basis und by, ...,b, € R gegeben. Wir suchen den Vektor z mit

<’UZ‘,$C>:bZ‘, izl,...,n,
wir setzen dazu x = ) y;v; ein:

(vi, D_yj05) = D (i, )y, = bi,

J

d.h. die Bedingung (1) ist dquivalent zum Gleichungssystem (2) fiir die Koordinaten
y; von x; dessen Koeffizientenmatrix wird als Gram-Matrix bezeichnet:

G(v1,...,v,) = ((vi,v5)).

Es ist det(G(vy,...,v,)) # 0. Solch eine Matrix kann auch fiir eine beliebige Anzahl
auch linear abhéngiger Vektoren eingefiihrt werden:

G(vr, ..., vm) = ((vi,v5)).

Lemma 13.1.1 Wenn {vy,...,v,} C V linear unabhdingig ist, so ist G(vy,...,vn)
positiv definit.

Seien r1,...,7, € R nicht alle null, dann ist x = Y rv; # 0 und 0 < (x,x) =
> riri(vi, v;), d.h. die Matrix G(v1, ..., vy) ist positiv definit. |

Wir konnen die Gram-Matrix zur Volumenberechnung verwenden:

173
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Wir stellen uns vor, dafl die Vektoren aq, ..., a,, einen von Parallelogrammen begrenz-
ten Korper aufspannen, so etwas nennt man ein Parallelepiped. Dann setzen wir

vol(ay, ..., ay) = \/det(G(al, ey Q)

(wir wissen, dafl der Radikand nicht negativ ist).

Zur Rechtfertigung dieser Definition betrachten wir Spezialfille:

m = 1: vol(a) = y/det({a,a)) = |al .

m = 2: vol(a,b) = \/|a|2 b — (a,b) = |a| |b] sin(a).

Wir iiberlegen, wie sich das Volumen #ndert, wenn die Vektoren einer linearen Abbil-
dung unterworfen werden.

Lemma 13.1.2 Seien by, ..., b, € L(ay,...,ay) und a; = ajpby, dann ist
vol(as, ..., ay) = |det(A)| - vol(b, ..., by) mit A = (a;;).

Beweis: Es ist (a;,a;) = (3 agbi, > ajbe) = X ayajr(bi, by), also G(ay, ..., an,) = A-
G(bl,...,bm)'AT. O

Wir wollen nun Absténde und Winkel zwischen Geraden und Hyperebenen berech-
nen. Wir identifizieren dabei Punkte mit ihren ,,Ortsvektoren“, d.h. wir fassen den

Vektorraum V als affinen Raum auf.

Eine Gerade ist durch einen ihrer Punkte p und einen Richtungsvektor a bestimmt.
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Wenn M C V eine Teilmenge und ¢ € V' ein Punkt ist, so definieren wir deren Abstand
als
d(q, M) = min{lg — m| | m € M}.

Lemma 13.1.3 Der Abstand des Punkts ¢ von der Geraden G, , ist

1 2 2
A0, Gra) = rlal’ o = af* = (0 — )
der Fuf$punkt des Lotes von q auf G, 4 ist

fzp— <p—q2,a)
|al

Beweis: Fiir r € R gilt

((p+ra) —a* = |p—al’ +2r(p—q,a) +r°|af*
2
pP—gq,a pP—gq,a
= (rlal 4 LBy g gl
lal jal
und das Minimum wird fir 7 |a|* = —(p — ¢, a) angenommen. O

Sei U C V ein Unterraum mit dim U = dim V' —1 und p € V', dann hei3t H = p+U eine
Hyperebene. Es gilt x € H genau dann, wenn die Koordinaten von x eine Gleichung
erfiillen, etwa

H=H.,={veV|{(cv)=r},

dann ist U = L(c)*, denn es ist u € U gdw. u = v; — v, mit v; € H, also (c,u) =
(c,v1) — (c,v9) =7 — 1 =0.

Die Unterrdume p; +U; und py+ Us sind parallel, wenn U; C U,y oder U, C Uy gilt, also
sind zwei Geraden G, und G,; genau dann parallel, wenn a und b linear abhéngig
sind, und zwei Hyperebenen H., und H,, sind genau dann parallel, wenn ¢ und d linear
abhéngig sind. Schliellich ist die Gerade G, , genau dann parallel zur Hyperebene H. ,,
wenn a L c ist.
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Satz 13.1.1 Sei G = G, eine Gerade und H = H., eine Hyperebene. Dann sind
folgende Bedingungen dquivalent:

1. G und H schneiden sich in einem Punkt.

2. G und H sind nicht parallel.

In diesem Fall ist der Schnittpunkt gleich p + % a.

Beweis: Wir suchen ein € R mit (¢,p + za) = r, also z{c,a) = r — (¢, p), solch ein
x existiert, wenn (c,a) # 0 ist, und damit ergibt sich der obige Parameter fiir den
Schnittpunkt. Wenn (¢, a) = 0 ist, so sind G und H parallel. O

Folgerung 13.1.1 Das Lot vom Punkt p auf die Hyperebene H., ist gerade G, der
Fiifpunkt des Lots ist f = p + % c und d(p, H) = W. )
Satz 13.1.2 Sei U C V' ein Unterraum und {b,...,b,} eine Orthonormalbasis von
U, dann ist firx eV

m

i=1

die orthogonale Projektion von x auf U und

d(x,U) = y/Iaf* ~ pu )"
Beweis: Man ergénzt die Basis von U zu einer Orthonormalbasis von V. O
Damit konnen wir den Abstand beliebiger affiner Teilrdume bestimmen. Sei X; =
p1+ U, Xo = py+ Us, dann ist
d(XhXQ) = min(\;l:l — SC2|)
= min(|p1 +u1 — p2 — )

= min([p1 — p2 — (ua —w1)|)

= d(p1 —p2, U1 + Ua).

Als néchstes betrachten wir Kreise (oder Sphéren): Sei M ein Punkt und r eine reelle
Zahl,
Svur = {z|dx,m)=r}
= {z ]|z —M|=r}
= {z| Z(% —m;)* =1?}
ist die Sphére mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r. Wir betrachten eine Gearde

und einen speziellen Kreis:
r=p+ta, |a]=1,

\:L’|2 =72
Ein Punkt x ist ein Schnittpunkt, wenn

(p+ta,p+ta) =1
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d.h.
\p|2 + 2(p,a)t + 2 —1r? =0,

also
(t + <p7 a>)2 = <p7 CL>2 - (|p|2 - TQ)'
In Abhéngigkeit vom Vorzeichen der rechten Seite gibt es zwei, einen oder keinen

Schnittpunkt. Die Abstdnde von p zu den Schnittpunkten sind gleich den Lésungen
der quadratischen Gleichung (1):

d(pa l‘l) - |t1(1,| - |t1| )

d(p7 x2) = |t2(1| = ‘tQ‘ )
ihr Produkt ist gleich dem konstanten Term in (1), also

d(p, 21)d(p, x2) = |tit2] = [p|* — 1.

Diese Konstante héngt nicht von der Richtung der Geraden ab, sondern nur vom Punkt
p. Diese Aussage ist als Sekanten-Tangentensatz bekannt.

Fiir die folgenden Untersuchungen bendtigen wir als Hilfsmittel das Vektorprodukt von
Vektoren im R?. Sei {4, j, k} eine Orthonormalbasis des R?, dann war fYr a,b € R* als

i j  k
axb=det| a ay a3
by by bs

definiert. Wir werden nun einige Identitdten fiir Vektorprodukte herleiten.

Wir erinnern daran, daff das Produkt a x b linear in a und in b ist, daher geniigt
es, wenn die zu beweisenden Gleichungen nachgewiesen werden, wenn die einzelnen
Faktoren Basiselemente sind. Somit erhalten wir

1. {(a x b,c) = det(abc)

2. ax (bxc)={a,c)b— (a,b)c Grafmann-Identitét
.ax(bxc)+bx(ecxa)+ecx(axb)=0 Jacobi-Identitét

4. (axb) x(cxd)={axbdyec—{axbc)d=det(abd)c—det(abc)d
5. {(ax b,cxd)={a,c)b,d) — (b, c){a,d)



178 KAPITEL 13. EUKLIDISCHE UND PROJEKTIVE GEOMETRIE

13.2 Sphirische Geometrie

Als néchstes wollen wir uns mit der Geometrie auf der Oberfliche der Einheitskugel
beschéaftigen.

Ein sphérisches Dreieck ist durch drei Einheitsvektoren a,b,c gegeben. Wir wéhlen
die Reihenfolge so, dafl det(a b ¢) > 0 ist. Die ,Seiten“ des Dreiecks sind die Win-
kel A, B,C zwischen den Vektoren a,b,c, die ,Winkel“ «, 3, des Dreiecks sind die
Winkel zwischen den Ebenen L(a,b), L(b,c), L(a,c), also die Winkel zwischen deren
Normalenvektoren. Da die Vektoren den Betrag 1 haben, gelten folgende Bezichungen:

cos A= (b,c) cosB = {a,c) cosC = (b,a)

sinA=l]axcl sinB=laxcl sinC=]laxb|

~ {axcaxb) ﬁ_<b><a,b><c> _ (exbexa)
BT laxelaxy P T xalpxe 7T lexblexal
Aus den obigen Formeln fiir das Vektorprodukt folgt
|(a xb) x (axc) = |det(abc)|]|al

= det(abc)
= |a xb||a x c|sina
= sinC -sin B - sina.

Daraus folgt der spérische Sinussatz:

Satz 13.2.1
sina det(abc)  sinf  siny

sinA sinAsinBsinC sinB  sinC
Wenn die Seiten klein sind, so kénnen wir sie die Sinuswerte durch die Argumente
ersetzen und erhalten den ebenen Sinussatz.

Wir erhalten zwei Cosinussatze:

Satz 13.2.2 1. cos A = cos Bcos C + sin Bsin C cos a,
2. sin C'cos B = sin B cos C' cos a + sin A cos 3.
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Aus der ersten Formel geht hervor, dal man die Winkel aus den Seiten berechnen kann.
Beweis: 1. sin BsinC'cosa = |a X ¢||a X bjcosa = (a X ¢,a x b) = (a,a)(b,c) —
(a,b)(a,c) = cos A — cos B cos C.

2. Die Behauptung ist genau dann richtig, wenn

(a X c,a xb)
la X ¢| |a x b|

(bxa,bxc)

la x b| {a,c) = |a x c| {a, c) b x al[bx c|

+ b x ¢
gdw.

la x b (a,¢) = (a,b){a x c,a x b) + (b x a,b x ¢,
die linke Seite ist gleich (1 — {a, b)?){a, c), die rechte Seite ist gleich

<a7 b) ((CL, CL> <C7 b) - <Ca a) <a7 b)) + <b7 b> <6L, C> - <a7 b) <b7 C>v

dies stimmt mit der linken Seite {iberein. O

Das Dreieck, dessen definierenden Vektoren senkrecht auf den Seiten des durch a,b, ¢
gegebenen Dreiecks stehen, wird das Polardreieck genannt, es hat die Ecken

, bxec ,  cXa , axb
= — = — CcC =
b x c|’ le x al’ la x b
die Seiten A’, B’, C" und die Winkel o/, 3,
Satz 13.2.3 (Vieta-Formeln)
cos A’ = —cosa, cosa’ = — cos A.

Beweis:
cos A = (/) = (c X a,a X b)
’ lc x al |la x b

Als Folgerung erhalten wir den polaren Cosinussatz:
Folgerung 13.2.1
— cosa = cos (3 cosy + sin 3 sin y cos A.O0

Das bedeutet, dafl die Seiten des Dreiecks aus den Winkeln berechnet werden koénnen.
Es gibt also keine dhnlichen Dreiecke, die nicht kongruent sind.

Wenn man die geografischen Langen L; und Breiten B; zweier Orte kennt, so kann man
mit dem ersten Cosinussatz deren Entfernung berechnen. Man betrachtet das Dreieck,
das von beiden Orten und dem Nordpol gebildet wird, dessen zwei Seiten sind gleich
/2 — B; und der der gesuchten Seite gegeniiberliegende Winkel ist gleich Ly — Ls.
Beispiel: Paris: (2,3°48,8°), Berlin: (13,4°;52,5°), damit berechnet man cos A =
0,99..., also A = 7,939°, bei einem Erdradius von 6378 km ergibt dies eine Entfer-
nung von 884 km.
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13.3 Konvexe Mengen und lineare Ungleichungssy-
steme

Sei V' ein Vektorraum und U C V ein Unterraum, dann ist die Menge v + U ein
affiner Unterraum des affinen Raums (V, V'), wir nennen sie eine affine Teilmenge.
Wenn M C V eine beliebige Teilmenge ist, so sei I, eine derartige Indexmenge, dafl

{A; i€ Iy} ={AD M| A affiner Unterraum

die Menge aller affinen Unterrdume von V' ist, die M umfassen. Den Durchschnitt all
dieser Mengen

A(M) = ﬂ A

i€l

bezeichnen wir als die affine Hiille von M.
Lemma 13.3.1 A(M) = m+ Ny, Ui mit m € M.

Beweis: Sei m € M beliebig, dann ist m + NU; C m + U; fiir alle j € Iy, also
m+NU; C A(M).

Sei andererseits x € A(M), dann ist x € m + U, also © —m € U, fiir alle 4, folglich ist
x—m € NUj;, also z € m+ N U; und damit A(M) C m +NU;. O

Wir bezeichnen den Unterraum (" U; mit U,,.

Folgerung 13.3.1 Sei M = {my,...,my}.Es ist Uy = L({m; — mi}) = {>rim; |
ZTi = O}

Beweis: Der zu einem affinen Unterraum gehorige Vektorraum besteht aus den Verbin-
dungsvektoren der Punkte. Jeder Vektor u € Uy, hat die Gestalt u = > r;(m; —my) =
> rim; — (X r;)m und die Summe aller Koeffizienten ist Null. a

Folgerung 13.3.2 A(M) = {>Xrm; | X r; =1}. O

Definition: Eine Teilmenge K C V heifit konvex, wenn mit u,v € K, r,s € R, r,s >
0, r+s=1auch ru+ sv € K ist.

Eine konvexe Teimenge enthélt also mit je zwei Punkten auch deren Verbindungs-
strecke.

Beispiele:

1. Jeder Unterraum ist konvex.

2. Die Menge {v | |v| < 1} ist konvex, denn sei |u| < 1, |v| < 1, dann ist |ru + sv| <
7 ful +[s|[o] <7 +s=1.

Definition: Seien vy,...,v, € V, r,...,r, € R, dann heifit v = > rv; mit r; <

0,> r; = 1 eine konvexe Linearkombination der v;.

Lemma 13.3.2 FEine konvexe Menge enthdlt alle konvexen Linearkombinationen sei-
ner Elemente.
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Beweis: Sei K eine konvexe Menge. Nach Definition enthélt K jede konvexe Linearkom-
bination zweier seiner Elemente. Es sei schon gezeigt, dal K jede konvexe Linearkombi-
nation von m—1 seiner Elemente enthélt, und seien vy, ..., v, € K.Seir; > 0,> r; =1,
wir betrachten den Vektor v = Y r;v;. Falls r,,, = 1 ist, so ist v = v,,, € K. Andernfalls

m—

ist r,, < 1, wir setzen r = Zizllri = 1 — 1y, dann ist v = r3 "v; + ryUy,, Wobel

Y= %:Z = 1 ist, der erste Summand liegt nach Voraussetzung in K, also ist v als

konvexe Liilearkombination zweier Elemente von K auch in K enthalten. O
Definition: K(M) =N{K | M C K, K konvex} heifit die konvexe Hiille von K.

Satz 13.3.1 K (M) ist die Menge aller (endlichen) konvexen Linearkombinationen von
Elementen aus M.

Beweis: Die Menge

KQ = {U = ZT‘Z'UZ‘ | V; € M,ZTZ‘ = 1}
umfa3t M und ist konvex, denn seien v = > rv;, w =Y. s;w; € M,r + s =1, dann ist
rv 4+ sw = > rrv;, + Y. 8s;w; und Y. rr; +>.88, =r>.r;+s>. 8, =r+s=1. O

Definition: Eine Linearkombination > r;v; heifit positiv, wenn r; > 0 ist.
Wenn M = {vy,...,v,} eine endliche Menge ist, so heifit K (M) ein konvexes Polyeder.

Ein Element eines konvexen Polyeders K (M) heifit Ecke, wenn es nicht als konvexe
Linearkombination anderer Elemente von K (M) dargestellt werden kann.

Satz 13.3.2 Die Ecken von K(vy,...,v,) sind genau diejenigen v;, die sich nicht als
konvexe Linearkombination der restlichen v; darstellen lassen.

Beweis: Es sei v, keine konvexe Linearkombination von vy, ..., v, 1, wir zeigen, daf}
v, auch keine konvexe Linearkombination anderer Elemente ist.

Angenommen, es gilt v,, = >% | a;w;, Y a; = 1,a; > 0, es sei w; = i1 aivg, Yoag =
1. Dann gilt v,, = >7; 3, a;a;v;, wir setzen r; = 37, a;a;;, es gilt Y r; = 1. Falls
Tm = 2. QG = 1 gilt, so muB a;,, = 1 fiir ein ¢ und a;; = 0 fiir j < m gelten, also
wére v, = w; nicht als konvexe Linearkombination dargestellt.

Also gilt r,, < 1 und wir haben v,, als Linearkombination von vy, ..., v,, 1 dargestellt:

m—1
(1 —=7m)vm = Z ;.
i=1

Dies ist eine konvexe Linearkombination, wie man leicht nachrechnet. Damit erhalten
wir einen Widerspruch. O

Definition: Sei M = {my,...,my}; wenn dim A(M) = s ist, so heiit K(M) ein
s-dimensionales Polyeder. Wenn dim K (M) = k ist, so heifit es ein k-Simplex. Sei
S = K(xg,...,xx) ein k-Simplex, dann ist K (x;,,...,x; ) ein r-Simplex, es heifit Seite
von S.

Satz 13.3.3 Der Durchschnitt eines Simplex und eines Untervektorraums ist ein kon-
vexes Polyeder oder leer.
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Beweis: Sei P = K(xg,...,%,) ein Simplex und U C V ein Unterraum. Jeder Punkt
x € NU liegt auf gewissen Seiten von P, sei S, die Seite kleinster Dimension, die x
enthélt. Wir nennen einen Punkt x € P N U markant, wenn S, NU = {z} ist, also
wenn S, ¢ U ist. Die Zahl der markanten Punkte ist endlich, da die Zahl der Seiten
endlich ist. Wir zeigen

PNU = K({z | x markant)}.

Wenn x € PN U nicht markant ist, so enthélt S, noch einen Punkt z aus PN U. Dann
gilt x,z € U, also ist y = z — & € U nicht der Nullvektor. Es sei S, = K(xo,...,x,)
und x = Y agprp mit Y ap = 1, dann ist a; > 0 fiir alle &£ wegen der Minimalitdt von 5.
Sei z = bray, by >0, > b, = 1. Dann ist y = > (by — ag)zk, Wir setzen ¢, = by — ag,
dann gilt > ¢, = 0, aber nicht alle ¢, sind null. Also ist mindestens eins der ¢ positiv
und mindestens eins ist negativ. Sei

a = min (—%)
<0\ ¢/’

diese Zahl ist positiv. Dann gilt

ap+acy >0, k=0,...,r
und das Gleichheitszeichen kommt fiir ein k vor. Analog gibt es ein b > 0 mit

ap —bc, >0, k=0,...,r
und auch hier kommt das Gleichheitszeichen vor. Wir betrachten

u=z+ay=>Y (a+ ac)zy,

hier sind die Koeffizienten nicht negativ und die Koeffizientensumme ist gleich 1. Analog
sel

v=x—by = Z(ak — bey) g,
auch dies ist eine konvexe Linearkombination der xj. Nun liegen aber v und v auf einer
echten Seite von S, denn jeweils ein Koeffizient ist null. Folglich ist

r = (bu + av)

a+b
eine konvexe Linearkombination von Elementen, die auf niedrigerdimensionalen Seiten
als x liegen. Wenn u, v markant sind, so sind wir fertig. Wenn nicht, so zerlegen wir,
wie soeben x, nun v und v. O

Definition: Eine Menge der Form P = P(vy, ..., v,) = {3 mv; | r; > 0} heiit konvexe
Pyramide. Zwei Vektoren u, v heiflen positiv parallel, wenn ein r > 0 existiert, so daf3
ru = v ist. Eine Pyramide P heifit spitz, wenn P N (—P) = {0} ist.

OBdA seien unter den v; keine positiv parallelen Vektoren; dann heiffen diese die Kan-
ten von P. Keine Kante ist eine positive Linearkombination der restlichen.

Seien Hy,...,H; C R"™ Hyperebenen, die jeweils durch eine homogene Gleichung
fi(z) = 0 beschrieben seien. Dann ist H = (| H; ein Unterraum, wir betrachten
Ht = {x € H | ; > 0}. Die Elemente von H* konnen also durch Gleichungen
und Ungleichungen beschreiben werden.
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Satz 13.3.4 H™ ist eine spitze konvexe Pyramide.

Beweis: Sei {ey,...,e,} die kanonische Basis, sie erzeugen das (n — 1)-Simplex P =
K(eq,...,e,) und der Durchschnitt P N H ist ein konvexes Polyeder, also von der
Form K (xg,...,z,). Nun ist aber H' die positive Hiille der z;, H™ ist spitz, da in
H™* nur Vektoren mit nichtnegativen Komponenten, in —H ™ aber nur Vektoren mit
nichtpositiven Komponenten vorkommen. O

Wir betrachten jetzt ein lineares Ungleichungssystem, dies ist eine Folge von Bedin-
gungen der Form
F(5) > a, glx) <b, h(z) = ¢,

wo f, g, h Linearformen sind.

Durch Einfiirung neuer Unbekannter und neuer Bedingungen kénnen wir das Bild
vereinheitlichen:

f(z) > a ist dquivalent zu f(z) —y =a, y >0,

g(x) < bist dquivalent zu g(z) + z =a, z > 0,

wir konnen die Ungleichungen also durch Gleichungen und Positivitatsforderungen an
die Unbekannten ersetzen. Wenn an eine Unbekannte z keine Positivitédsforderung ge-
stellt ist, so ergénzen wir z = 2/ — 2", 2/ >0, 2 > 0.

Somit kénnen wir eine einfache Form des Ungleichungssystems annehmen:

Ar=0b, z; >0, (i=1,...,n).

Satz 13.3.5 Die Menge der Ldésungen des homogenen Ungleichungssystems Ax =
0, x; > 0 ist eine spitze konvexe Pyramide.

Beweis: Die Losungsmenge hat die Form H* (s.o.). O

Zum inhomogene Ungleichungssystem
Ar=0b, z; >0
betrachten wir das Ungleichungssystem
AZ —bzg =0, z; >0,

hierbei sei Z = (z1,...,2,)7, wir betrachten die Losungen von (2) mit z, > 0, aus
diesen erhalten wir Lésungen von (1): z; = 2.

Satz 13.3.6 Die Ldsungsmenge eines inhomogenen linearen Ungleichungssystems ist
eine direkte Summe eines konvexen Polyeders und einer konveren Pyramide.

Beweis: Die Menge aller Losungen Z = (z1,..., 25, 20) von (2) bilden eine konvexe
Pyramide, diese habe die Kanten

Zk:(zlka-'-aznkazOk)a kzl)"'787

also hat jede Losung die Form Z = Y r;Z;, r; > 0.
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Falls fir £ = 1,..., s stets zop = 0 ist, so ist zy = 0 fiir jede Losung von (2), d.h. (1)
besitzt keine Losung.
Sei also oBdA 291 > 0,...,20, >0, 20,41 = ... =0, es ist z; = > r;2;; und damit

T S
J J 2 : L

0 g=1 R0 20k g=py1 70

die zweite Summe beschreibt ein Element einer Pyramide; wir betrachten die Koeffizi-
entensumme der ersten Summe:

T
20k 1 20
Iy = — Y rpzgp = — = 1,
j=1 <0 20 20
also beschreibt die erste Summe ein Element eines konvexen Polyeders. O

13.4 Projektive Geometrie

Definition: Sei V ein Vektorraum, P(V') die Menge aller 1-dimensionalen Unterraume
von V, G(V) sei die Menge aller 2-dimensionalen Unterraume von V und e sei die
Inklusionsrelation auf P(V) x G(V), also p € g <= p C ¢. Dann heiit (P(V),G(V),€)
der projektive Raum tiber V. Die Elemente von P(V') heilen Punkte, die Elemente von

G (V) heiBen Geraden. Der Punkt p liegt auf der Geraden g, wenn p € g, d.h. p C g
gilt.

Sei U C V ein Unterraum, dann gilt P(U) ¢ P(V) und G(U) C G(V) und
(P(U),G(U), € |pw)xcw)) heiit projektiver Unterraum. Wir setzen dim(P(V)) = dim V —
1.

Lemma 13.4.1 P(U) und P(W) seien Unterdiume von P(V'). Wenn P(U) = P(W)
ist, dann gilt U = W.

Beweis: Sei P(U) C P(W) und o # u € U, dann hat p = Ru die Dimension 1, also gilt
pe P(U), also p e P(W) und damit U C W. O

Satz 13.4.1 P(V) sei ein projektiver Raum, dann gilt:

(1) Zu zwei Punkten p,q gibt es genau eine Gerade g = (p,q) mitpe g, q € g.

(2) Auf jeder Geraden liegen mindestens drei Punkte.

(8) Seien p, q,r, s verschiedene Punkte. Wenn die Geraden (p, q) und (r, s) einen Schnitt-
punkt haben, so schneiden sich auch (p,r) und (g, s).

Beweis: 1. Seien p,q € P(V), p # q, dann ist der Unterraum p 4+ ¢ C V' 2-dimensional
und es gilt p Cp+¢q, gCp+gq,alsoist p+q¢g€ G(V)und pep+q, g€ p+ q und
(p,q) = p+q ist der einzige zweidimensionale Unterraum von V' mit dieser Eigenschaft.

2. Sei ¢ = Rz+Ry eine Gerade, dann sind z, y linear unabhéngig, also sind Rz, Ry, R(z+
y) drei verschiedene Punkte auf g.

3. Sei p = Ru, ¢ = Rv, r = Rz, s = Ry, nach Voraussetzung sind jeweils zwei der
Vektoren u, v, z, y linear unabhéngig. Es ist (p,¢) = Ru+Ruw, (r,s) = Rx+Ry. Wenn
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(p,q) und (r,s) sich schneiden, so ist (Ru + Rv) N (Rz + Ry) 1-dimensional, enthélt
also einen vom Nullvektor verschiedenen Vektor

z=au+bv=cxr+dy, a,b,c,d € R.

Dann ist
2 =au—cx=—-bv+dye(p,r)N(qs),

denn falls 2’ = o wire, so wire wegen a =b=c=d =0 auch z = o. O

Alle im Folgenden zu beweisenden Aussagen konnen aus den drei Aussagen dieses
Satzes hergeleitet werden, diese Aussagen konnten also als Axiome der projektiven
Geometrie dienen.

Wir beweisen einige elementare geometrische Eigenschaften.

Satz 13.4.2 (4) Zwei verschiedene Geraden g,h schneiden sich hichstens in einem
Punkt.

(5) Sei dim(P(V)) =2 (d.h. P(V) ist eine projektive Ebene), dann schneiden sich zwei
verschiedene Geraden genau in einem Punkt.

Beweis: 4. Seien p,q € P(V) mit pe h, ge h, peg, qe g, p# q, also h = (p,q), g =
(p, h), wegen (1) folgt g = h.
5. Seien g, h € G(V). Wenn g N h = {o}, dann ist

dimg+dimh =4 > dimV = 3,

aus dem Widerspruch folgt dim(gNh) = 1 und der Schnittpunkt ist wegen (4) eindeutig
bestimmt. 0

Satz 13.4.3 Seien p,q,r drei Punkte, dann ist p € (q,r) genau dann, wenn q € (p,r).

Beweis: Sei p € (¢, ), dann ist auch p € (p,r), beide Geraden enthalten p und r, also
ist (¢,7) = (p,r) und damit g € (p,r). |

Lemma 13.4.2 P(U) sei ein Unterraum von P(V'), dann gilt: (6) Wennp,q € P(U), p #
q, dann ist (p,q) € G(U).
(7) Sei g € G(U), pe P(V), wennpe g, soistp € p(U).

Beweis: 6. Wir haben p,q C U, also p+ ¢ C U, also ist (p,q) =p+q € G(U).
7. Wegen pegist pC g C U, alsop CU. O

Wir kénnen Unterrdume eines projektiven Raums wie folgt charakterisieren:

Satz 13.4.4 Seien P C P(V), G C G(V) Teilmengen mit folgenden FEigenschaften:
(a) wenn p,q € P und p # q ist, so ist (p,q) € G,

(b) sei g € G undp e P(V), wenn pe g ist, so istp € P.

Dann gibt es einen Unterraum U C 'V mit P = P(U), G = G(U).
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Beweis: Wir setzen U = {u € V | v = o oder Ru € P} und zeigen, daf8 dies ein
Unterraum ist.

Seien u,v € U, also Ru, Rv € P. Wenn u, v linear abhéngig sind, R(u+v) = Ru € P,
also u + v € U. Seien nun u,v linear unabhéngig, dann ist Ru + Rv € G nach (a).
Weiter ist R(u + v) € Ru+ Rw, wegen (b) ist also R(u+v) € P, dh. u+v e U.
Fir r € R ist ru € U, da Rru = Ru.

Nach Konstruktion ist P(U) = P und aus (a) und (7) gilt G(U) C G; aus (6) und (b)
folgt G C G(U). O

Definition: Seien X,Y € P(V) Teilmengen, wir setzen
X+Y={peP(V)| esgibtxe X, yecY mitpe (z,y)} UXUY,

20X =X +X,....nX = (n—1)X + X,
H(X) = U, nX heiit die lineare Hiille von X.

Lemma 13.4.3 (X +Y)+Z=X+ (Y + 2) O

Satz 13.4.5 Seien po,...,p, € P(V), pi = Rux;, L(xg,...,z,) = U, dann gilt
H(po,...,pn) = PU), dim(H (po, .. .,pn) < n. O

Folgerung 13.4.1 dim P + dim @) = dim(p * ¢) + dim(P N Q). O

Sei nun H C P(V) eine Hyperebene und ¢ eine Gerade, dann ist dim(g N H) =
dim H + dim g —dim(H +¢g) > n—141—n = 0, also schneiden sie sich in jedem Fall.
In einem projektiven Raum gibt es keine Parallelitét.

Betrachten Sie das folgende Bild:

S

Satz 13.4.6 (Desargues(1591-1661)) Seien p1, p2, 3, q1, G2, 43, S paarweise verschie-
dene Punkte und s € (p;, q;), 1 = 1,2,3. Dann gibt es kollineare (d.h. auf einer Geraden
gelegene Punkte) bia, bag biz mit by € (pi, pj) und bi; € (gi, q5)-
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Beweis: Sei p; = Rx;, ¢; = Ry;, s = Rz, dann sind jeweils x;, y; linear unabhéngig. Es
ist aber z € L(x;,y;), oBdA kénnen wir z = x; — y;, (i = 1,2,3) annehmen, also

Ti =25 =Yj — Yi-
Die gesuchten Schnittpunkte sind dann
bij = R(.CL’Z — .Tj) € RZCl + R.Tj = (pl,pj)

und
R(y; — y;) € Ry; + Ry; = (41, ¢5)-

Weiter ist 21 — x5 = (21 — 22) + (x2 — x3), also
R(.Tl — .T3) C R(Il — .TQ) + R(SCQ — 563),

also 613 € (blg, b23. O

Wir wollen nun einen Zusammenhang mit den von frither bekannten affinen Raumen
herstellen.

Satz 13.4.7 Sei V. =W @& Ra und A = P(V)\P(W), dann gibt es zu jedem Punkt
p € A genau einen Vektor f(p) € W mit p=R(f(p) + a).

Beweis: Sei p = Rx € A, dann ist Rz ¢ W, also gibt es ein eindeutig bestimmtes
w € W und t € R mit x = w + ta, wir setzen f(p) = %w. Dann gilt %x = f(p) + a.

Wenn y = sw, (s # 0) ein anderer Reprisentant von p ist, so gilt y = sw + sta, also
ist f(p) = =sw = fw wohldefiniert. |

Satz 13.4.8 Sei P(W) eine projektive Hyperebene in P(V'). Dann ist A = P(V)\P(W)
ein affiner RAum mit dem Translationsraum W.

Wir nennen P(W) die beziiglich A uneigentliche Hyperebene.

Beweis: Wegen dim W = dim V —1ist V. = W @&Ra fiir ein a € V\W | hierzu haben wir
die obige Abbildung f: A — W. Sei p = Rz, w € W, wir setzen ¢ = R(w + tx) mit
tx = f(p) +a, dann istw +tx = (w+ f(p)) + a = f(¢) + a (nach Konstruktion von f),
also setzen wir ﬁ: w = f(q) — f(p). Man rechnet leicht nach, dafl E}:W + 'r’—q>
gilt. O

Folgerung 13.4.2 Sei g € G(V), g ¢ P(W), dann ist g\P(W) = g N A eine affine
Gerade und g N P(W) besteht aus genau einem Punkt.

Beweis: Es ist dimW = dimV — 1, dim g = 2, also dim(¢ " W) = 1. Sei g = Ra+ Rw
mit a € W, wir kénnen w € W wiéhlen. Seei po = Ra € g N A, dann ist ein beliebiger
Punkt p € gN A von der Form p+ R(tw+a) (0BAA kann man den FAktor von a gleich
1 wihlen), d.h. f(p) = tw ist der Verbindungsvektor von py zu p, also gilt (im affinen
Sinn) p = po + tw, diese Punkte bilden eine affine Gerade. Weiter ist g N P(W') # (),
und wenn im Durchschnitt zwei Punkte ldgen, so lage g in P(W). O
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Satz 13.4.9 Wenn h C A eine affine Gerade ist, dann gibt es genau eine projektive
Gerade h mit h = hN A.

Beweis: Sei h = Rw +py C A, po = Ra € A, dann ist h = Ra + Rw eine projektive
Gerade. Jeder Punkt R)tw+a) von h liegt in hN A, also ist h C hNA. Wenn umgekehrt
e hN Aist, so ist p= R(tw + a) € h. |

Folgerung 13.4.3 Die Zuordnung h — h ist eine Bijektion zwischen den Geraden
von A und den projektiven Geraden, die nicht in P(W') enthalten sind.

Folgerung 13.4.4 Die affinen Geraden hy, hy sind genau dann parallel, wenn hi N
P(W)=hynP(W).

Beweis: Seien (affin) h; = p; + Rw; mit p; = Ra;, dann sind die zugenérigen projektiven
Geraden gerade h; = Rw; + Ra;, deren Schnittpunkt mit P(W sind die Punkte Ruw;.
Affin gilt aber hy || ho genau dann, wenn Rw; = Ruws. |

Der affine Raum (A, W) wird also zu einem projektiven Raum , vervollstandigt®, indem
zu jeder Parallelenschar in A ein ,,uneigentlicher* Punkt hinzugefiigt wird. Alle Punkte
bilden eine ,,uneigentliche Hyperebene“. Jede Gerade wird zu einer projektiven Geraden
verlangert.

Wir wollen nun die Punkte eines projektiven Raums durch Koordinaten beschreeiben.

Definition: Sei dim p(V') = n. Die Punkte po, ..., p, bilden eine projetive Basis, wenn
sie nicht in einer Hyperebene enthalten sind.

Satz 13.4.10 Die Punkte py = Rxy,...,p, = Rx, bilden genau dann eine projektive
Basis von P(V'), wenn {xq,...x,} eine Basis von V bilden.

Beweis: {zy, . .., z,} sind genau dann linear abhéngig, wenn sie in einem n-dimensionalen
Unterraum W von V enthalten sind, dann liegen die entsprechenden Punkte aber in
der Hyperebene P(WW). |

Definition: Die Punkte py, . .., p,11 bilden eine projektives Koordinatensystem, wenn
je n + 1 dieser Punkte eine projektive Basis bilden.

Sei {po,...,pnr1} ein projektives Koordinatensystem und p; = Raz;. Dann sind die
Vektoren xy, ...z, linear abhéingig, aber je n 4+ 1 von ihnen sind linear unabhingig.
Es gibt also eine Linearkombination

loxo + -+ tht1%nt1 =0

wo alle Koeffizienten T; ungleich Null sind. Wir kénnen also ohne Beschrnkung der
Allgemeinheit annehmen, dafl

l’o+"‘+§€n+1:0

ist. Die Punkte po, ..., p, heilen dann Grundpunkte, p,,; heifit Einheitspunkt.

Wenn nun p € P(V), p = Rz irgendein Punkt ist, so ist © = agzo + - -+ + a,z, und
die Zahlen ay, ..., a, heien die homogenen Koordinaten von p. Wegen des folgenden
Satzes wird das Koordinatentupel mit (aq : ... : a,) bezeichnet.
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Satz 13.4.11 Die homogenen Koordinaten sind bis auf ein Vielfaches mit einem Fak-
tor # 0 eindeutig bestimmt. Zu jedem Tupel (ag : ... :a,) # (0:...:0) gibl es einen
Punkt mit diesen homogenen Koordinaten.

Beweis: Seien p; = Rz; = Ra, mit oo+ -+ 241 =0 =2(+ - - '+$In+1> also 7 = t;x;.
Dann ist {x — 1,...,x,} eine Basis von V' und es gilt

—tpt1Tnt1 = LoXo + - + tpTnp,

aber auch
_thrlanrl == thrle + -+ thrlxnu

also to = ... = t,y1 = t. Wenn nun p = Rux ist, so haben wir x = apzj + -+ +
anx., = tapgro + - - - + ta,x,, also unterscheiden sich die homogenen Koordinaten bei
verschiedenen Repréisentanten der Elemente des projektiven Koordinatensystems nur
um die Konstante t.

Zum Tupel = (ag : ... : a,) haben wir p = Rz mit x = apxj + - - - + a,2),. O
Folgerung 13.4.5 Die homogenen Koordinaten der Grundpunkte sind (0 : ... : 1 :
:0) und die des Einheitspunkts sind (1:...:1). O

Folgerung 13.4.6 Sei P(W) die Hyperebene durch py,...,p, und p habe die homo-
genen Koordinaten (ag : ... : ay), dann ist p ein eigentlicher Punkt, wenn ay # 0 ist,
sonst ein uneigentlicher Punkt. Die affinen Koordinaten eines eigentlichen Punkts sind

(1:2—;:...:2—3)

Beweis: Es ist * = agzg + - - - + a,x, € W genau dann, wenn ag = 0 gilt. O

Folgerung 13.4.7 Bewziiglich des affinen Koordinatensystems {a = Rxg,x1,...2,}
maoge p doe Koodinaten (py,...,p,) haben, dann sind seine homogenen Koordinaten

(L:pr:...:pn) O
Sei eine affine Gerade durch eine Gleichung
ary+---+bry=c

gegeben, wir wollen ihre uneigentlichen Punkte finden. Wir homogenisieren die Glei-
chung, indem wir x; durch ;f—é ersetzen und die Nenner ,,hochmultiplizieren®:

ary + -+ + bre = cxp.*

Ihre eigentlichen Punkte haben die homogenen Koordinaten (1 : zy, z5), die (%) erfiillen.
Es gibt genau einen uneigentlichen Punkt auf der Geraden, er hat die homogenen Ko-
ordinaten (0 : —b : a), man sieht die Verwandtschft zum Richtungsvektor der Geraden.

Analog besitzt eine Ebene genau eine uneigentliche Gerade; suche Sie sie!

Ein Kreis ist durch eine Gleichung

(1 — a)* + (zo — b)* = 1?
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gegeben, wir homogenisieren:
2 2, .2 2 _ 2.2
x] — 2axy + x5 + x5 — 2bxo + x5 = roT].
Um uneigentliche Punkte zu finden, setzen wir zy = 0:
2 2
x] + a5 =0,

die Losungen sind (0 : 2y : w5) = (0: 1 : 29) mit 23 = —1,also (0: 1:4) und (0: 1 : —i).
In diesen beiden unendlich fernen imaginidren Punkten schneiden sich also alle Kreise,
denn die Parameter a, b, r sind herausgefallen. Diese Punkte werden die ,, Kreispunkte
genannt.

Uberpriifen Sie, daf sich alle zueinander &hnlichen Ellipsen ebenfalls jeweils in zwei
imaginéren uneigentlichen Punkten schneiden.

Betrachten wir nun die durch
azi + x5 =0

gegebene Parabel. Thre homogene Gleichung lautet
az? + zory = 0

und ihr uneigentlicher Punkt ist (0:0: 1).
Betrachten wir schliefllich eine Hyperbel, ihre homogene Gleichung lautet

2 2 _ .2
ar] — bx; = cxy,

sie hat die uneigentlichen Punkte (0 : 1 : j:\/%), sie entsprechen den Richtungen der
Asymptoten.



Kapitel 14

Polynommatrizen

Definition: M, (R]xz]) sei die Menge aller n x n-Matrizen A(z) = (a;;(x)), wo die a;;(z)
Polynome sind. Solche Matrizen heiflen Polynommatrizen.

Sei A(x) eine Polynommatrix, k sei das Maximum der Grade der a;;(x), dann heifit &
der Grad von A(z), k = deg(A(x)). Dann kénnen wir jedes a;(x) als

a;;(z) = al(-?):ck + ag)xk’I +..+ az(f)
schreiben und mindestens ein az(;-])
Wir betrachten nun die Matrizen

Al = (a(l)) c Mnna

ij

ist von Null verschieden.

dann ist
Alx) = Agz® + A" 14 4 A,

und Ag ist nicht die Nullmatrix.
Zum Beispiel:

2?+r+1 22 —2+2 [0 17 3 1 07 1 -1 1 2
9 x—3x—1}_[0 o]er[o 1]”””{2 —3}‘“{0 —1]

Definition: Die Polynommatrix a(x) heiit regulér, wenn A, regulér ist.
Polynommatrizen werden wie iiblich addiert und multipliziert.

Lemma 14.0.4 deg(A(z) + B(z)) < max(deg(A(z),deg(B(z)),
deg(A(x)B(x)) < deg(A(x)) + deg(B(z)), wenn A(x) oder B(x) requldr ist, so gilt im
zweiten Fall Gleichheit.

Beweis: Sei A(z) = Agz" + ..., B(x) = Boa™ + ..., wo Ay # 0 oder By # 0 ist, dann
ist
A(x) + B(x) = (Ag + By)z" + ...,
also ist der Grad hochstens gleich n. Weiter sei Ay # 0 und By # 0, dann ist
A(z)B(z) = AgBoz"t" + .. .,

also ist der Grad hochstens gleich n + m. Wenn z.B. Ay regulér ist, so ist AgBy # 0,
der Grad also gleich n + m. O

191
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Satz 14.0.12 (Divsion mit Rest) Seien A(x), B(z) Polynommatrizen, B(X) sei
requldr. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynommatrizen Q(z), R(x) mit A(z) =
Q(z)B(z)+R(x), wobei R(x) = 0 oder deg R(x) < deg B(X) gilt. Q(x) heifit der rechte
Quotient, R(z) der rechte Rest von A(x) bzgl. B(x).

Beweis: Sei deg(A(z)) = [, deg(B(x)) = m. Falls [ < m ist, setzen wir Q(x) =
0, R(z) = A(z).
Sei also [ > m, wir fiihren die Induktion iiber [. Es gilt
By'B(z)r'™™ = Ex' + By'Bia't 4+ .+ By ' B2t
die Matrix
AoBy'B(x)z'™™ = Az + ...
hat denselben hochsten Koeffizienten wie A(x), also hat

A(x) — AgBy ' B(x)zt™™

hochstens den Grad [ — 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also Matrizen P(z)
und R(z), wo deg(R) < deg(B) oder R = 0 gilt, so daf§

A(x) — AgBy'B(x)z'™™ = P(2)B(x) + R(z),
d.h.
A(z) = (P(z) + AgBy *o'™™)B(z) + R(z).

Den Faktor vor B(x) nennen wir Q(x).
Die Matrizen ) und R sind eindeutig bestimmt, denn sonst gidbe es P und S mit

A=QB+R=RB+S

also

(Q-P)B=R—R,

da @@ — P # 0 sein sollte, steht links eine Matrix vom Grad > m, rechts aber eine
Matrix vom Grad < m, also ist P = und R = S. O

Folgerung 14.0.8 Dasselbe gilt mit vertauschten Faktoren: A= BP + S, S =0 oder
deg(S) < deg(B), P heifit linker Quotient und S linker Rest. O

Es ist sicher nicht verwunderlich, das bei linker und rechter Division unterschiedliche
Quotienten und Reste auftreten, es kann sogar vorkommen, daf§ eine Matrix A bei
rechter Division durch B einen von Null verschiedenen Rest 148t, aber von links durch
B teilbar ist. (Suchen Sie ein Beispiel!)

Frither haben wir in ein gegebenes Polynom eine (skalare) Matrix eingesetzt. Nun
wollen wir in eine Polynommmatrix A(z) € M, (R][z]) eine Matrix B € M,,, einsetzen,
dabei miissen wir aber aufpassen: Sei

A(r) = Aga® + Az + .+ A,

dann definieren wir

A(B) = AyB* + A\B"' + ...+ A,
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Satz 14.0.13 FEs sei B € M, und A(x) = Q(z)(Ex — B) + R, dann hat R den Grad
0, ist also eine skalare Matriz und es gilt A(B) = R.

Beweis: Wie Sie selbst bitte iiberpriifen, gilt
Ex' — B'= (Ex"™ ' + Bx"? 4+ ...+ B 22+ B"Y(Ex — B),
wir multiplizieren von links mit A;_; und summieren:
AgEx" — AgB* + A1 Ex* ' — A\ BF T+ L+ A — Ay
= A(x) — A(B) =Y _ Ayi(Ex" '+ ...+ B ")(BEx — B),
den Faktor vor (Ex — B) bezeichnen wir mit @(x) und erhalten
Afw) = Q()(Ew - B) + A(B),

also A(B) = R. O

14.1 Smithsche Normalform

Wir wollen Polynommatrizen Operationen folgenden Typs unterwerfen:

1. Vertauschen von Zeilen bzw. Spalten,

2. Multiplikation einer Reihe mit einer Zahl r # 0,

3. Addition des f(x)-fachen einer Zeile zu einer anderen, dasselbe auch fiir Spalten,
dabei sei f(z) ein Polynom.

Definition: Zwei Polynommatrizen heiflen dquivalent, wenn sie durch eine Folge von
elementaren Operationen auseinander hervorgehen.

Zum Beispiel gehen die folgenden Matrizen durch elementare Operationen auseinander

hervor:
T x+1}[w x+1][x 1}[0 1][1 O]
?—x 22—-1]10 0 0O 0]10 O0J[O O

Satz 14.1.1 Jede Polynommatriz ist zu einer Polynommmatriz der Form

1 0

0 0
dquivalent, wobei jeweils iy, ein Teiler von i1 (x) ist.

Beweis: Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen wird erreicht, dafl deg(a;(x)) mini-
mal ist. Das Polynom ay; aus der ersten Zeile wird mit Rest durch aq; dividiert:

a1 = qayy + r,deg(r) < deg(aiy) oder r = 0.
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Nun subtrahieren wir das g-fache der ersten Spalte von der k-ten Spalte, dann bleibt
an der Stelle (1, k) das r stehen. Wenn r = 0 ist, ist es gut, sonst bringen wir es an die
Stelle (1,1) und beginnen von vorn. Nach endlich vielen Schritten sind alle Elemente
der ersten Zeile (auBer dem ersten) gleich Null. Dasselbe veranstalten wir mit der ersten
Spalte. Also ist A(z) dquivalent zur Matrix

(111<SL’) 0 Ce 0
0 A

Wenn ay; alle Komponenten von A;(x) teilt, so bleibt das auch bei allen Operationen,
die wir kiinftig mit A,(z) ausfithren, erhalten. Wenn etwa a;;(z) nicht von a;; geteilt
wird, so addieren wir die i-te Zeile zur ersten und beginnen von vorn. Dabei wird
sich der Grad von aq; weiter verkleinern. Wenn wir erreicht haben, dafl a;; alle Kom-
ponenten von Aj(x) teilt, widmen wir uns A;(z) und bringen es in Diagonalgestalt.
Irgendwann sind wir fertig. O

Wir fragen uns nun, ob die Polynome 71,29, ... von den gewéhlten elementaren Ope-
rationen oder nur von der Matrix A(z) abhéngen. Die Antwort kénnen wir aber erst
etwas spéter geben. Zuerst iiberlegen wir uns, dafl die Wirkung dieser Operationen
durch Multiplikation mit Matrizen folgernder Art realisiert werden kann:

1 0 1 0 1 0

,r ) f(:];) )
1 1 1
Dies sind Polynommatrizen, deren Determinante nicht von x abhéngt, die also im
Bereich der Polynommatrizen eine Inverse besitzen.

Definition: Sei A(z) = (a;;(z)) eine Polynommatrix.
Sei dy(z) der grofite gemeinsame Teiler aller a;;(x),
dy(x) der groBte gemeinsame Teiler aller 2-Minoren von A(x),

d;(x) der grofite gemeinsame Teiler aller i-Minoren von A(x),

d,(x) = det A(z). Alle d; seien normiert. Die d; heiflen die Determinantenteiler von

A(z).
Lemma 14.1.1 Fir alle i gilt: d;(x) teilt diyq(x).

Beweis: Nach dem Entwicklungssatz ist jeder (i 4+ 1)-Minor von A(z) eine Linearkom-
bination von i-Minoren, also teilt d; jeden (i + 1)-Minor und damit auch d;, . O

Definition: Wir setzen ig(x) = 1, ix(z) = ddk(if))
k—1\T

, die ix(x) heiBen die Invarianten-

teiler von A(x).
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Satz 14.1.2 Die Determinantenteiler einer Matriz dndern sich bei elementaren Ope-
rationen nicht. Aquivalente Matrizen haben dieselben Determinantenteiler.

Beweis: Wir betrachten die dquivalenten Matrizen A(z) und P(z)A(z)Q(x), wo P(z)
und @Q(z) Produkte von Elementarmatrizen sind, ihre Inversen sind also auch Poly-
nommatrizen. Sei b;(z) ein I-Minor von P(z)A(x)Q(z), nach dem verallgemeinerten
Determinantenmultiplikationssatz gilt

bj = > Pidii,

wo die Polynome p;, a;, q; jeweils gewisse [-Minoren von P(z), A(z) bzw. Q(z) sind.
Nun sei d; der [-te Determinantenteiler von A(x). Dann teilt d; jedes a;, also teilt es
auch jeden [-Minor von PA(Q) und damit auch den [-ten Determinantenteiler von PAQ).
Da durch Multiplikation von PAQ mit P~! und Q! wieder A erhalten wird, stimmen
die Determinantenteiler iiberein. O

ay
Satz 14.1.3 Sei A(x) zu dquivalent, weiter mége jedes ay, ein Teiler

an ()
von agyq1 sein, dann sind die ax(x) die Invariantenteiler von A(x).

Beweis: Beide Matrizen haben dieselben Determinantenteiler dy, da sie dquivalent sind.
Das Polynom a; teilt alle Elemente der zweiten Matrix, also ist d; = a;. Die 2-Minoren
haben die Form a,a;, sie werden alle von ajas geteilt, also ist dy = ajas. Analog sieht
man d = ay .. .ay.

Nun ist iy = dy = aq, allgemeiner

. o e k
1 = = = a0
dk,1 ay...Aap—1

Damit kénnen wir unsere obige Frage beantworten: Die oben verbliebenen Diagonal-
elemente sind die Invariantenteiler der Matrix.

Folgerung 14.1.1 Zwei Polynommatrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie die-
selben Invariantenteiler besitzen. O

Definition: Zwei Matrizen A, B € M, heiflen dhnlich, wenn eine reguldre Matrix
X € M, existiert, so da X 'AX = B ist.

Im Kapitel iiber Normalformen haben wir uns stédndig mit dhnlichen Matrizen befaf3t
(ohne es zu wissen).

Satz 14.1.4 Die Matrizen A und B sind genau dann dhnlich, wenn die Polynomma-
trizen A — Ex und B — Ex dquivalent sind, also dieselben Invariantenteiler besitzen.

Beweis: Sei X 'AX = B, dann ist
XY A—-FEr)X = X 'AX — Ex = B — En,

also sind A — Fx und B — Ex dquivalent.
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Seien umgekehrt A — Fxz und B — Ex dquivalent, dann gibt es invertierbare Polynom-
matrizen P(z),Q(z), so daB

P(z)(A— Exz)Q(z) =B — Ex

gilt. Wir setzen

dann gilt
(A— E2)Q(z) = R(x)(B — Ex).

Wir dividieren nun Q(z) von rechts mit Rest durch B — Ez und R(x) von links durch
A — Eu:
Qx) = T(x)(B — Ex) + Qo,
R(z) = (A — Ex)S(z) + Ro,
dabei sind @y und R, skalare Matrizen (sie haben den Grad 0). Also ist
(A= Ex)(T(2)(B = Ex) + Qo) = ((A — Ex)S(2) + Ro)(B — Ex)

(A— Ez)(T(x) — S(z))(B— Ex) = —(A— Ex)Qo + Ry(B — Ex)

Falls S # T ist, hat die linke Matrix einen Grad > 2, die rechte Matrix hat aber
hochstens den Grad 1, also ist

und damit
(A — E.’L‘)QO = R(](B — ESE) = AQO — Q(]SU = R(]B — Rox,

also
RO = QO und ARO = RQB

Um die Ahnlichkeit von A und B zu beweisen, miissen wir noch zeigen, dafl R, regulir
ist. Dazu dividieren wir P(z) = R(x)~! mit Rest durch (B — Ex):

P(z) = (B — Ex)U(z) + P,
dann ist
E=R(z)P(zx)=((A— Ex)S(z)+ Ro)((B — Ex)U(x) + Py)

= (A—FEz)S(x)(B — Ex)U(z) + Ry(B — Ex)U(x) + (A — Ex)S(z) Py + Ro P,

Es ist
Ro(B — EZL‘) = (A — EI’)Q(),

also ist

E = (A - Ex)(Q(x)U(x) + S(x)By) + RoPp,

dies ist eine Darstellung der Restdivision von F durch (A — Ex), die sieht aber so aus:

E=(A—FExz)0+E,
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also ist RyFy = E und Ry eine reguldre Matrix. O O

Die in einem Invariantenteiler einer Matrix auftretenden Potenzen eines irreduziblen
Teilers des Invariantenteilers heilen deren Weierstrasssche Elementarteiler. Diese ent-
sprechen (iiber dem Korper der komplexen Zahlen) den Jordanblécken zum entspre-
chenden Eigenwert. Zwei Matrizen sind genau dann dhnlich, wenn ihre Invariantenteiler
iibereinstimmen.

Wir wenden uns nun dem Minimalpolynom der Matrix A € M,,,, zu. Dazu betrachten
wir die Polynommatrix A — Ez. Die Matrix

B(x) = (by(x))

sei die aus den Adjunkten (den (n — 1)-Minoren) von A — Ex gebildete Matrix, sie
hat den Grad n — 1, es sei di(x) der erste Determinantenteiler von B(z), also der
groBte gemeinsame Teiler der b;;(z). Wir teilen alle b;;(z) durch d;(z), es gibt also eine
Polynommatrix C'(z), deren erster Determinantenteiler gleich 1 ist, mit

B(x) = dy(x)C(x).

Aus der Formel fiir die Inverse einer Matrix erkennen wir
(A— Ex)B(x) =det(A — Ex)E = cy(x)E,
dabei ist ca(x) das charakteristische Polynom von A. Also gilt
ea(z)E = dy(x)(A — Ez)C(x),

also ist c4(z) durch d;(x) teilbar:

ca(z) = di(x)m(z),

m(z)E = (A — Ex)C(x),

d.h. die Polynommatrix m(z)E ist ohne Rest durch A — Exz teilbar, also gilt

m(A)E =m(A) =0,
also ist m(z) ein annulierendes Polynom fiir A.
Satz 14.1.5 m(z) ist das Minimalpolynom von A, es gilt m(x)d,(z) = ca(x).

Beweis: Sei n(x) das Minimalpolynom von A, dann ist m(z) = f(z)n(xz) und n(z)E
ist durch A — FEx teilbar:
n(x)E = (A — Ex)D(z),

also

(2)E = (A — Ex)D(2)f(z) = (A — Ex)C(a),

m(z)
folglich ist C(x) = D(z)f(x), d.h. f(x) ist ein gemeinsamer Teiler der Komponenten
von C(z), also ist f(x) =1 und m(z) = n(z). O
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Folgerung 14.1.2 (Hamilton-Cayley) c4(A) = 0. O

Folgerung 14.1.3 Das Minimalpolynom von A ist gleich dem hdchsten Invarianten-
teiler von A - Ez.

Beweis: Sei

in

P(x)(A = Ex)Q(r) = {

Wir wissen, dal ca(z) = i;...14, ist. Sei wieder B(z) die Matrix der Adjunkten von
A — FEx, dann ist

da die ij # 0 sind, ist auch die zweite Matrix eine Diagonalmatrix und es gilt

b, =iy...0,,

Nun teilt b; das Polynom bs, by teilt b usw., also sind die b, die Invariantenteiler von
B(x), es ist ca(z) = bym(x), also ist m(z) = i,(x). O

14.2 Die rationale Normalform
Zum Schlu8 wollen wir noch eine weitere Normalform einer skalaren Matrix finden.
Lemma 14.2.1 Sei f(x) = 2"+ ajz™ ' + ...+ a, und

—a,

0
1 0 —Qp—1
M(f)y=10 1 0

1 —aq

dann ist det(M(f) — xFE) = f(x) das Minimalpolynom von M(f).
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Beweis: Das das charakteristische Polynom von M (f) gleich f(z) ist, sollten Sie schon
wissen. Die zweite Behauptung folgt aus der ersten. Wir bestimmen die Determinan-
tenteiler von M (f) —zE: Es gibt Minoren der Ordnung 1,...,n — 1, die gleich 1 sind,
damit ist dy =...=d,_.1 =1 und d,, = f. O

Satz 14.2.1 (rationale Normalform) Sei A eine skalare Matriz und i,, ..., i, seien
die nichtkonstanten Invariantenteiler von A — xE. Dann gibt es eine requldre Matrix
X, so daf
M)
XTAX =

eine Blockdiagonalmatriz ist.

Beweis: Nach dem Lemma stimmen die Invariantenteiler der zugehérigen Polynomma-
trizen iiberein. O

14.3 Lokale Minimalpolynome eines Endomorphis-
mus

Wir hatten frither gesehen, dafl man am Minimalpoynom einer Matrix erkennen kann,
ob es eine Basis aus Eigenvektoren gibt oder nicht: Dies ist genau dann der Fall, wenn
alle Nullstellen des Minimalpolynoms einfach sind.

Ob mehrfache Nullstellen vorhanden sind, kann man erkennen, ohne diese berechnen
zu missen:

Lemma 14.3.1 Wenn f(z) = (x — x9)kg(x), g(xo) # 0, k > 1 eine mehrfache Null-
stelle xq besitzt, so ist xo auch eine Nullstelle von f'(x), und umgekehrt.

Beweis: Es ist f'(z) = k(z—x0)*g(x) + (z —x0)*¢' (z) und wegen k > 1ist f'(zo) = 0;
wenn k = 1 gilt, so ist f'(xg) = g(zo) # 0. O

Folgerung 14.3.1 Das Polynom f(x) hat genau dann mehrfache Nullstellen, wenn
ggT'(f, ['") # 1 ist. m

Wenn A eine ,zufillige“ Matrix ist, so sind deren Eigenwerte auch zufallig, also ,,oft*
voneinander verschieden. Demnach ist , fast jede* Matrix diagonalisierbar. Schwieriger
zu behandeln, aber mathematisch interessant sind die Sonderfille.

Wir wollen uns nun ndher mit Minimalpolynomen beschéftigen.
Satz 14.3.1 Seimy(x) = g1(x)g2(x) mit teilerfremden Polynomen g1, g2, dann gibt es

invariante Unterrdume Uy, Us C V und das Minimalpolynom der Einschrinkung f |u,
ist gleich g;(x).
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Beweis: Wir setzen U; = {v € V | ¢;(f)(v) = o}. Wegen der Teilerfremdheit gibt es
Polynome h;(x) mit

grhi + gahe =1,
also

91(f) o ha(f) + ga(f) o ha(f) = idy.
Sei v € V' beliebig, dann gilt

v=1dy(v) = g1(f) o hi(f)(v) + g2(f) o ha(f)(v)

und der erste Summand liegt in U, und der zweite in Uy, denn (z.B. i = 1)

g1(f) 0 ga(f) 0 ha(f)(v) = ms(f) o ha(f)(v) = o.

Somit ist V' = U; 4+ Us. Sei nun v € U; N Us, also

dann ist
v =idy(v) = g1(f) o ha(f)(v) + g2(f) © ha(f)(v) = o,
also Uy N Uy = {o}.

Nach Konstruktion ist g; ein annullierenden Polynom fiir f |,. Wenn ein echter Tei-
ler h(z) von g; schon ein annullierendes Polynom fiir f |y, wére, so wére h o g, ein
annullierendes Polynom fiir f im Widerspruch zur Minimalitét von mg(z). O

1 2 3 14 28 42

Beispiel: A= |2 4 6|, A2=[28 56 84 |, ma(x) = 2*> — 14z, denn A hat
3 6 9 42 84 126

den Rang 1. Wir setzen g;(z) =2 — 14, go(z) =z, Uy = {v € R* | (A—14E)v = 0} =

16 -3 —2
L(Q),UQ{UAUO}L{( 0 ),( 1
3 1 0

Definition: Sei f : V — V ein Endomorphismus und v € V. Das normierte Polynom
myy(x) € Rlx] heiit Minimalpolynom von f fiir v, wenn es das Polynom kleinsten
Grades ist, so dafl my,(f)(v) = o ist.

Beispiel: Sei A = ((2) ;), dann ist A% = (é i) also Ae; = 2e1, (A—2F)e; = o, also

Mae, (T) =x—2; Aeg = €1+ 269, A%ey = dej +4ey = 4Aey —4Fey, da 4Aey = 4eg + 8ey
ist. Also gilt (A? —4A + 4F)es =, demnach ist ma,., = 2> —4r + 4 = (v — 2)2.

Wenn m(z) das Minimalpolynom von f ist, also m(f) = 0 ist, dann ist m¢(f)(v) =0
fir alle v € V, also ist my,(z) ein Teiler von my(z).

Welche Beziehungen bestehen nun zwischen verschiedenen Minimalpolynomen? Wir
halten den Endomorphismus f fest und schreiben m, anstelle von my,,.

Satz 14.3.2 Seien v,w € V; wenn m, und m,, teilerfremd sind, so ist My 1, = MyMy.
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Beweis: Sei h(z) ein annullierendes Polynom fiir v 4+ w, d.h. hA(f)(v 4+ w) = 0. Dann ist

My (f)R(f)(0) = mw(f)R(f) (v +w) = h(f) mw(f)(w) = o
=0
(Polynome in f kommutieren), also gilt m, | m,h, wegen der Teilerfremdheit von m,

und m,, folgt m, | h und analog m,, | h. Also wird jedes v + w annullierende Polynom
von m,m,, geteilt, also ist dies das Minimalpolynom. O

Lemma 14.3.2 Sei {vq,...,v,} CV eine Basis, dann ist mg(x) das kleinste gemein-
same Vielfache der m,,.

Beweis: Sei g(z) ein gemeinsames Vielfaches der m,,, also g(z) = h;(z)m,,(x) und sei
v=> rv €V, dann gilt

ZT, (F)yme, (f)(v;) = o.

Wenn umgekehrt g(f) alle Vektoren in V' annulliert, so annulliert es auch die v;, also
ist g(z) durch m,, teilbar, also ein gemeinsames Vielfaches der m,,. Das Polynom
minimalen Grades mit dieser Eigenschaft ist das kleinste gemeinsame Vielfache. O

Satz 14.3.3 Es gibt einen Vektor v € V. -mit my, = m,,.

Beweis: Wir betrachten zunéchst einen Spezialfall:

Sei my(z) = g(x)* die Potenz eines irreduziblen Polynoms und sei {vy,...,v,} eine
Basis von V. Die Minimalpolynome der Basisvektoren sind dann Teiler von g(x)*, also
m., (z) = g(x)*. Sei nun m = max k;, dann ist g(z)™ = kgV (g(x)*) = ms(z) = g(x)*,

also | = k und ein Basisvektor v;, wo das Maximum angenommen wir, leistet das
Verlangte.
Sei nun

ng Y, 99T (gi, 9;) = 1 fiir i # j,

dann ist V = U; @ --- @ U, mit zu den g(x)* gehorigen invarianten Unterriumen,
diese Polynome sind paarweise teilerfremd. Wir wéhlen Vektoren u; € U; mit den

,richtigen“ Minimalpolynomen, das Minimalpolynom von wuy, ..., u,, ist dann gleich
[T gi(x)™ = my(x). o
Also

Folgerung 14.3.2 (rationale Normalform) Sei V beziiglich f unzerlegbar, dann
gibt es einen Vektor v, so daf my,(z) = ms(x) = 2™ +a12"* +- - - a, ist, die Vektoren

fi(v), i=0,...,n— 1 sind linear unabhingig, die Darstellungsmatriz von f hat dann
die Form
0 —a,
1 0 —Aap—1
M(fy=10 1 0
1 —aq
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Kapitel 15

Elementare Gruppentheorie

15.1 Der Ring 7Z der ganzen Zahlen

In diesem Abschnitt verstehen wir unter ,,Zahlen“ stets ganze Zahlen.
Die Division mit Rest ist ein niitzliches Hilfsmittel: Seien a,b € Z, dann gibt es Zahlen
g und 7, so daf3

a=bg+rund 0 <r <|b].

Seien a, b ganze Zahlen, dann nennen wir a einen Teiler von b und schreiben a | b, wenn
eine ganze Zahl ¢ mit ac = b existiert.

Die (positive) Zahl d heifit grofiter gemeinsamer Teiler der Zahlen a und b, wenn d | a
und d | b gilt (wenn d also ein gemeinsamer Teiler von a und b ist) und wenn fiir jeden
gemeinsamen Teiler ¢ von a und b gilt, dal ¢ | d (d ist beziiglich der Teilbarkeitsrelation
der GroBte). Wir schreiben d = ggT(a,b).

Zur Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen benutzen wir den Eu-
klidischen Algorithmus:

Seien f1, fo gegeben, wir dividieren fortlaufend mit Rest, bis die Division aufgeht:

i = qafet+fs

f2 = @fs+fa

f3 = @fatfs
Jm=3 = Gm-3fm—2+ fino1
fm—2 - Qm—Qfm—l

Wegen f5 > f3 > f; > ... muB nach endlich vielen Schritten ein Rest gleich Null sein,
hier ist es f,.
Behauptung: ggT(f1, f2) = fin-1.
Beweis:
1. Klar ist, dafl f,,_o von f,,,_1 geteilt wird. Weiter ist
fm—3 - (Qm—Sqm—Q + 1)fm—1

203
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durch f,,_; teilbar. Jetzt haben wir den Anfang in der Hand: Schauen Sie sich die
obigen Gleichungen von der letzten bis zur ersten an! Die Zahl f,, ; teilt die beiden
f's auf der rechten Seite, damit aber auch das f mit kleinerem Index auf der linken
Seite. Am Ende sehen wir, dafl f,,, 1 sowohl f; als auch f5 teilt.

2. Sei h ein gemeinsamer Teiler von f; und fo. Es ist f3 = f1 —q1 fo, also ist h ein Teiler
von f3. So schrauben wir uns an den Indizes nach oben und erhalten zum Schluf}, daf3
h die Zahl f,, ;| teilt. |

Lemma 15.1.1 Sei d = ggT(f1, f2), dann gibt es Zahlen gy, go mit

figr + faga = d.

Beweis: Wir lesen die obigen Gleichungen von rechts nach links und von unten nach
oben und sehen: Die Zahl f; 148t sich aus f;_; und f;_o kombinieren. Also 148t sich
fm—1 aus f; und fy mit gewissen Faktoren kombinieren. O
Interessanter ist das

Lemma 15.1.2 Der grifite gemeinsame Teiler von fi und fo ist die kleinste positive
Zahl d, so daff f1g1 + fago = d ist.

Beweis: Sei d = f191 + f2g2 und d minimal.
1. Wir dividieren mit Rest:

fi=qd+r =aqafi +qgf+r,

also
=l =qg) — g,
aber wegen r; < d ist dies ein Widerspruch zur Minimalitédt von d.
2. Sei h ein gemeinsamer Teiler von f; und fy, dann ist A auch ein Teiler von fyg; +
J2g2 = d. O

Seien a, b, m € 7, wir sagen, dafl a und b kongruent modulo m sind, wenn a und b bei
der Division durch m denselben Rest lassen, also wenn

a—b=Fkmfir ein k € Z.

Wir schreiben dann
a =b (mod m).

Die Menge aller zu einer Zahl a kongruenten Zahlen nennen wir eine Restklasse modulo
m, dies ist die Menge a + mZ, manchmal bezeichnen wir diese mit a, hier erkennt man
aber nicht mehr den ,Modul®.

Die Menge aller Restklassen modulo m bezeichnet man mit Z/mZ. In dieser Menge
kann man Rechenoperationen einfiihren:

a+b=a+b, a-b=a-b.

Fiir diese Operationen gelten Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz, es gibt
neutrale Elemente 0 und 1 und die Addition ist umkehrbar. Bei der Division ist es
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schwieriger. Wenn aber a und m zueinander teilerfremd sind, so besitzt a ein multipli-
katives Inverses modulo m: Es ist ggT(a, m) = 1, also gibt es u,v mit

1 = ua + vm,

d.h. 1 = ua (mod m), also ist a~! = u .
Ist insbesondere p eine Primzahl, so besitzt jedes von Null verschiedene Element von
7./ pZ ein multiplikatives Inverses, also ist Z/pZ ein Korper.

Zum Schlufl wollen wir uns davon iiberzeugen, dafl sich jede positive ganze Zahl als
Produkt von Primzahlen darstellen kann.

Eine Zahl p heifit Primzahl, wenn aus a | p folgt, dal @ = +1 oder a = +p gilt.
Lemma 15.1.3 Sei 1l < a € Z, dann gibt es eine Primzahl p mit p |a.

Beweis: Sei T die Menge aller Teiler von a, die grofler als 1 sind. Diese Menge ist nicht
leer, besitzt also ein kleinstes Element p. Angenommen, die Zahl p hat einen echten
Teiler ¢, dann gélte ¢ € T und ¢ < p im Widerspruch zur Auswahl von p. O

Folgerung 15.1.1 Jede ganze Zahl a ist Produkt von Primzahlen.

Beweis: Die Zahl a besitzt einen Primteiler py, also a = pyay, wenn a; # +1 ist, so gilt
a; = asps und so weiter. Irgendwann wird a,; = 1, also a = p; ... p,. O

Lemma 15.1.4 Seien a,b € 7 und p eine Primzahl. Wenn p |ab gilt, so gilt p | a oder
p[b.

Beweis: Wenn p kein Teiler von a ist, so ist ggT(p, a) = 1 = up+wva fiir gewisse u, v € Z.
Dann folgt b = upb + vab, die rechte Seite wird von p geteilt, also gilt p | b. O

Satz 15.1.1 Die Primzahlzerlegung ist (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeu-
tig.

Beweis: Es sei p; ...pr = qi ... gs fiir gewisse Primzahlen p;, g;. Wir fiihren die Induktion
iiber die Zahl r. Wenn r = 1 ist, so gilt p; = ¢1...¢s, also muBl p; = ¢ und s = 1
gelten.

Sei die Behauptung fiir r — 1 Faktoren (links) bewiesen. Die rechte Seite von p; ...p, =
qi . ..qs ist durch p, teilbar, also ist ein Faktor, etwa ¢, durch p; teilbar, d.h. p; = ¢;.
Dann bleibt py ... p, = @ ... ¢s und nach Induktionsvoraussetzung ist r = s und p; = ¢;
(bei geeigneter Numerierung der Faktoren). O

15.2 Gruppen, Untergruppen, Homomorphismen

Definition: Sei G eine Menge und :G x G — G eine Abbildung, die dem Paar
(91, 92) das Element -(g1,92) = ¢1 - g2 zuordnet. Wir nennen diese Abbildung eine
Multiplikation. Wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind, so heifit G eine Gruppe:

1) g1 (92 g5) = (61 - 92) - gs fir alle g1, go, g5 € G (Assoziativgesetz),

2)esgibt eine € G,sodaB g-e=e€-g =g fir alle g € G gilt,
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3) zu jedem g € G gibt es ein Element g7' € Gmit g- g7 ' =g 1-g=e.

Das ausgezeichnete Element e heifit neutrales Element und das Element ¢~! heiit das
zu g inverse Element. Das Multiplikationszeichen werden wir kiinftig weglassen. Wenn
besonders hervorgehoben werden soll, um welche Operation es sich in der Menge G
handelt, so bezeichnen wir die Gruppe mit (G, -).

Falls die Gruppe G eine endliche Menge ist, so bezeichnen wir mit | G | die Zahl ihrer
Elemente, diese Zahl heifit die Ordnung von G.

Falls fiir alle g1, go € G die Gleichung g1g2 = ¢2g91 gilt, so heifit die Gruppe G' kommu-
tativ.
Fiir kommutative (und nur solche) Gruppen ist auch eine additive Schreibweise iiblich:

+:Gx G — G, (91,92) = g1+ g,
das neutrale Element wird Nullelement genannt und mit 0 bezeichnet, also
g+0=04g =g firalle g € G,
das zu g inverse Element wird mit —g bezeichnet, also

g+ (=9) =0
Anstelle von g; 4+ (—g2) schreibt man dann einfach g; — go.

Sie kennen folgende Beispiele von Gruppen:

<Z7+>7 (Q’—i_)? (R7 +)7 (Cv+)7 (Q\{0}7>7 (R\{O}v)v (C\{O}u)v
(R, +), (Hom(V, W), +), (M, +),

all diese Gruppen sind kommutativ. Die Menge GL,, aller invertierbarer Matrizen ist
eine nichtkommutative Gruppe, ebenso die Menge S,, aller Permutationen von n Ziffern.

Definition: Eine nichtleere Teilmenge U C G einer Gruppe G heifit eine Untergruppe
von G, wenn fiir alle u,v € U auch wv € U und v~ € U gilt.

Wir sehen sofort, dafl jede Untergruppe U C G das neutrale Element e von GG enthalten
muB: Da U # () gilt, gibt es ein v € U. Dann mufl auch v~ € U sein und folglich ist
auch e = uu=t € U.

Lemma 15.2.1 Wenn U und V' Untergruppen von G sind, so ist auch U NV eine
Untergruppe von G. O

Wir werfen einen Blick auf die obigen Beispiele: Unter den additiven Gruppen Z, Q, R, C
ist jeweils die kleinere eine Untergruppe der grofieren, ebenso gilt dies fiir die multipli-

kativen Gruppen Q\{0}, R\{0}, C\{0}.

Wir betrachten als Beispiel die einfachste nichtkommutative Gruppe

123 123 123 123 123 123
% = {6_ <123>’ “= (132)’ b= (321)’ ‘T (213)’ = <231>’ /= (312)}'
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Die Multiplikation in S3, die Nacheinanderausfiihrung der Permutationen, kann man
in einer Multiplikationstafel beschreiben:

e a b ¢ d f
ele a b ¢ d f
ala e d f b ¢
blb f e d ¢ a
cle d f e a b
d|{d ¢ a b f e
f|f b ¢ a e d

e ist das neutrale Element, a ! =a, b =0, ¢! =¢, d ! = f.
Die Gruppe S3 hat folgende Untergruppen:

{e}, {e,a}, {e,b}, {e,c}, {e,d, f}, Ss.

Wenn £ C G eine Teilmenge ist, so bezeichnen wir mit < E > die kleinste Untergruppe
von G, die F enthélt, sie besteht aus allen Produkten von Elementen aus £ und von
Inversen von Elementen aus £. Wir sagen, die Untergruppe < E > wird von der Menge
E erzeugt.

Zum Beispiel:

<Z7 +) =<1 >, (Q\{0}7 ) =< Z\{O} >,
{e,a} =<a >, {e,b} =<b>, {e,c} =< ¢ >,
{e,d, f} =<d>=<f >, S3=<a,b>=<a,d> usw.

Eine Gruppe G, die von einem Element g erzeugt wird, heifit zyklische Gruppe, es gilt
also G ={e=¢%g=g' g%...}, die Gruppe kann endlich oder unendlich sein.

Wir iiberlegen, wie eine endliche zyklische Gruppe G =< g > aussehen konnte. Die
Potenzen g, g2, g%, ... von g konnen nicht alle verschieden sein, denn es gibt unendlich
viele. Also gilt fiir gewisse Exponenten m und k, dal ¢ = ¢™** ist. Wir multiplizieren
mit (¢™)~! und erhalten e = ¢° = ¢*, also besteht G genau aus den k verschiedenen
Elementen e = ¢°, g, ¢%, ..., ¢"!. Die Gruppe werden wir mit C} bezeichnen.

Die additive Gruppe Z ist eine unendliche zyklische Gruppe, die Menge der Drehungen
um Vielfache von 120° ist eine endliche zyklische Gruppe, sie hat die Ordnung 3.

Wenn M, N C G Teilmengen einer Gruppe sind, so bezeichnen wir mit M- N die Menge
{mn|m e M,n € N} und mit M~ die Menge {m~! | m € M}. Dann ist U C G also
eine Untergruppe, wenn UU C U und U~! C U gilt. Uberlegen Sie sich, da8 in beiden
Féllen sogar Gleichheit gilt.

Sei U C G eine Untergruppe. Wir fithren in der Menge G eine Relation ~ ein: fiir
g,h € G gelte g ~ h genau dann, wenn gh™! € U ist. Wir sagen: g und h sind
dquivalent modulo U.

Lemma 15.2.2 Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf G, die Menge aller zu
g € G dquivalenten Elemente ist Ug = {ug | u € U}.
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Beweis: Fiir alle g € G gilt g ~ g, da gg~' = e € U ist. Sei g ~ h, also gh™! € U, dann
ist auch (gh™')™' = hg™! € U, also gilt h ~ g.

Sei schlieBlich g ~ h und h ~ k, also gh™' € U und hk™' € U, dann ist auch
(gh™')(hk™') = gk~' € U, also g ~ k.

SchlieBlich ist g ~ ug fiir alle u € U, denn g(ug) ™' =g lu"t =u=t € U. O

Wenn G eine additiv geschriebene Gruppe und U eine Untergruppe ist, so gilt g ~ h,
wenn g — h € U ist, und die Aquivalenzklasse von g wird mit g + U bezeichnet.

Lemma 15.2.3 Fiir alle g € G gilt |Ug| = |U|, d.h. alle Aquivalenzklassen sind
gleichmdchtig.

Beweis: Sei g € G, wir betrachten die Abbildung f : U — Ug mit f(u) = ug. Diese
Abbildung ist surjektiv (klar), wir zeigen, daf sie injektiv ist: Sei u1g = usg, dann gilt
w199~ = usgg™t = uy = uy. Also ist f bijektiv und damit gilt |Ug| = |U|. O

Beispiel:

Die Menge aller durch 5 teilbaren ganzen Zahlen (wir bezeichnen sie mit 5Z) ist eine

Untergruppe der additiven Gruppe Z. Die Menge 7Z ist die Vereinigung aller Aquiva-
lenzklassen modulo 57Z:

57 = {0,45,£10,+15,...},

1+5Z={1,6,11,...,—4,-9,...}

24572 ={2,7,12,...,-3,-8,...},

,—2,—7 }

,—1,—6

3457 ={3,8,13, ...
4457 ={4,9,14, . ..

5 PSR

.Y

Wenn U C G eine Untergruppe ist, so bezeichnet man die Menge aller Aquivalenzklas-

sen modulo U mit G/U.

)

Satz 15.2.1 (Lagrange) Sei G eine endliche Gruppe und U C G eine Untergruppe,
dann ist die Zahl |U | ein Teiler von |G |.

Beweis: Es ist G = UUUgUUgsU. ..UUg; fiir gewisse g; € G, denn G ist die disjunkte
Vereinigung seiner Aquivalenzklassen modulo U, also gilt |G| =t|U |. O

Folgerung 15.2.1 Jede Gruppe von Primzahlordnung ist zyklisch.

Beweis: Sei | G| = p eine Primzahl und e # g € G, dann ist < g > eine Untergruppe
mit mehr als einem Element, da die Ordnung von < g > ein Teiler von p ist, folgt
|<g>]|=p, also G=<g>. |

Definition: Sei G eine Gruppe und g € G, dann heifit die kleinste Zahl n > 0 mit
g" = e die Ordnung von g.

Die Ordnung von g € G ist also gleich der Ordnung der von g erzeugten zyklischen
Untergruppe < g >, also ein Teiler von | G |. Also gilt das

Lemma 15.2.4 Sei |G| =n und g € G, dann ist g" = e. O
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Folgerung 15.2.2 (Kleiner Satz von Fermat) Seip eine Primzahl. Wenn ggT (a,p) =
1 ist, so gilt a’~' = 1(modp).

Wenn zwei (nicht notwendigerweise verschiedene) Gruppen G und H gegeben sind, so
kann man in der Menge G x H eine Multiplikation einfiihren, so dal G x H wieder
eine Gruppe wird:

(91, h1) (92, h2) = (9192, hiha).

Wenn e das neutrale Element von G und f das neutrale Element von H ist, so ist (e, f)
das neutrale Element von G x H und (g,h)™! = (g7, h™'). Das Assoziativgesetz ist

leicht nachzupriifen.

Von nun ab wollen wir das neutrale Element einer multiplikativ geschriebenen Gruppe
mit ,,1“ bezeichnen, wenn es nicht zu Verwechslungen fiihrt.

Wir wollen uns einen Uberblick iiber die Gruppen mit ,,wenigen“ Elementen verschaf-
fen. Wir stellen uns die Multiplikationstafel vor, dort miissen in jeder Zeile und in jeder
Spalte alle Gruppenelemente auftreten.

L {1} =

2.{1,9}

Es kann nicht g? = g gelten, also ist g? = 1, dies ist also Cs.

3. {1,g,h}

Wenn g% = 1 wire, miifite gh = h sein, das geht aber nicht. Also ist g = h. Dann muf
aber auch gh = 1 sein, also ¢g® = 1, die Gruppe ist also Cs.

4. Eine Moglichkeit wére Cy.

Eine nichtzyklische Gruppe mit vier Elementen miifite wie folgt aussehen: {1, g, h, k}.
Wenn g = h wire, miiite ¢ = 1 oder g = k sein, das erste geht nicht, weil dann
{1, g, ¢*} eine Untergruppe mit drei Elementen wiire (3 ist kein Teiler von 4), das zweite
geht nicht, weil dann ¢* = 1 wire, die Gruppe wire also zyklisch. Folglich ist g% = 1,
analog h? = k% = 1 und schlieBlich gh = k. Diese Gruppe ist ,isomorph“ zu Cy x Cs.
5. Die Gruppenordnung ist eine Primzahl, die einzige Moglichkeit ist Cf.

6. Wie immer haben wir eine zyklische Gruppe Cj, eine andere Gruppe mit sechs
Elementen ist S3, dies sind ,,bis auf [somorphie“ alle. Frage: Was ist mit Cy x C3?

Definition: Seien (H,:) und (G, ) Gruppen. Eine Abbildung f : H — G heifit
Gruppenhomomorphismus, wenn f(hy - ho) = f(hy) * f(he) fiir alle hy, he € H gilt.
Sei f: H :— G ein Homomorphismus, dann gilt f(1) = 1 und f(h™') = f(h)~!, denn
) =f1-1) = f(Q)* f(1) und 1= f(1) = f(hh™") = f(h)f(h7").

Beispiele: Die Inklusionsabbildungen Z — @Q — R — C sind Homomorphismen
der additiven Gruppen, fiir die Logarithmusfunktion gilt In(ab) = In(a) + In(b), al-
so ist In : (Ry,:) — (R,+) ein Homomorphismus. Die Funktion sgn:S, — {£1},
die jeder Permutation ihr Signum zuordnet, ist ein Homomorphismus. Fiir jeden Ho-
momorphismus f : G — H und jede Untergruppe U C G ist die Einschriankung
f | U :U — H ebenfalls ein Homomorphismus. Schlielich ist fiir jedes x € Z die
Abbildung I, : Z — 7 mit [,(a) = za ein Homomorphismus der additiven Gruppen.

Definition: Sei f : H — G ein Homomorphismus, dann ist der Kern von f die
Teilmenge Ker(f) ={h € H | f(h) = 1}.
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Lemma 15.2.5 Wenn f : H — G ein Homomorphismus ist, so ist Ker(f) eine Un-
tergruppe von G.

Beweis: Seien hy, he € Ker(f), also f(hy) =1 = f(he), dann ist f(hihs) = f(h1)f(he) =
I-1=1und f(hi") = f(hy)" ' = 1. O

Wir bemerken, dal der Kern eines Homomorphismus eine weitere Eigenschaft hat:
Wenn h € Ker(f) ist, so gilt fiir beliebige g € G folgendes: f(g~thg) = f(g~ 1) f(h)f(g) =
flg)"'f(g) =1, also g~*hg € Kerf(f).

Wenn A, B C G Teilmengen einer Gruppe sind, so bezeichneten wir mit AB die Menge
aller Produkte ab, wo @ € A und b € B ist. Wenn B = {b} ist so schreiben wir fiir
A{b} einfach Ab.

Definition: Sei N C G eine Untergruppe, sie heiit normale Untergruppe (oder
Normalteiler), wenn ¢ ' Ng = N fiir alle g € G gilt.

In einer kommutativen Gruppe ist jede Untergruppe normal, der Kern eines Homo-
morphismus ist eine normale Untergruppe.

Wir erinnern daran, da G/N = {Ng} die Menge aller Aquivalenzklassen modulo der
Untergruppe N bezeichnete.

Satz 15.2.2 Sei N C G eine normale Untergruppe, dann ist die Menge G/N mit
folgender Multiplikation eine Gruppe: (Ng)(Nh) = Ngh.

Beweis: Wegen ¢ 'Ng = N gilt Ng = gN, also gilt fiir das Produkt der Teilmengen
Ng und Nh wirklich NgNh = NNgh = Ngh. Der Rest ist klar: (Ng1Ngs)Ngs =
N(g192)93 = Ng1(9293) = Ng1(NgaN3), das neutrale Element ist N, da NNg = Ng =
NgN gilt, Invers zu Ng ist Ng~!. O

Den im folgenden Lemma auftretenden Homomorphismus nennt man einen , kanoni-
schen Homomorphismus.

Lemma 15.2.6 Sei N C G eine normale Untergruppe, dann ist die Abbildung k :
G — G/N mit k(g) = Ng ein Homomorphismus und es gilt Ker(k) = N.

Beweis: k(g192) = Ngi1g2 = Ng1Ngo = k(g1)k(g2) und k(g) = N gilt genau dann, wenn
g € N ist. O

Definition: Sei f : H — G ein Homomorphismus, dann ist das Bild von f die folgende

Menge Im(f) = {g € G | es gibt ein h € H mit g = f(h)}.

Lemma 15.2.7 Im(f) ist eine Untergruppe von G. )

Satz 15.2.3 Sei f: H — G ein Homomorphismus. Dann gilt:
f ist genau dann injektiv, wenn Ker(f) = {1} ist,
f ist genau dann surjektiv, wenn Im(f) = G ist.
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Beweis: Sei f injektiv und g € Ker(f), also f(g) =1 = f(1), dann mufl g = 1 sein. Sei
umgekehrt Ker(f) = {1} und f(h) = f(g), dann gilt 1 = f(g)f(h)~' = f(gh™!), also
gh ' € Ker(f) = {1}, d.h. gh=' =1, also g = h.

Die zweite Aussage ist trivial. O

Ein injektiver und surjektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus. Wenn zwischen
zwei Gruppen H und G ein Isomorphismus existiert f : H — G existiert, so heiflen sie
isomorph, man schreibt dann H ~ G.

Es folgen einige Sétze, die die Isomorphie gewisser Gruppen sichern.

Satz 15.2.4 (Homomorphiesatz) Sei f : H — G ein Homomorphismus, dann ist
die durch F(h-Ker(f)) = f(h) gegebene Abbildung F : H/Ker(f) — Im(f) ein Isomor-

phismus.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dal F' wohldefiniert ist: Sei hiKer(f) = hoKer(f), also
hihy' € Ker(f), dh. 1 = f(hihy') = f(h1)f(h2)7h, also F(hKer(f)) = f(h) =
f(ha) = F(hoKer(f)). Weiter gilt F'(hKer(f) - hoKer(f)) = F(hihoKer(f)) = f(h1h2)
= f(h1)f(he) = F(hiKer(f)) - F(hoKer(f)), also ist F' ein Homomorphismus. Die
Surjektivitdt von F ist klar und die Injektivitat folgt sofort: Sei F'(hKer(f)) =1 = f(h),
dann ist h € Ker(f), also ist hKer(f) = Ker(f) das neutrale Element in H/Ker(f). O

Lemma 15.2.8 H sei eine Untergruppe von G, N sei eine normale Untergruppe von
G, dann gilt:

1. HN N st eine normale Untergruppe von H,

2. wenn N C H ist, so ist N eine normale Untergruppe von H,

3. HN st eine Untergruppe von G und N ist eine normale Untergruppe von HN,

4. wenn N C H und H ebenfalls eine normale Untergruppe ist, so ist H/N eine normale
Untergruppe von G/N.

Beweis: 1. Sei f : G — G/N der kanonische Homomorphismus, dann ist die Ein-
schrinkung f | H : H — G/N ebenfalls ein Homomorphismus, dessen Kern gerade
HNN ist.

2. Trivial.

3.Sei h; € H,n; € N, dann sind hiny, hony € HN, weiter ist h;lnlhg =n € N wegen
der Normalteilereigenschaft, also nihy = hon. Nun folgt hing - hong = hihonn, € HN
und (hiny)™t = nythyt = hy'n/ mit n/ = hynythit € N.

4. Esgilt H/IN ={Nh|he H} C{Ng| g€ G} = G/N, weiter Nhy-Nhy = Nhihy €
H/N und (Nh)~' = Nh~' € H/N, also ist H/N eine Untergruppe von G/N. Diese ist
normal: (Ng)"'NhNg = Ng~thg und g 'hg € H, also liegt (Ng)"'NhNgin H/N. O

Satz 15.2.5 (1. Isomorphiesatz) Seien H, N C G Untergruppen, N sei normal,
dann gilt
H/(NNH)~ HN/N.

Beweis: Sei f : H — HN/N die durch f(h) = hN gegebene Abbildung, dies ist
ein Homomorphismus. Die Abbildung f ist surjektiv, denn sei hnN € HN/N, wegen
nN = N ist dies gleich AN = f(h) € Im(f). Sei h € Ker(f), also f(h) =hN = N, d.h.
h € N, also h € NN H. Die Behauptung folgt nun aus dem Homomorphiesatz. O
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Satz 15.2.6 (2. Isomorphiesatz) Seien N C H C G normale Untergruppen, dann
qgilt
G/H ~ (G/N)/(H/N).

Beweis: Wir betrachten die Abbildung f : G/N — G/H, die durch f(gN) = gH
gegeben ist (sie ist wegen g N C gH wohldefiniert), offenbar surjektiv und ein Homo-
morphismus. Es ist genau dann gN € Ker(f), wenn gH = H, also g € H gilt. Der
Kern ist somit gleich H/N und die Behauptung folgt aus dem Homomorphiesatz. O
Beispiele:

1.G=2S8;, H={ea}, N ={ed,f}, dann ist HN = S3 und H N N = {e}, also
S3/N = H.

2.G =%, H=mZ, N = kmZ. Dann ist G/H = Z/mZ eine zyklische Gruppe der
Ordnung m und (Z/kmZ)/(mZ/kmZ) = Ck.

15.3 Die symmetrischen Gruppen

Wir wollen nun die Gruppen S, = {p : {1,...,n} — {1,...,n}} der bijektiven
Abbildungen der Menge {1,...,n} in sich betrachten.

Zunéchst wollen wir mit gruppentheoretischen Mitteln deren Ordnung bestimmen.

Es sei eine Ziffer m, 1 < m < n, fixiert. Die Menge

S\ = {p € Sy | p(m) = m}
ist eine Untergruppe von S,,, denn aus p(m) = ¢(m) = m folgt pg(m) = p(m) = m und
—1 o
p~(m) =m.
Lemma 15.3.1 Fliir p,q € S, gilt pS'™ = ¢S'™ genau dann, wenn p(m) = q(m).

Beweis: Sei p(m) = j = q(m), also ¢~ '(j) = m. Dann ist ¢~ (p(m)) = ¢~ *(j) = m, also
¢ 'p € S . Umgekehrt folgt aus ¢~ 'p(m) = m sofort p(m) = q(m). |

Folgerung 15.3.1 Die Anzahl der Nebenklassen von S,, nach S™ ist gleich n.

Beweis: Jede Nebenklasse ist durch das Bild der Ziffer m eindeutig bestimmt. O

Da nun S™ 22 S, ist, folgt aus dem Satz von Lagrange und einer induktiven Argu-
mentation, daf} |S,,| = n! ist.

Definition: Eine Permutation p heifit Zyklus , wenn es eine Teilmenge {i1, ..., %, } C
{1,...,n} gibt, so dafl
p(ix) = pry1, k=1,....m—1,
p(Zm) =11,
plj) = j sonst

gilt. Wir schreiben dann p = (iy, ..., 4y,), z.B. (; g ?) =(123).

Zyklen, die keine Ziffern gemeinsam bewegen, heiflen disjunkt.



15.4. ENDLICH ERZEUGTE ABELSCHE GRUPPEN 213

Man kann zeigen, daf jede Permutation ein Produkt disjunkter Zyklen ist. Wir begniigen
uns damit, dies an einem Beispiel zu demonstrieren:

<123456789

A 8):(15624)(3798)

Ein Zweierzyklus (i j) heifit Transposition, Transpositonen haben das Signum —1. Ein
Zyklus der Lange k ist ein Produkt von k& — 1 Transpositionen, hat also das Signum
(—1)*1, denn

(i1, 0, - yin) = (i1, dx) - -~ (i1, 33) (i1, 42).

15.4 Endlich erzeugte abelsche Gruppen

Eine abelsche Gruppe ist nichts anderes als eine kommutative Gruppe. Wir verwenden
hier die additive Schreibweise. Das direkte Produkt A; x ... x A,, nennen wir hier die
direkte Summe und bezeichnen sie mit A; & ... D A,,.

Sei also A eine abelsche Gruppe und a € A, dann schreiben wir als Abkiirzung fiir
a+a+ ...+ a (m Summanden) einfach m-a. Umgekehrt, wenn m € Z ist, so soll
ma = a + ...+ a (m Summanden, wenn m > 0) bzw. ma = —a — ... —a (—m
Summanden, wenn m < 0) gelten. (Spéter werden wir sehen, da8 eine abelsche Gruppe
auf diese Weise als Z-Modul aufgefa8t werden kann.)

Wenn | A| = n ist so gilt na = 0 fiir alle a € A.

Wenn A eine abelsche Gruppe ist und A;, Ay C A Untergruppen sind, so nennen wir
in Analogie zur multiplikativen Schreibweise die Menge A; + Ay = {a1 + a2 | a; € A;}
als die Summe von A; und A,, dies ist die kleinste A; und A, umfassende Untergruppe
von A.

Es gelte nun A; + Ay = A, wenn zusétzlich A; N Ay = {0} ist, so schreiben wir
A=A, ® Ay und nennen dies eine direkte Summe.

Lemma 15.4.1 Sei A= A; ® Ay, dann ist jedes Element a € A in eindeutiger Weise
als a = ay + ag, a; € A; darstellbar. Dies ist genau dann der Fall, wenn sich das
Nullelement von A nur auf die triviale Weise als Summe von Elementen aus Ay und

Aq darstellen lafst.

Beweis: Da A = A; + A, gilt, gibt es fiir jedes a € A eine derartige Darstellung. Wir
nehmen an, es gibe zwei:

a:a1+a2:b1+b2, CLi,biEAi.

Dann ist a; — by = by — as, der linke Summand liegt in Ay, der rechte in A5 und wegen

Al N A2 = {O} fOlgt a; = bl O

Sie haben sicher bemerkt, dal wir den Begriff der direkten Summe auf zwei verschiedene

Weisen verwenden (vgl. ganz oben). Nach dem soeben bewiesenen Lemma ist aber
Ax B~ (Ax{0})® ({0} x B), was uns diese Schludrigkeit verzeiht.

Beispiel:
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Z)6Z = {0, 2, 4} ® {0, 3}, wobei m = m + 6Z.
Z./AZ 158t sich nicht in eine direkte Summe von Untergruppen zerlegen, da es nur eine
einzige nichttriviale Untergruppe besitzt.

Definition: Sei A eine abelsche Gruppe, dann ist

t(A) ={a € A| es gibt ein m € Z mit ma = 0}
die Torsionsuntergruppe von A.
Lemma 15.4.2 t(A) ist eine Untergruppe.

Beweis: Wenn ma = 0 = nb, so ist mn(a +b) = 0. O

Falls | A| < oo ist, so gilt t(A) = A.
Falls t(A) = {0} ist, so heifit A torsionsfrei.

Definition: Sei p eine Primzahl und A eine abelsche Gruppe, dann heifit
A, ={a € A|p'a=0 fiir ein i > 0}

die p-Torsionsuntergruppe von A.

Lemma 15.4.3 A, ist eine Untergruppe von A.

Beweis: Wenn pla = 0 = p’b ist, so gilt p*(a + b) = 0 fiir & = max(, j). O

Wir teilen hier mit, dafl es zu jedem Primteiler p der Ordnung n einer Gruppe fiir ein
gewisses k eine Untergruppe der Ordnung p* gibt. Folglich ist die Ordnung von A, eine
Potenz von p (derartige Gruppen heilen p-Gruppen).

Wir erhalten einen ersten Struktursatz:

Satz 15.4.1 Sei | A |=n = i .pfj, p; verschiedene Primzahlen, dann ist A =
A, ®...0A,,.

Beweis: Wir fithren die Induktion iiber die Anzahl der Primfaktoren von n.
Wenn n = p' ist, so gilt A= A,, denn p’A = {0}.
Sei n = uv mit ggT(u,v) = 1 = ru+ sv, dann ist

A=1-A=ruA+ svA CuA+vA C A,

also A = uA+vA. Seia € uANVA, also a = ub mit b € A, dann gilt va = vub=nb =10
und analog ua = o, also a = 0. Also ist A = uA @ vA eine direkte Summe und fiir diese
Untergruppen kann die behauptete Zerlegung als bewiesen angenommen werden. O

Satz 15.4.2 Jede endliche abelsche p-Gruppe ist eine direkte Summe zyklischer Un-
tergruppen.
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Beweis: Sei p"A = {0} und p"~'A # {0}, wir fithren die Induktion iiber n (die Zahl p"
heifit die Periode von A).

Sei n = 1, also pA = {0}, dann ist A ein Vektorraum iiber dem Korper K = Z/pZ
(iiberpriifen Sie einfach die Vektorraumaxiome, die Multiplikation - : K x A — A ist
durch m - a = ma gegeben, wegen Oa = pa = 0 ist dies wohldefiniert). Aus der linearen
Algebra ist bekannt, dafl ein K-Vektorraum der Dimension n isomorph zu K™ ist, also
git A K" ~7/pZ @ ... ® Z/pZ.

Sei nun der Satz fiir Gruppen der Periode p"~! bereits bewiesen. Es gilt pA C A, die
Gruppe pA hat die Periode p"~ 1, also gilt

pPA=<a;>&...0<a, >
und es gibt hy, ..., hy € A mit ph; = a;. Wir setzen
H=<h>+...+<h;>
und behaupten, dafl die Summe der < h; > direkt ist. In der Tat, sei
0=mihy + ... +mphy
dann ist
0 =p0 =myphi + ...+ mgphr = miar + ... + myay,

also m; = 0.

Sei B C A die maximale Untergruppe mit BNH = {0}, wir nehmen an, dal B+ H # A
ware.

Sei also @ ¢ B + H, dann ist pa = > m;a; = Y. m;ph; = phfir ein h € H. Wir
setzen ' = a — h, dann ist ' € B+ H und pa’ = 0. Wir setzen B’ =< a/, B >. Nach
Konstruktion von B gilt B’ N H # {0}, also gibt es ein A’ € H mit

W=kd+b beB,0<k<p.

Sei sk = 1(mod p), dann ist @’ = ska’ = sh’ — sb € H + B, ein Widerspruch zur
Konstruktion von a’. Somit gilt A = B @& H und nach Induktionsvoraussetzung ist B
eine direkte Summe zyklischer Untergruppen, somit gilt die Beahuptung auch fiir A. O

Zum Abschlu3 wollen wir noch torsionsfreie abelsche Gruppen untersuchen. Dazu
benotigen wir ein Lemma iiber Matrizen, deren Komponenten ganzzahlig sind. Wir
bemerken zuvor, dafl die Inverse einer ganzzahligen Matrix, deren Determinante gleich
1 ist (solche Matrizen heiflen unimodular), ebenfalls ganzzahlig ist .

Lemma 15.4.4 Seien z,y € Z, dann gibt es eine unimodulare Matriz (CCL Z) mit
(e ) () -(6)

c d)\y) \0)
Beweis: Sei t = ggT'(x,y) = ax + by, wir setzen ¢ = —%, d= %, dann ist

(5 8)(2)= (5 R) = ()

t t
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Lemma 15.4.5 Sei A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe und ay,...,a, € A, x1,
..., X, € Z vorgegeben. Dann gibt es by, ..., b, € A mit < aq,...,a, >=<by,..., b, >
und z1a1 + ... + Tpa, = thy, wobei t = ggT(xy, ..., x,)ist.

Beweis: Wir beginnen mit n = 2. Wir wahlen eine unimodulare Matrix <CCL Z) mit

—1
(a Z) (xl) = (é) und setzen (b, by) = (a1, as) (Z Z) , dann ist jede Linear-

C i)
kombination von by, by auch eine von ay, as und umgekehrt. Weiter ist

b
a1y + asxs = (ay, as) (i;) = (b,0) (Z d) <i;>

— (by, by) (é) .

Nun sei n = 3. Dann gibt es by, b3 mit < as,a3 >=< by, b3 > und x93y + x3b3 =
db,, wie wir soeben sahen. Ebenso gibt es by, b, so daBl < ay,dby >=< by, b, > und
x1a1+1-dby = tby. Dann gilt < aq, as, a3 >=< by, by, b3 > und xia;+w200+x303 = tb1.
Und so weiter. O

Definition: Sei A eine abelsche Gruppe, dann heiflen die Elemente a4, ..., a, linear
unabhéingig, wenn aus Y. x;a; = 0 (z; € Z) folgt, daBl x; = 0 fiir alle 7 gilt.

Eine abelsche Gruppe heif3t frei, wenn sie ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem
besitzt. Eine endliche erzeugte freie abelsche Gruppe ist isomorph zu Z x ... X Z.

Satz 15.4.3 Sei A eine endlich erzeugte torsionsfreie abelsche Gruppe und r(A) die
Minimalzahl von Erzeugenden von A. Dann gilt:
1. Jedes Erzeugendensystem von A mit r(A) Elemente ist linear unabhdngig.

2. A ist frei.

Beweis: Sei {aq, ..., a,} ein Erzeugendensystem von A mit n = r(A) und es sei zya; +
...+ xpa, = 0. Dann gibt es ein Erzeugendensystem by, ...,b, mit tby = xya; + ...+
ZTpa, = 0, hier mufl by # 0 sein, denn {by,...,b,} enthilt zuwenig Elemente, um A
zu erzeugen. Folglich mufl ¢ = 0 sein, wenn eines der x; von Null verschieden wére, so
wire auch t # 0, also sind die a; linear unabhéngig. O

15.5 Gruppenoperationen

Definition: Sei X eine Menge und G eine Gruppe; wir nennen X eine G-Menge, wenn
eine Abbildung - : G x X — X, (g,x) — ¢ - x gegeben ist, so dal g(hx) = (gh)x
sowie lx = z fiir alle g, h € G, x € X gilt.

Beispiele:
1. X=A{1,....,n},G=S,,p-i=pi).

2. V sei ein R-Vektorraum, hier operiert die multiplikative Gruppe von R durch
Multiplikation.
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3. (A,V) sei ein affiner Raum, dann operiert die Vektor-Gruppe auf der Punkt-
Menge durch Translation.

4. Wir wihlen X = G, g - x sei das Produkt. Die Gruppe G operiert durch Links-
multiplikation auf sich selbst. Aber: Die Menge GG mit der Rechtsmultiplikation
ist keine G-Menge, das Assoziativgesetz ist verletzt, wenn G nicht kommutativ
ist.

5. Wir betrachten wieder X = G mit der Operation g - x = zg~'. Dann ist das
Assoziativgesetz erfiillt.

6. Wieder X = G mit der Konjugation als Operation: ¢ - z = gzg~!.
7. Sei H C G eine Untergruppe und X = G/H = {xH | x € G} die Menge der
rechten Nebenklassen. Hier operiert G auf natiirliche Weise.

Definition: X sei eine G-Menge und z € X. Dann heiit G, = {g € G | gz = x} der
Stabilisator von x und O, = {gz | g € G} heifit die Bahn (der Orbit) von .

Bestimmen Sie die Stabilisatoren und Bahnen in den obigen Beispielen. Im Fall der
Konjugation ist der Stabilisator von = die Menge der mit x vertauschbaren Elemente,
die Bahn von z ist die Klasse der zu x konjugierten Elemente.

Satz 15.5.1 Sei X eine G-Menge und x € X. Dann ist die Abbildung f : G/G, —
O, f(9G.) = gz bijektiv und mit der G-Operation vertrdglch, d.h. f(g - hG,) =

Beweis: Die Abbildung f ist wohldefiniert, denn wenn ¢G, = hG,, ist, so ist g~ *h € G,,
also g tha = z, also gz = hx.

Injektivitit: Sei f(9G.) = f(hG,) = gz = hz, dann ist g the = x, d.h. g7'h € G,,
also ¢G, = hG,.

Surjektivitéit: Sei gx € O, beliebig, dann ist f(gG.) = gx. O
Folgerung 15.5.1 Wenn G und X endlich sind, so gilt |O,| = ||Ci‘|.
Beweis: |0,| = |G/G.| = % O

Folgerung 15.5.2 Die Anzahl der zu g € G konjugierten Elemente ist ein Teiler der
Gruppenordnung.

Satz 15.5.2 (Cauchy) Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl mit p | |G|,
dann gibt es eine gibt es ein g € G mit der Ordnung p, also g = 1.

Beweis: Es sei X = {(go,...9p-1) € GX---XG | go---gp—1 = 1}, diese Menge ist nicht
leer, denn sie enthélt (1,...,1). Zu go,...,gp—2 € G gibt es ein eindeutig bestimmtes
gp—1, 50 daB (go,...gp_1) € X ist. Also ist |X| = |G["™", d.-h. |X] ist ein Vielfaches
von p. Wir interpretieren die Indizes von gy, .. ., g,—1 als Elemente von Z/pZ = H. Die
(additive) Gruppe H operiert auf X:

h - (907 cee 7gp—1) = (ghagh-f-la .. 'gh—l)
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und X ist wirklich eine H-Menge:
O-z=x, (h+k)-x=h-(k-x).
Nach der obigen Folgerung ist also

Z/pZ|  p
|O$| — — ,
Gl |Gy

also ist |O,| =1 oder |O,| = p.

Die Bahn von (1,...,1) enthdlt nur dieses eine Element.

Wenn alle anderen Bahnen p Elemente héitten (es seien etwa k Stiick), so wére | X| =
1 + kp, also nicht durch p teilbar. Es mufl also ein weiteres x € X geben, so dafl
Oz = {(gos- -, gp—1)} einelementig ist. Dann ist aber go = ... = g,—1 # 1, also ¢gf = 1.
O

Wir wollen nun noch einmal systematischer die Gruppen kleiner Ordnung untersuchen.
Lemma 15.5.1 Wenn |G| = p eine Primzahl ist, so ist G zyklisch.

Beweis: Es sei 1 # g € G beliebig, dann ist (g) eine nichttriviale Untergruppe von G,
deren Ordnung ein Teiler von p, also gleich p ist. Somit ist G = (g). O

Diedergruppen

Sei D,, die Menge der Kongruenzabbildungen, die ein regelméfliges n-Eck in sich {iberfiihren.
Sei a € D, eine Drehung um a = 360/n Grad, dann ist a* eine Drehung um k%o Grad
und a” = 1.
Sei b die Spiegelung an einer Geraden durch den Mittelpunkt und einen Eckpunkt des
n-Ecks. Dann ist b* = 1.
Die Transformation ba* konnen wir auf zwei Weisen realisieren: zuerst eine Drehung um
k-, dann spiegeln, oder zuerst spiegeln, dann eine Drehung um —k-«, also ba* = a="b.
Somit ist

D, ={1,a,a® ...a" " b ba,ba* .. ba" '},

diese Gruppe hat 2n Elemente und wird durch die Relationen
a"=1,"=1,ab=>b"'a
charakterisiert.

Satz 15.5.3 Sei p > 2 eine Primzahl und |G| = 2p, dann ist G = Cyy, zyklisch oder
G = D,.

Beweis: Nach Cauchy existieren z,y € G mit 2P = 1, y*> = 1. Wegen 2 [ p ist y & (z),
also z*y # 2! fiir alle k, . Das heifit

also
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und analog folgt

G=(r)Uy- (z),
also

(z)y = y(z),

d.h. (z) ist eine normale Untergruppe.
Nun betrachten wir das Element xy, es hat die Ordnung 1, 2, p oder 2p. Nun, der Fall
1 scheidet aus (z # y).
Wenn die Ordnung gleich 2p ist, so ist die Gruppe zyklisch.
Wenn die Ordnung gleich 2 ist, also (zy)(zy) = 1, so ist yz = x~ 'y, also ist G = D,,.
Wenn schliefilich die Ordnung gleich p sein sollte, so gélte

(z) = () (zy)" = ({x)2y)",

da (x) normal ist. Dann wire aber

da p ungerade ist, ein Widerspruch. O

Satz 15.5.4 Seip eine Primzahl und |G| = p?, dann ist G = C\2 oder G = C,, x C,,.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dafl G abelsch ist.

Sei O, die Klasse der zu g konjugierten Elemente, sie enthélt 1,p oder p* Elemente.
Die Menge O; = {1} hat ein Element. Wenn fiir alle g # 1 die Bahn O, mehr als ein
Element hiitte, also p oder p* Elemente, so wire |G| = 1 + kp # p?, ein Widerspruch.
Es gibt also ein z # 1 mit |O,| = 1, d.h. g"'zg = x oder zg = gz fiir alle g € G.
Wenn die Ordnung von z gleich p? ist, so ist G zyklisch. Andernfalls ist die Ordnung
von z gleich p, es gibt also ein y ¢ (x). Dann sind die Elemente von G genau die
ziy*, 0 <i,k <p—1,also ist G abelsch. O

Damit kennen wir alle Gruppen mit bis zu 15 Elementen, mit einer Ausnahme: |G| = 8.
Die kommutativen Gruppen der Ordnung 8 sind Cg, Cy x Cy, Cy x Cy x Cy, auBerdem
kennen wir die Diedergruppe Djy.

Es gibt noch eine weitere, die Quaternionengruppe

H = {+1, 44, +j, £k}

mit
P=7=kK=-1,ij=—ji=k

Satz 15.5.5 Das sind alle Gruppen der Ordnung 8.

Beweis: Sei G nichtkommutativ. Dann hat G kein Element der Ordnung 8 (sonst wire
sie zyklisch) und nicht alle Elemente haben die Ordnung 2 (sonst wire sie kommutativ).
Sei also y € G ein Element der Ordnung 4 und = ¢ (y). Die Untergruppe N = (y)
ist normal, denn sie hat den Index 2. Es ist |G/N| = 2, also /xN)?> = N = 22N, also
z? € N.
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Fall 22 = y oder 22 = y~! wiire, so hiitte x die Ordnung 8. Folglich gilt 22 = 1 oder
x? = y2. Wir behaupten: ayz—! =y~ 1.
Nun, es gilt zNz~! = N, also zyz~! = y* und bestimmen k:
Wegen 22 € N gilt
y =2’y = a(eyr 2 = ayfeTt = (aya) = (aya) = () =7,
also y**~1 = 1. Demnach ist k2 — 1 ein Vielfaches von 4, also ist k ungerade.
Wenn k = 1 wiire, also zyx~! = y, d.h. 2y = yx, so wire G kommutativ. Es bleibt also
nur k£ = 3, und das hatten wir behauptet.
Wir kommen nun zu den beiden Féllen zuriick:
22 =1,y* =1, zyz~!t =y~ !, dies ist die Diedergruppe.
2?2 =92yt =1, 2yx~! = y~1. Wir setzen x = i,y = j und bezeichnen z? mit —1 und
xy = k. Die 1, j, k erfiillen nun die Relationen der Quaternionengruppe. O

Wie gesagt haben wir damit alle Gruppen bis zur Ordnung 15 in der Hand. Bei der
Ordnung 15 gibt es noch eine Besonderheit. Wir wissen, dafl eine Gruppe von Prim-
zahlordnung zyklisch ist, also: Wenn p eine Primzahl ist, so existiert nur eine Gruppe
der Ordnung p. Die Umkehrung gilt nicht.

Satz 15.5.6 Sei |G| =15, dann ist G = Cy5.

Beweis: Es gibt z,y € G mit 2° = y*> = 1. Wir zeigen, da H = (x) eine normale
Untergruppe ist:
H operiert durch Linksmultiplikation auf G/H : h-gH = hg-H. Die Zahl der Elemente
einer Bahn ist ein Teiler von 5. Wegen |G/H| = 3 hat also jede Bahn nur ein Element.
Das heif3t

hgH = gH oder g 'hg € H fiir alle h € H,g € G,

also ist H normal.

Nun betrachten wir den durch f(h) = yhy~! gegebenen Homomorphismus f : H —
H; dessen Kern ist offenbar gleich {1}, er ist also bijektiv. Es gilt f2 = id. Wir zeigen
f =id:

Es gilt f(r) = 2¥ und f ist durch k eindeutig bestimmt, mogliche Werte sind k =
1,2,3,4. Wegen

f'(x) = a*
und
k* = 1(mod5)
gilt f* = id, also
f=flofd=id

also yhy~! = h oder yh = hy. Wir setzen K = (y), dann hat H - K 15 Elemente, also

G:H'K:C5X032015.
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15.6 Aufgaben

1.

Man beweise card S,, = n! fiir die symmetrische Gruppe der Ordnung n (n € N);
ferner zeige man, daf§ die Gruppen S, fiir n > 3 nicht abelsch sind!

Sei [G, o] eine Gruppe mit neutralem Element e. Man beweise:
a) wenn g% = e fiir alle g € G gilt, so ist G abelsch.

b) wenn es genau ein Element g € G, g # e, mit der Eigenschaft g% = e gibt, so
ist x 0 g = g o x fiir alle Elemente x € G.

Es sei A:={x € R;x > 1}. Auf A sei eine Operation o definiert durch: z oy :=
xy—x —y+2;x,y € A. Es ist zu beweisen, da A eine Gruppe ist. Ist diese
Gruppe abelsch ?

Man finde alle Untergruppen der symmetrischen Gruppe Ss!

a) Sei g = (ay,as9,...,a;) € S, ein Zyklus der Lénge k; beweisen Sie, daf} die
Ordnung von g gleich k£ ist!

b) Sei g =g1-g2- ... g, die Zerlegung eines Elementsg € S,, in elementfremde
Zyklen der Léangen ki, ks, ..., k.. Finden Sie eine Formel fiir die Ordnung von g
in Abhéngigkeit von &y, ..., k.! (Man benutze, dafl elementfremde Zyklen mitein-
ander kommutieren!)

c) Sei p eine Primzahl, k eine beliebige natiirliche Zahl und sei n := p*. Beweisen
Sie: wenn g € S, ein Element der Ordnung ord(g) = n ist, so mufl g ein Zyklus
der Léange n sein.

d) Geben Sie ein Gegenbeispiel fiir die unter ¢) getroffene Aussage fiir den Fall
an, dafl n keine Primzahlpotenz ist!

Man zeige: die Menge der Matrizen der Form [(6 eosp smgp)] , (p €
€-sinp  cosgp
R, e = F1) ist eine Untergruppe von GL(2,R). Ist sie abelsch ?
1 = y
Zeigen Sie, dafl die Menge der Matrizen H := {A € GL(3,R);A= [0 1 =z
0 0 1
R} eine nichtabelsche Gruppe bildet! Fiir ein beliebiges Element A € H gebe man

A1 an!

Sei K ein Korper. Beweisen Sie: Das Zentrum der Gruppe GL(n, K) ist gleich
Z(GL(n,K)) ={p- E;p € K}, wobeiE = (§;;) die Einheitsmatrix bezeichnet.

;'r7y7ze
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Kapitel 16

Ringe und Moduln

16.1 Grundbegriffe

Definition: Sei R eine Menge, in der zwei Operationen

und

+:RxXxR—R(r,s) —r+s)

:RXR— R(r,s)—r1-5)

gegeben sind; R heifit (zusammen mit den gegebenen Operationen) ein Ring, wenn die
,ublichen“ Rechenregeln gelten:

1.

2.

(r+s)+t=r-+(s+t) firaller st € R, (Assoziativgesetz der Addition)
es gibt ein Element 0 mit r + 0 = r fiir alle r € R, (Existenz eines neutralen
Elements)

zu jedem r € R gibt es ein v’ mit r + 1 = 0, (Existenz eines zu r inversen

Elements, man schreibt fiir 7’ gewohnlich —r)

r+s=s+rfiraller,s € R (Kommutativgesetz der Addition)
(rs)t = r(st) fir alle r,;s,t € R (Assoziativgesetz der Multiplikation)
(r+s)t=rt+ st fur alle r,s,t € R (1. Distributivgesetz)
t(r+s)=tr+tsfirallers,te R (2. Distributivgesetz)

es gibt ein Element 1 € Rmit 1r = r fiir aller € R, (Existenz eines neutralen
Elements)

Wenn zuséatzlich

. rs = sr fir alle r,s € R (Kommutativgesetz der Multiplikation) erfiillt ist, so

heifit R ein kommutativer Ring.

223
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Beispiele fiir kommutative Ringe sind Z, Q, R, C, K|[z], Z/mZ, wihrend die Men-
ge M,, der quadratischen n-reihigen Matrizen ein nichtkommutativer Ring ist. Wir
werden uns vorwiegend mit nichtkommutativen Ringen beschéftigen.

Eine additive kommutative Gruppe M heifit linker R-Modul, wenn eine Operation
RXM — M ((r,m)—r-m)
gegeben ist, so dal wiederum die iiblichen Rechenregeln gelten:
1. r(sm) = (rs)m,
2. r(m+n)=rm-+rn,
3. (r+s)m=rm+ sm,

4. ITm = m.

Eine additive kommutative Gruppe M heifit rechter R-Modul, wenn eine Operation
M xR— M ((m,r)—m-r)
gegeben ist, so dal wiederum die iiblichen Rechenregeln gelten:
1. (mr)s =m(rs),
2. (m+n)r =mr+nr,
3. m(r+s) = mr+ms,
4. ml=m.

Wenn wir den Begriff , Modul“ ohne Attribut verwenden, so meinen wir linke Moduln.

Beispiele:

Ein Vektorraum iiber einem Korper K ist ein K-Modul. Eine abelsche Gruppe ist ein
Z-Modul. Die Menge M, aller Spaltenvektoren ist ein linker M,,,,-Modul. Die Menge
M, aller Zeilenvektoren ist ein rechter M,,,,-Modul. Jeder Ring R ist sowohl ein linker
als auch ein rechter R-Modul.

Sei U C M eine additive Untergruppe des R-Moduls M. Wenn fiir alle » € R und
u € U gilt ru € U, so nennen wir U einen Untermodul von M.

Seien M und N linke R-Moduln und f : M — N ein Homomorphismus der additiven
Gruppen. Wir nennen f eine R-lineare Abbildung (oder einen R-Modulhomomorphis-
mus), wenn f(rm) = rf(m) fir alle r € R und m € M gilt.

Lemma 16.1.1 Sei f : M — N ein R-Homomorphismus und U C M sowie V C N
Untermoduln. Dann sind auch

fU)={ne N| esgibt einuecU mitn= f(u)} CN

und

fFiV)={meM|f(m)eV}CM

Untermoduln. O



16.1. GRUNDBEGRIFFE 225

Speziell sind f(M) = Im(f) und f~'({0}) = Ker(f) Untermoduln. Ein R-Homomor-
phismus f : M — N ist genau dann surjektiv, wenn Im(f) = M ist und genau dann
injektiv, wenn Ker(f) = {0} ist. Ein injektiver und surjektiver R-Homomorphismus
heifit Isomorphismus.

Sei M ein R-Modul und U C M ein Untermodul. Die Relation ~ auf M, die durch
m~m' gdw. m—m' € U

gegeben ist, ist eine Aquivalenzrelation und aus m ~ m’ folgt rm ~ rm/ fiir alle r € R.
Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit M /U bezeichnet, die Elemente von M /U
haben die Form m + U mit m € M.
Die Faktorgruppe M /U wird ein R-Modul, wenn wir eine Multiplikation wie folgt
einfiithren:

r(m+U)=rm+U.

(Die Mengen auf der linken und der rechten Seite stimmen {iberein, was die Reprasen-
tantenunabhéngigkeit der Definition zeigt. Das Uberpriifen der Modulaxiome wollen
wir uns ersparen. )

Wenn U,V C M Untermoduln sind, so ist die Summe der Untergruppen U+V ebenfalls
ein Untermodul, und wenn U NV = {0} gilt, so nennen wir die Summe direkt und
schreiben U @& V. In diesem Fall 148t sich jedes Element m € M in genau einer Weise in
der Form m = u+v mit « € U und v € V schreiben. Wir kénnen also zwei Abbildungen
py: M — U und py : M — V definieren:

pu(M) =m, py(m) =wv.

Diese Abbildungen sind R-linear und es gilt

Pu O Pu = Pu, Pv O Pv =Dpv, puopv =pvopy =0, py + py = idy.

Wir nennen diese die Projektionen auf die Summanden U, V.

Da jeder R-Homomorphismus f : M — N auch ein Gruppenhomomorphismus ist,
haben wir nach dem Homomorphiesatz einen Isomorphismus

F : M/Ker(f) — Im(f),

der durch F(m + Ker(f)) = f(m) gegeben ist. Dies ist sogar ein R-Isomorphismus,
denn

F(r(m + Ker(f))) = f(rm) = rf(m) = rF(m+ Ker(f)).

Nun koénnen wir die beiden Isomorphiesétze, die ja direkte Folgerungen aus dem Ho-
momorphiesatz waren, analog herleiten:

U+V)U~V/UNV

(MJU)/(V/U) ~ M/V fir U CV C M
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Seien mq,...,mi € M und rq,...,r, € R, dann heifit > r;m; eine Linearkombination
der m;. Wenn N C M eine Teilmenge ist, so bezeichnen wir mit RN die Menge
aller Linearkombinationen von Elementen aus N. Falls RN = M gilt, so heiflit N ein
Erzeugendensystem des Moduls M.

Die Elemente my, ..., my heiflen linear unabhéngig, wenn aus

> rim; =0 (r; € R)

folgt, daBl r; = ... = r; = 0 gilt. Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von M
heifit eine Basis, ein R-Modul, der eine Basis besitzt, heifit frei.

Lemma 16.1.2 Sei M ein freier R-Modul und {my,...,m,} eine Basis von M, dann
st M ~Rx...x R=R".

Beweis: Jedes m € M lafit sich in eindeutiger Weise als Linearkombination Y- r;m;
darstellen, wir ordnen m das n-tupel (rq,...,r,) € R" zu. O

Lemma 16.1.3 Jeder endlich erzeugte R-Modul ist isomorph zu einem Faktormodul
eines freien R-Moduls.

Beweis: Sei M = R{my,...,m,} und m € M beliebig, also m = Y r;m;, dann ist die
Abbildung f : R — M mit f(ry,...,7,) — > r;m; surjektiv. Wir setzen U = Ker(F),
dann gilt nach dem Homomorphiesatz M ~ R"/U. O

Definition: Eine additive Untergruppe L € R eines Rings R heifit Linksideal, wenn
rL C L fiir alle r € R gilt. Ein Linksideal ist also ein Untermodul des linken R-Moduls
R.

Eine additive Untergruppe D € R eines Rings R heifit Rechtsideal, wenn Dr C D fiir
alle r € R gilt. Ein Rechtsideal ist also ein Untermodul des rechten R-Moduls R.
Eine Teilmenge I € R, die sowohl ein Links- als auch ein Rechtsideal ist, heifit (zwei-
seitiges) Ideal.

Seien R und S zwei Ringe. Ein Homomorphismus f : R — S der additiven Gruppen
von R und S heifit Ringhomomorphismus, wenn f(r;ry) = f(r1)f(r2) und f(1) =1
gilt. Als Kern von f bezeichnen wir wieder die Menge

Ker(f) ={re R | f(r) =0}
Ein Ringhomomorphismus ist genau dann injektiv, wenn Ker(f) = {0} ist.

Lemma 16.1.4 Sei f : R — S ein Ringhomomorphismus, dann ist Ker(f) ein Ideal
von R.

Beweis: Die Abbildung f ist ein Gruppenhomomorphismus, also ist Ker(f) C R eine
Untergruppe. Sei a € Ker(f) und r € R, dann gilt

f(ra) = f(r)f(a) = f(r)-0=0,
flar) = f(a)f(r)=0-f(r) =0,
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also ra € Ker(f) und ar € Ker(f). |

Sei I C R ein Ideal, dies ist insbesondere ein linker R-Untermodul, also kénnen wir
den Faktormodul R/I bilden. Wir fithren in R/I eine Multiplikation ein:

(r+1)(s+1I)=rs+1.

Wir zeigen, dafl dies eine reprisentantenunabhéngige Definition ist: Sei r +1 =" + I
und s+ 1 =s+1 alsoa=r—r €lund b=s—s € I. Dann ist

r+DE"+DH=r+a+D(s+b+1)=(r+a)(s+b)+1=
rs+as+rb+ab+1=rs+1,
da die iibrigen Summanden in [ liegen.

Zum Ideal I C R haben wir den kanonischen Homomorphismus
FiR— RILf(r)=r+1,
dessen Kern gleich [ ist.

Definition: Ein Ideal I C R eines kommutativen Rings R heifit Hauptideal, wenn es
aus allen Vielfachen eines Elements a besteht: I = aR.

Wir betrachten als Beispiel den Ring Z.

Sei I C Z ein Ideal. Wir wollen zeigen, dafl [ ein Hauptideal ist. Sei 0 # a € I das
Element von minimalem Betrag. Wir zeigen, dafl I von a erzeugt wird: Sei b € I ein
beliebiges Element, wir dividieren mit Rest:

b=qa+r 0<r<a.

Wenn r # 0 wére, so wire r = b — ga € I im Widerspruch zur Minimalitit von a, also
ist r=0und a | b. O

Wir wollen uns nun etwas genauer mit Polynomen mit rationalen bzw. ganzzahligen
Koeffizienten beschéftigen.

Wenn K ein Korper ist, so ist der Polynomring K|[z] ein Hauptidealring. Man beweist
dies wie oben mithilfe der Restdivision.

Definition: Ein Polynom p(x) € Q[z] heifit irreduzibel (oder Primpolynom), wenn
in jeder Zerlegung p(x) = f(x)g(x) mit f,g € Q[x] einer der Faktoren ein konstantes
Polynom ist.

Bei einer Zerlegung eines Polynoms in ein Produkt von Polynomen kommt es uns auf
konstante Faktoren nicht an. Wenn wir ein Polynom f(z) € Q[x] mit einer geegneten
ganzen Zahl multiplizieren, so daf} sich alle Nenner der Koeffizienten wegheben, erhalten
wir ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. Wir werden sehen, dafl bei diesem
Ubergang die Irreduzibilitit erhalten bleibt.

Wir beweisen dazu zwei Resultate, die in der Literatur héufig unter den unten verwen-
deten Namen zu finden sind.

Definition: Sei f(x) = apz" + a12" ' + ... + a, € Z, dann heifit die Zahl cont(f) =
geT(ag,...,a,) der Inhalt von f(z). Ein Polynom f(z) € Z[z] heifit primitiv, wenn
sein Inhalt gleich 1 ist.
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Lemma 16.1.5 (Hilfssatz von Gaufl) Das Produkt primitiver Polynome ist primi-
tiv.

Beweis: Seien f, g € Z[x] primitv und h = f - g sei nicht primitiv. Dann besitzen die
Koeffizienten von h(z) einen gemeinsamen Primfaktor p. Wenn wir jeden Koeffizien-
ten der Polynome durch seine Restklasse modulo p ersetzen, erhalten wir Polynome
Ips Gp, by € Z/pZ[z], fur die gilt h, = f,g,- Nun ist aber h, das Nullpolynom und f,
und g, sind keine Nullpolynome. Dieser Widerspruch beweist die Primitivitédt von h. O

Satz 16.1.1 (Satz von Gaufl) Wenn f(x) € Z[z] in Q|x] zerlegbar ist, so ist f(x)
bereits in Z[z| zerlegbar.

Beweis: Fiir jedes Polynom g(z) € Q[z] gibt es ein Polynom ¢#(x) € Z[z] mit g(x) =
£+ g% (z) und b € Z. Sei noch a = cont(¢g#(z)), dann gibt es ein primitives Polynom
g*(z) und

Sei nun
f(@) = g1(x)gala) = Tgi(x)g3()

mit primitiven Polynomen g7, ¢5. Links steht ein Polynom mit ganzzahligen Koeflizien-
ten und das Produkt gf(x)g;(x) ist primitiv, also kann sich der Nenner b gegen keinen
Koeffizienten der rechten Polynome wegkiirzen, also mufl ¢ eine ganze Zahl sein. O

Ein Kriterium, ob ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten irreduzibel ist, ist durch
den folgenden Satz gegeben.

Satz 16.1.2 (Satz von Eisenstein) Sei f(z) = a,2" + ...+ a9 € Zlz] und p eine
Primzahl, so daf8 p kein Teiler von a,, ist, p | an_1,...,p | ap, aber p* kein Teiler von
ag ist. Dann ist f(x) irreduzibel.

Beweis: Sonst ware
f(SC) = (bmxm + ...+ bo)(ClSL’l + ...+ CO)

und oBdA p | by, p teilt nicht ¢, da ja ag = bycy gilt. Nun sind nicht alle b; durch p
teilbar, denn sonst wére p ein Teiler von a,,. Sei also

bOE...Ebk_1EO(mOdp)v

und p ist kein Teiler von by fiir ein £ < m < n. Dann ist

k
ar =Y _ bick_i = brco Z 0 (mod p),
=0
ein Widerspruch. O
P —1

Wir wenden dieses Kriterium auf das Polynom f(x) = T = A SRR S R |
x‘ J—

an, wo p eine Primzahl ist.
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Wir setzen z =y + 1:

+ 1) -1 1 : _ _
(y ) _ = ]?yz:yp 1y pyp2+...+ p .
Yy Yiza \? 1 p—1

Die Binomialkoeffizienten

QR

sind ganzzahlig, aber der Faktor p kann sich nicht gegen die kleineren Zahlen im Nenner
kiirzen, also sind sie durch p teilbar. Der erste Summand ist nicht durch p teilbar und
der letzte nicht durch p?, also ist f(x) nach dem Satz von Eisenstein irreduzibel.

16.2 Universelle Konstruktionen; abstract nonsens

Der Begriff der Klasse wird nicht definiert; stellen Sie sich eine Ansammlung von Ob-
jekten vor. Wenn M ein Objekt der Klasse C' ist, so schreiben wir M € C.

Definition

Eine Kategorie C' besteht aus einer Klasse Ob(C') von Objekten, wobei zu jedem Paar
A, B € Ob(C) eine Menge Mor(A, B) von Morphismen existiert. Weiter soll zu je drei
Objekten A, B, C' eine Kompositionsabbildung

Mor(B,C) x Mor(A, B) — Mor(A,C)
(f;9) = fog

existieren, so dafl folgende Eigenschaften erfiillt sind:
1. Mor(A,B)N Mor(A',B") =0, wenn A # A" oder B # B’ ist.
2. Zu jedem A € Ob(C) gibt es einen Morphismus ids € Mor(A, A), so daf fiir alle
f € Mor(A,B), g € Mor(B,A) gilt
foids=f, idaog=g.
3. Wenn f € Mor(A,B), g € Mor(B,C), h € Mor(C, D) gilt, so folgt
(hog)of=ho(gof).

Anstelle von f € Mor(A, B) schreiben wir auch einfach f: A — B.

Beispiele fiir Kategorien sind die Kategorie der Vektorrraume iiber einem Korper K mit
den linearen Abbildungen als Morphismen, die Kategorie der Gruppen (der endlichen
Gruppen, der abelschen Gruppen) mit den Gruppenhomomorphismen als Morphismen,
die Kategorie der linken Moduln iiber einem Ring R mit den R-Modulhomomorphismen
als Morphismen sowie die Kategorie der Mengen mit den Abbildungen als Morphismen.
In all diesen Beispielen ist der Morphismus id4 die identische Abbildung.
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Definition

Ein Morphismus f : A — B heif3t Isomorphismus, wenn ein Morphismus g : B — A
mit fog =1dpg, go f = 1d, existiert. Ein Morphismus f heifit Monomorphismus, wenn
aus fog, = fogy folgt g1 = go. Ein Morphismus f heifit Epimorphismus, wenn aus
g10f =gzo [ folgt g1 = g>.

Die Begriffe ,, Monomorphismus“ und ,, Epimorphismus® sind duale Begriffe; sie vertau-
schen sich, wenn man die Pfeilrichtungen vertauscht.

Satz 16.2.1 In den obengenannten Kategorien sind die Monomorphismen genau die
injektiven Abbildungen und Epimorphismen sind genau die surjektiven Abbildungen.

Beweis: (Wir behandeln der Einfachheit halber die Kategorie der Mengen.) Es sei
f Y — Z eine injektive Abbildung, ¢1,9o : X — Y und fg; = fg¢o, dann ist
f(g1(x)) = f(ga2(x)) fiir alle x; wegen der Injektivitéit folgt gi(x) = go(z) fir alle z,
also g1 = gs.

Sei f nicht injektiv, also f(y1) = f(y2) mit y; # y2). Wir wihlen X = {z} und setzen
91(z) = y1, go(x) = yo. Dann ist g1 # go, aber fg1 = fga.

Nun sei f : X — Y surjektiv und ¢1,92 : Y — Z mit ¢, f = ¢gof gegeben. Dann
gilt g1(f(x)) = go(f(2)) fiir alle z. Jedes y € Y hat wegen der Surjektivitét die Form
y = f(x), also gilt g1(y) = g2(y) fiir alle y, also g = gi.

Sei f nicht injektiv, dann gibt es ein y & I'm(f), wir wihlen ein y; # y und setzen

Z =Y, g1 =1idy, g2(y) =y fir v #y, g2(y) = y1. Dann gilt g1 f = gof. O

Satz 16.2.2 Wenn f, g Monomorphismen sind, so ist fog auch ein Monomorphismus.
Wenn f, g Epimorphismen sind, so ist f o g auch ein Epimorphismus. Wenn f o g ein
Monomorphismus ist, so ist g ein Monomorphismus. Wenn f o g ein Epimorphismus
ist, so ist f ein Monomorphismus.

Beweis: Wir beweisen jeweils die Aussagen fiir Monomorphismen, der Rest geschieht
durch Dualisierung.

Sei fogohy; = fogohs, dann ist wegen der Monomorphie von f auch go hy = go hy
und aus der Monomorphie von g folgt hy = hs.

Sei go hy = gohy, dann gilt (fog)ohy = (fog)ohs, also hy = hs. O
Definition

Seien A, B Objekte; ein Produkt von A, B ist ein Tripel (p, f: P — A,g: P — B),
so dafl fiir alle ¢ : C — A, ¢ : €' — B ein eindeutig bestimmter Morphismus

h : C — P existiert, so daBl ¢ = foh, 1 = goh gilt, d.h. das folgende Diagramm ist
kommutativ:
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Satz 16.2.3 Wenn ein Produkt von A, B existiert, dann ist es bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt; man bezeichnet es mit A X B oder AU B.

Beweis: Seien (P, f1,91) und (P, fa, g2) zwei Produkte von A und B. Dann existieren
eindeutig bestimmte hy, ho mit f; = foohy, fo = fiohsund g1 = go0 hy, g2 = g1 0 hs.

Py

g1

h ho

[y

fa g2

A Py B

Es folgt fi = fi ohyohy und g1 = g1 o hy o hy. Wegen der Einzigkeit von h folgt
hs o hy = idp, und analog hy o hy = idp,, also sind P, und P; isomorph. O

Satz 16.2.4 In der Kategorie der Mengen (Gruppen, R-Moduln,...) existiert das Pro-
dukt je zweier Objekte, und zwar ist es das kartesische Produkt zusammen mit den
beiden Projektionen auf die Faktoren.

Beweis:
C
|
¢A x B ¥
s X
A B
Die Abbildung A ist durch h(c) = (¢(c), ¥ (c)) gegeben. O

Wir dualisieren den Begriff des Produkts.
Definition

Seien A, B Objekte; ein Koprodukt von A, B ist ein Tripel (p, f : A — S,g: B — 5),
so daf§ fiir alle ¢ : A — C, ¢ : B — C ein eindeutig bestimmter Morphismus
h:S — C existiert, so dal ¢ = ho f, ¢ = ho g gilt.

Satz 16.2.5 Wenn ein Koprodukt von A, B existiert, dann ist es bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt; man bezeichnet es mit A@® B oder AL B.

Der Beweis ist dual zum obigen. O
Satz 16.2.6 In der Kategorie der Mengen existiert das Koprodukt beliebiger Mengen

A, B, es besteht aus der disjunkten Vereinigung ALl B zusammen mit den beiden Fin-
bettungen von A udn B in AU B.
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Beweis: Die gesuchte Abbildung h : AU B — C' ist durch h(a) = ¢(a), h(b) = ¥ (b)
gegeben. O

Satz 16.2.7 In der Kategorie der R-Moduln existiert das Koprodukt beliebiger Moduln
A, B, es besteht aus der direkten Summe A® B zusammen mit den beiden Einbettungen
von A und B in A® B.

Beweis: Die gesuchte Abbildung h : A@® B — C ist durch h(a + b) = ¢(a) + ¥ (b)
gegeben. O

Definition
Ein Objekt U heift universell, wenn es zu jedem Objekt A genau einen Morphismus
fA U — A glbt

Wir fragen uns nach der Existenz. Offenbar sind alle universellen Objekte einer Kate-
gorie isomorph, falls welche existieren.

In der Kategorie der Mengen ist die leere Menge universell, in der Kategorie der Grup-
pen leistet dies eine einelementige Gruppe, in der Kategorie der R-Moduln ist der
Nullmodul universell.

Wir betrachten nun eine Kategorie, deren Objekte keine Mengen (mit einer algebrai-
schen Struktur) sind:

Sei S eine Menge und R ein Ring. Die Objekte der Kategorie Rg seien Abbildungen
¢ S — M, wobei M ein R-Modul ist. Ein Morphismus von ¢ : § — M in
S — N ist ein R-Modulhomomorphismus f : M — N, so da} das Diagramm

M

S f

A
N

kommutativ wird, d.h. fo¢ = 1.

Ein universelles Objekt der Kategorie Rg ist also eine Abbildung ¢ : S — F in einen
R-Modul F', so dafl zu jeder Abbildung ¢ : S — M in einen R-Modul M ein eindeutig
bestimmter R-Modulhomomorphismus f : F' — M mit kommutativem Diagramm

F

S f

A
AN

M
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existiert. Wir werden gleich sehen, dafl ein derartiges universelles Objekt existiert; der
Modul F' heifit der von S erzeugte freie R-Modul.

Satz 16.2.8 Sei FF = {>r;s; € r; € R, s; € S} die Menge aller formaler Line-
arkombinationen und ¢ : S — F die Finbettung; dies ist ein universelles Objekt in
Rgs.

Beweis: Offenbar ist F' ein R-Modul. Wenn 1 : S — M eine beliebige Abbildung ist,
so ist durch f(Xr;s;) = > rib(s;) ein R-Modulhomomorphismus gegeben und es gilt
foop=1. O
Definition

Ein Objekt O heifit Nullobjekt, wenn es sowohl universell als auch kouniversell ist,
d.h. zu jedem Objekt A gibt es genau einen Morphismus O — A und genau einen
Morphismus A — O.

Ein Morphismus o : A — B heif3t Nullmorphismus, wenn er gleich einem Produkt
A — O — B ist.

Sei f : A — B ein Morphismus; ein Morphismus k£ : K — A heifit Kern von f,
wenn f ok = o ist und wenn es zu jedem g : G — A mit f o g = o einen eindeutig
bestimmten Morphismus h : G — A mit g = k o h gibt.

K—A—B

T/
G

Lemma 16.2.1 Jeder Kern ist ein Monomorphismus.

Seien ¢1,92 : X — K Morphismen mit kg, = kgo. Wir setzen g = kg; : X — A,
dann ist fg = fkg, = o, also existiert ein eindeutig bestimmtes h : X — K mit
g=kh = kg, = kgs, also ist h = g1 = g». O

Lemma 16.2.2 Der Kern eines Monomorphismus ist der Nullmorphismus.

Beweis: Aus fk = o0 = fo und der Monomorphie von f folgt k = o. O

Nun nehmen Sie ein Buch iiber Kategorientheorie und beweisen Sie als Ubungsaufgaben
alle Satze.

16.3 Tensorprodukte

Wir machen eine Vorbemerkung: Sei im folgenden sei stets R ein kommutativer Ring
und M und N seien R-Moduln.

Wir machen eine Vorbemerkung:

Sei f: M — N eine R-lineare Abbildung und U C M ein Untermodul mit f(U) =
{0}. Dann wird durch f eine Abbildung f’': M /U — N induziert, wir setzen f'(m +
U) = f(m), dies ist wohldefiniert, wie man schnell nachrechnet.
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Wir wollen einen neuen R-Modul M ®gr N konstruieren, der von Elementen der Form
m®n, m e M,n € N erzeugt wird, wobei folgende Rechenregeln gelten sollen:

(m+m)@n=men+m' ®n

mn+n)=men+men
(rm) ®n =m® (rn), (re R)

Wir konstruieren diesen Modul folgendermaBen: Sei F/(M x N) der von der Menge
M x N erzeugte freie R-Modul, sei S der Untermodul von F'(M x N), der von allen

Elementen der Form

/’n)

(m+m',n)— (m,n) — (m
(m,n+n') — (m,n) — (m,n’)
(rm,n) — (m,rn)

(m,m' € M, n,n" € N, a € R)

erzeugt wird.

Wir setzen M @ N = F(M x N)/S, die Aquivalenzklasse von (m,n) bezeichnen wir
mit m ® n, dann sind die obigen Rechenregeln erfiillt. Der Modul M ®r N wird das
Tensorprodukt von M und N genannt. Die Elemente von M ® N haben die Gestalt
Yierm; @n;, m; € M, n; € N.

Ein Element der Form m ®n heifit zerfallender Tensor, die zerfallenden Tensoren bilden
ein Erzeugendensystem. Zum Beispiel ist

m1®n1+2m1®n2+2m2®n1+4m2®n2

=m & (n1 + 2712) + 2m2(n1 + 2712) = (m1 + 27712) & (n1 + 2712)
ein zerfallender Tensor.

Definition: Seien M, N, P R-Moduln; eine Abbildung f : M x N — P mit
f(m+m',n) = f(m,n)+ f(m,n')

flm,n+n') = f(m,n) + f(m,n)
frm,n) =rf(m,n) = f(m,rn)
heift R-bilinear.
Beispiel: Die kanonische Abbildung k& : M x N — M ®r N, (m,n) — m ® n, ist

bilinear.

Satz 16.3.1 Sei f : M x N — P eine bilineare Abbildung. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte R-lineare Abbildung g : M @ g N — R, so daf§ das Diagramm
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M x N

k

M ®r N

kommutativ ist. (,Die bilineare Abbildung f induziert die lineare Abbildung g*“.)

Beweis: Wir setzen zunéchst f linear auf F(M x N) fort:

froF(M x N)— P f'(Q_rilma, ) = 3 rif (mi, ny)).

Wir iiberlegen, dafl f'(s) =0 fiir s € S gilt. Sei etwa s = (m +m’) — (m,n) — (m’,n),
dann ist

f'(s) = f(m+m' n)—(m,n)—(m' n)
= film+m') = f(m,n) — f'(m'n)
= f(m+m') = f(m,n) — f(m'n) =0

wegen der Bilinearitit von f. Also Induziert f’ eine lineare Abbildung g : M @ N —
P mit g(m ®n) = g((m,n) +S) = f(m,n) = f(m,n).

Das die Elemente der Form m ® n den R-Modul M ®gr N erzeugen, ist die Abbildung
g eindeutig bestimmt. O

Satz 16.3.2 (Isomorphieeigenschaften) 1. M g N 2 N @ M,
2. (M@RN) RKrRP=M®p (N®RP),
S RpM=2M=M®gR.

Beweis: 1. Die Abbildung
fNxXxM-— M®gN, f(n,m)=m®n,

ist bilinear und induziert eine lineare Abbildung g : N®r M — M ®pr N, diese besitzt
offensichtlich eine Inverse.
2. Wir fixieren ein p € P und betrachten

hpIMXN—>M®R(N®RP),

hp(m,n) =m @ (n @ p),

sie ist bilinear und induziert eine lineare Abbildung
gpM®RN—>M®R(N®RP)
Wir betrachten nun

g(M@RN)XP—>M®R(N®RP),
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(m@mn,p) = me (nep),

diese Abbildung ist bilinear und induziert eine lineare Abbildung
(M®3N>®RP%M®R<N®RP),

die wiederum offensichtlich eine Inverse besitzt.
3. Die Abbildung f : A x M, f(a,m) = am, ist bilinear, usw. O

Seien f: M — P, g: N — @ R-lineare Abbildungen, dann ist die Abbildung
h:MxN— P®rQ

(m,n) = f(m) ®g(n)

bilinear, also wird eine lineare Abbildung
f®g: MRr N — PRrQ
induziert, sie heiflt das Tensorprodukt der Abbildungen f und g.

Lemma 16.3.1

f@gmen) = f(m)®gn)
(f+feg = feg+f g
feg+d) = feg+fed
(af) @g = f®(ag)=af®g
(fa0fi)®@(g20q1) = (fa®g)o(fi®wg) O

Lemma 16.3.2 (M ® M')@r N=M @r N ® M' @ N.

Beweis: Sei P = M & N, wir kénnen die direkte Summe durch idempotente Endomor-
phismen charakterisieren: Wir haben die Projektionen

e1,60: P — P, e; +ey=1id,e;0oe; =5, M =Ime;, M' =Ime,.

Wir tensorieren mit id : N — N, also f; = ¢;®id : PQr N — P ®pr N und erhalten
fiir die f; analoge Relationen. O

Sei nun M = R™ ein freier R-Modul, dann folgt

N™.

M@y N = (é R) ®RN:é<R®RN>g§N

i=1 i=1

Wenn auch noch N = R" frei ist, so folgt

M ®p N = (R™)" = R™.
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Folgerung 16.3.1 Sei K ein Korper und seien V,W K-Vektorrdume, dann gilt dim
VorgW =dim V. -dim W. Seien {vy,...,v,}, {w1,...,wy} Basen vonV bzw. W, dann
ist{v,@w; |i=1,...,n; j=1...,m} eine Basis von V @x W und jedes Element
te Vg W lift sich mit t =3 t;;v; @ w; durch einen ,Tensor® (t;;) beschreiben.

Seien nun f; : Vi, — W7, fo : Vo — Wj lineare Abbildungen, dazu erhalten wir die
lineare Abbildung
H®f: ViV, — W ® W,

wir wollen deren Darstellungsmatrix bestimmen. Dazu wihlen wir Basen {b;} von V7,
{cj} von Vj, {d)} von W1, {e;} von W5 und ordnen die Basiselemente von V; ® V4 bzw.
Wi ® Wy folgendermaflien an:

G:{bl®Cl,...,bn®01,b1®02,...,bn®02,...,b1®Cm,...,bn®cm},

H:{d1®€1,...,dp®€1,d1®€2,...7dp®02,...,d1®€q,...,dp®€q}.
Sei X = App(f1), Y = Acge(f2), dann hat Agy die folgende Block-Gestalt:

(X?/n e Xylm)

Xypr .. Xyp

Diese Matrix heifit das Kroneckerprodukt (oder auch Tensorprodukt) der Matrizen X
und Y.

Wir betrachten die folgende (offenbar lineare) Abbildung
f Ve W — HOH](W, V)?f(” ® l) = fv®17

fv®l(w) = l(w) v.

(W* ist der zu W duale Vektorraum.
Wir zeigen, dafl f ein Isomorphismus ist. Da

dim(Ve@W*) =dimV -dimW* =dimV - dim W = dim Hom(W, V)

ist, geniigt es, die Surjektivitdt nachzuweisen.

Seien B = {b;}, {c¢;} Basen von W bzw. V. Dann bilden die Abbildungen G;; : W —
V' mit g;;(bx) = 9 i1 ¢; eine Basis von Hom(W, V). Sei {b;} die B duale Basis von W*,
dann ist f(c; ® b)) = g,5, folglich ist f surjektiv.

Folgerung 16.3.2
Hom(V, W) = V* @ WO

Wir kehren wieder zu beliebigen Grundringen zuriick.

Satz 16.3.3 Seien U C M, T C N Untermoduln, dann ist

(M/U)®r (N/T) =M g N/(U®r N +M@rT).
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Beweis: Seien f : M — M/U, g : N — N/T die kanonischen Abbildungen, wir
betrachten die Abbildung

f@g:M®@r N — M/U®gN/T
mn—men= f(m)® gn).

Seim € U oder t € T, dann ist f ® g(m ® n) =0, also

f® g|U®RN+M®RT =0,
also wird eine Abbildung

h:M®@N/(U®rN+M@pT)— M/U®gN/T
induziert, wobei m ® n — m ® n. Wir zeigen, dafl die Umkehrabbildung
k:— M/U®@rN/T — M@ N/(URr N+ McerT)
MmN+ —maen

wohldefiniert ist:

(mMFunt+t)=mn+u@n+mOt+udt,
der erste Summand wir auf m ® n, die restlichen auf Null abgebildet.
Folgerung 16.3.3 Seien I und J Ideale von R, dann gilt

R/I@rR/J=A/I+ J)O

Beispicl: Z/2Z ®z Z/3Z = 0,Z/27 ®7 727 = 7./2Z.

16.4 Das Jacobson-Radikal

In diesem Anschnitt bezeichne R stets einen Ring, der nicht notwendigerweise eine
1 besitzen mufl. Dann kénnen wir eine Eins ,adjungieren“: In der additiven Gruppe
R' = Z @ R fiihren wir auf natiirliche Weise eine Multiplikation ein:

(n+7)(m+q) =nm+mr+nqg+rq,

der erste Summand liegt in Z, die anderen in R.

Fiir z € R betrachten wir folgende Abbildung
L(x): R — R, L(z)(y) = ay.

Aus dem Assoziativgesetz x(yz) = (zy)z folgt
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also
L(z) o L(y) = L(xy),
und aus dem Distributivgesetz (z + y)z = zy + xz folgt

L(x +y)(z) = L(z)(2) + L(y)(2) = (L(x) + L(y))(2),

also
L(z +y) = L(z) + L(2),
somit ist L : R — Endg(R) ein Ringhomomorphismus.
Wenn R eine 1 besitzt, so ist End(R) = R, dann entspricht L der identischen Abbildung.

Definition: Ein Element x € R heifit quasi-invertierbar mit dem Quasi-Inversen v,
wenn 1 — x € R! invertierbar mit dem Inversen 1 + y ist.

Bemerkung: Sei 1 —x € R! invertierbar mit einem Inversen m+ z, dann gilt (1—x)(m-+
z) =m —mz+ z—xz =1, also mufl m = 1 sein, d.h. das Inverse hat stets die Form
14+y.

Lemma 16.4.1 Wenn R eine Eins besitzt, dann sind x und L(z) gleichzeig invertier-
bar.

Satz 16.4.1 Fiir x € R st dquivalent:

a) x ist quasi-invertierbar,

b) es gibt einy € R mit y — x = xy = yx,

¢) id — L(z) € EndR ist invertierbar.

Das Quasi-Inverse von x ist in diesem Fall gleich y = (id — L(x)) " (z).

Beweis: a) < b) folgt aus (1 —2)(1+y)=1—2x+y—ay=1.

a) & ¢): 1 —x € R ist genau dann invertierbar, wenn L(1 — x) € R! invertierbar ist.
Es gilt L(1 — z)(n+ 1) = n — nx +r — ar, dies ist gleich 0 genau dann, wenn n = 0
und 7 —zy = 0 ist, also wenn r € Ker(id — L(x), also ist L(1 —z) genau dann bijektiv,
wenn id — L(x) € End(R) bijektiv ist. O

Beispiele: 1. Wann ist « € Z invertierbar? Es muf} also y—x = zy sein, d.h. y(1—z) = z.
Dies ist einerseits fiir = y = 0 der Fall, sonst ist z—1 ein Teiler von z, also z—1 < /x,
hieraus folgt 22 — 1 < 3z und damit z = 2, y = —2.

2. Wenn z nilpotent vom Grade n ist, dann gilt

(I-z)(l+z+a>+ - +a" ") =1,

also ist x quasi-invertierbar.

Wir fixieren ein Element v € R und fithren in R eine neue Multiplikation ein:
rToy=xuUy.

Wenn wir die Abhéngigkeit von u hervorheben wollen, schreiben wir o,,.
Die Ringaxiome fiir die neue Multiplikation Yberpriift man schnell, z.B.

(roy)oz=ruyuz =z o (y+2),
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ro(y+z) =zu(ly+z2) =zuy+ruz=xo0y+xo =2

(Das neutrale Element wire v}, falls dies existiert.)
Wir beweichnen diesen Ring mit R, er heiflt das u-Homotop von R. Die Linksmulti-
plikation in R, bezeichnen wir mit L, : L,(z) = x o y = zuy, also

L,(z) = L(z) L(u) = L(zu).

Folgerung 16.4.1 Fiir x € R sind dquivalent:

a) x ist in R, quasi-invertierbar,

es gibt ein y mit y — xr = xuy = yux,

c¢) id — L(zu) ist invertierbar.

Das Quasi-Inverse von x ist in diesem Fall gleich (id — L(zu))~!(z). O

Wir bezeichnen in folgenden das Quasi-Inverse von z in R, mit g(z, u), falls es existiert,
und setzen B(z,u) = id — L(zu) = id — L,(z).

Satz 16.4.2 (Symmetriesatz) Fir z,y € R sind dquivalent:
a) q(x,u) existiert,

b) q(zu, 1) existiert,

c) q(u, ) ezistiert (d.h. u ist quasi-invertierbar in R,),

d) q(uz, 1) existiert,

e) B(z,u) ist invertierbar,

f) B(u, ) ist invertierbar.

Dann gilt q(z,u) = B(z,u) " (x) und q(u, z) = uq(z, u)u + u.

Beweis: a) < e) folgt aus der Folgerung, b) < e) folgt aus dem obigen Satz.
a) < ¢): Seiw = ¢q(x,u), also w—r = ro,w = ruw = wux, dann setzen wir z = vwu+u
und erhalten

z—u = (uwu+ u) — u = VWU = UTU + UTUWU = U O, (U + UWU) = U Oy Z,
also z —u =wo, z, d.h. z = q(u, x).
Der Rest folgt aus Symmetriegriinden. O

Bemerkung: Seien a,b € R,z € R, dann ist
axb=(m+ad)x(n+b)=---€ R(!).

Satz 16.4.3 (Verschiebungssatz) Seiena,b € R', x,u € R, dann existiert q(axb, u)
genau dann, wenn q(x,bua) existiert, und dann gilt q(axb,u) = aq(x, bua)b.

Beweis: Sei w = ¢(z, bua), also w—zr = wbuaxr = xbuaw, also awb—axb = (awb)u(axb) =
(azb)u(awbd), d.h. es existiert q(azxb,u) = awb.

Wenn umgekehrt g(axb, u) existiert, dann existiert wegen der Symmetrie auch q(u, axb),
wegen des soeben Bewiesenen folgt die Existenz von ¢(bua, x) und wegen der Symmetrie
folgt wieder die Existenz von q(z, bua). O
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Satz 16.4.4 (Additionssatz) FEs existiere q(x,u), dann gilt
B(e,w)Bg(r,u), ) = Blz, u+2)
und q(q(x,u), z) existiert genau dann, wenn q(x,u + 2) existiert; in diesem Fall gilt
q(q(z,u), 2) = q(z,u+ 2).
Beweis: Sei w = ¢q(z,u), also w — x = wur = ruw, daraus folgt ruwz = wz — xz.
Weiter gilt
Bz, u)B(gq(x,u),2) = (id = L(zu))(id — L(zz))

= id— L(zu) — L(wz) + L(zuwz)

= id— L(z(u + 2))

= B(y,u+2z).

B(x,u) ist invertierbar, also ist B(q(x, u), z) genau dann invertierbar, wenn B(x,u+ z)
invertierbar ist, und dann gilt

q(z,u+2) = B(z,u+2)"Y(z) = B(w, 2) ' B(x,u) ! (z) = B(w, 2) ' (w) = q(w, 2).0

Satz 16.4.5 J = {x € R | x ist quasi-invertierbar allen Ringen R,} ist ein Ideal von
R.

Beweis: Seien a,b € R', x € J. Dann existiert ¢(z,u), also existiert auch ¢(z, aub) fiir
jedes u. Durch Verschiebung ehalten wir: ¢(bza, u) existiert fiir alle u, d.h. bzxa € J.

Seien z,y € J, wegen der Symmetrie existieren dann ¢(u,x) und ¢(v,y) fir alle u, v.
Wir setzen speziell v = ¢(u,z), dann existiert q(q(u,z),y) = q(u,z + y) und damit
existiert g(z + y, ) fir alle u, also ist x +y € J. |

Definition: J = Rad(R) heifit das Jacobson-Radikal von R. Wenn Rad(R) = 0 ist, so
heifit R semi-primitiv.

Satz 16.4.6
Rad(R/Rad(R)) = {0}

Beweis: Wir setzen R = R/Rad(R), sei z € Rad(R), also gibt es zu jedem @ € R ein
w € R mit w — ¥ = wux = Tuw, also folgt fiir die Reprréasentanten

w —x —wuzr € Rad(R).
Damit ist B(w —  — zuw, —u) invertierbar und
B(w —z —zuw, —u) = id— L(—wu+ zu — zuwu)
= (id — L(zu))(id + L(wu))
= B(z,u)B(w,u),
also ist auch B(z,u) invertierbar und damit z € Rad(R), folglich z = 0. O

Definition: Ein (Links-, Rechts-) Ideal von R heifit quasi-invertierbar, wenn jedes
Element quasi-invertierbar ist. Es heifit nil, wenn jedes Element nilpotent ist.
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Satz 16.4.7 L sei ein quasi-invertierbares Linksisdeal, dann ist L C Rad(R).

Beweis: Seien x € L, v € R, dann ist ux € L, also existiert q(uz, 1), folglich exisiert
q(z,u) fir alle u, also ist © € Rad(R). |

Folgerung 16.4.2 Jedes nil-Linksideal ist in Rad(R) enthalten.
Folgerung 16.4.3 Rad(R) ist das maximale quasi-invertierbare Linksideal von R.

Beweis: Sei x € Rad(R), wir zeigen, dafl « quasi-invertierbar ist.

Zuniichst existiert q(x, ), also auch ¢(z?%,1), d.h.1 — 2* € R! ist invertierbar. Wegen
1—2? =(1—2)(1+=x)ist auch (1 —2z) € R* invertierbar, also ist = quasi-invertierbar.
O

Folgerung 16.4.4 Rad(R) = {z € R | zu ist quasi-invertierbar fir alle u}.

Der Beweis folgt aus dem Symmetriesatz. O

Bemerkung: Sei [ ein Links- oder Rechtsideal und = € I quasi-invertierbar in R,,, d.h.
q(z,u) und q(u, x) existieren. Dann liegt q(z,u) = xq(u, )z + = ebenfalls in I.

Satz 16.4.8 Sei I C R ein Ideal, dann ist Rad(I) = I N Rad(R).

Beweis: Sei z € I NRad(R), dann ist w = ¢(z,u) € I, dann gilt w — x = wur = Tuw
speziell fiir alle u € I, also ist x € Rad([]).

Sei umgekehrt x € Rad([/), d.h. zu jedem y € I gibt es ein v € I mit v—z = vyz = xYv,
d.h. ¢q(z,y) existiert fiir alle y € I. Folglich existiert ¢(z,uzu) fiir alle u € R, also ist
die folgende Abbildung invertierbar:

B(z,uzu) = id— L(zuzu)
= (id — L(zu))(id + L(zu))
B(z,u)B(x, —u),

damit ist auch B(z,u) invertierbar, d.h. g(z,u) existiert, also ist z € Rad(R). Es folgt

Rad(U) C I N Rad(R). O
Folgerung 16.4.5 Jedes Ideal eines semi-primitiven Rings ist semi-primitiv. O
Satz 16.4.9

Rad(R,) = {z € R | uzu € Rad(R)}
Rad(R) = [ Rad(R,)

ueER

Beweis: 1. Fiir die Homotope von R, gilt (R.), = Rupu, denn z oy, y = zuvuy =
T 0y U Oy Y.

2.
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x € Rad(Ry,) x ist quasi-invertierbar in (R,), fiir alle v

x ist quasi-invertierbar in R, fiir alle v

q(z, uvu) existiert fiir alle v

q(uxu,v) existiert fiir alle v (Verschiebung)

uzu € Rad(R).

3. Rad(R) ist ein Ideal, also gilt uRad(R)u C Rad(R) fiir alle u, also gilt Rad(R) C
Rad(R,) und damit Rad(R) C NRad(R,). Sei umgekehrt = € Rad(R,) fir alle
u, dann existiert g(uxu,y) fir alle u, y € R, also ist die Abbildung B(uzu,x) =
B(u, z)B(u, —x) invertierbar, damit ist auch B(u, z) invertierbar, also ist € Rad(R).
O

teoee

Wir berechnen zum Abschlufl das Radikal eines Matrixrings.

Satz 16.4.10
Rad(M,(R)) = My (Rad(R)).

<_) J . Es existiert ein w mit w —z =

Beweis: Sei # € Rad(R) und M = (

< — 2

wuxr = ruw. Dann gilt
wE;; — $Eij = (wEij) M(ZL‘EU) = (I‘Ez]) M (wEij)v

also zE;; € Rad(M,,,(R)).
Sei umgekehrt X € Rad(M,,,) und u beliebig, dann gibt es zu uE;; ein W mit W —-X =
WuE; X = XuE;;IW. Wir betrachten die Stelle (i, j):

wl-j — xij = wijuxij = ;Uijuwl-j,

also ist z;; € Rad(R). |

Beispiele: 1. Wenn K ein Korper ist, dann ist Rad(K') = {0}, also ist auch Rad(M,,(K)) =

{0}. ‘
2. Rad(K[[z]]) = {> a;a" | ag = 0}.



244 KAPITEL 16. RINGE UND MODULN



Kapitel 17

Halbeinfache Algebren und Moduln

17.1 Grundlagen

ine Algebra ist ein spezielles algebraisches Objekt.

“ ™~ Definition: Sei K ein Korper, A ein K-Vektorraum und gleichzeitig
5‘, //, s ein Ring; vermoge der Abbildung K — A mit k +— k-1 wird K in A

K ) eingebettet, wir identifizieren K mit K - 1. Es gelte

k-a=a-kfiralle k€ K,a € A.

Dann heifit A eine K-Algebra.

Sei M ein linker A-Modul, wegen K C A operiert auch K auf M, d.h. M ist auch ein
K-Vektorraum.

Beispiele:

Klz], K[xy,..., 2], K|xy,...,x,]/] fir ein Ideal I von Klxy,...,z,], M,,(K), die
Menge T,,(K) der oberen Dreiecksmatrizen, die Menge D,, der Diaginalmatrizen, K x
... x K mit komponentenweiser Addition und Multiplikation.

Wir vereinbaren, daf} alle in diesem Abschnitt betrachteten Vektorraume endlichdi-
mensional sind (dann fallen zwei der obigen Beipiele aus dem Rahmen).

Sei dim A = n, dann wihlen wir eine Basis {ey, ..., e, } des Vektorraums A, dann lassen
sich die Produkte e;e; als Linearkombination der e, darstellen:

eiej = Zaijkek mit a;;, € K.

Die n? Zahlen a;j; heifien die Strukturkonstanten der Algebra (beziiglich der gewéhlten
Basis), durch sie ist die Multiplikation in A eindeutig bestimmt:

Z T;€; * Z yje; = Z TiYji k€.

245
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Die Strukturkonstanten sind zur Konstruktion einer Algebra nicht willkiirlich wahlbar,
denn die Multiplikation soll assoziativ sein, also muf gelten:

(eiej)el = Zafz‘jkekel = Z QijkAklmCm,;

e;(eje) = ez Aj1kCr = Z 51k AikemCm;s
i

dafiir ist notwendig und hinreichend, dafl

Zaijkaklm = Zajlkaikm fir alle 4, 7,1, m.

Eine Menge S heifit Halbgruppe, wenn eine Multiplikation - : S x .S — S gegeben ist,
die das Assoziativgesetz erfiillt und fiir die es ein neutrales Element 1 gibt.

Sei S eine endliche Halbgruppe, wir ordnen ihr die folgende ,, Halbgruppenalgebra® K*
zu. Wir setzen
K¥={f:S— K}

und definieren Addition, K-Multiplikation und Ringmultiplikation wie folgt:
(f1 + f2)(8) = fa(s) + fa(s),
(k- f)(s) = k- f(s),
(fi- f2)(s) = 32 filr) - fo(1),

rt=s
Es ist nicht schwierig nachzurechnen, dafi K eine K-Algebra der Dimension | S | ist.

Definition: Sei A ein Ring und M ein linker A-Modul, M heifit einfach, wenn M
keine echten Untermoduln besitzt. Ein Linksideal L C A heifit minimal, wenn {0} das
einzige echt in L enthaltene Linksideal ist. Ein Linksideal L heifit maximal, wenn A
das einzige L echt enthaltende Linksideal ist.

Satz 17.1.1 1. Jedes minimale Linksideal ist ein einfacher A-Modul.
2. Fir jedes mazimale Linksideal L C A ist A/L ein einfacher A-Modul.

3. Jeder einfache A-Modul ist isomorph zu A/ L fiir ein geeignetes mazximales Linksideal
LCA.

Beweis: Die beiden ersten Aussagen sind trivial, wir beweisen nur die dritte: Sei M
einfach und 0 # m € M, dann ist {0} # Am C M ein Untermodul, also Am = M.
Wir betrachten den folgenden Modulhomomorphismus

f:A—= M, a— am,

dieser ist offenbar surjektiv und L = Ker(f) ist ein Linksideal von A. Nach dem
Homomorphiesatz gilt A/L = M und wegen der Einfachheit von M mufl L maximal
sein. O

Beispiele:
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Sei A = K, die einfachen K-Moduln sind 1-dimensionale Vektorrdume, also isomorph
zu K, K besitzt das minimale Ideal K und das maximale Ideal {0}.

Wir betrachten die Matrixalgebra A = Ma(K) und deren Unterrsiume, wir bezeichen
mit <: 8) die Menge aller Matrizen, deren zweite Spalte Null ist. Die Menge (: 8>

ist ein minimales und ein maximales Linksideal von A, der Vektorraum K? = (:) der
Spaltenvektoren ist ein einfacher A-Modul.

Der Original-Bewies des folgenden Satzes ist etwa eine Druckseite lang.

Lemma 17.1.1 (Schur) 1. Sei M ein einfacher A-Modul und f : M — M eine A-
lineare Abbildung, dann ist f ein Isomorphismus oder f = 0.

2. Sei A eine C-Algebra, M ein einfacher A-Modul und f : M — M eine A-lineare
Abbildung, dann gilt f = z -idy fiir ein z € C.

Beweis: 1. Ker(f), Im(f) € M sind Untermoduln, also miissen sie gleich {0} oder
gleich M sein.

2. Sei z € C ein Eigenwert der linearen Abbildung f, dann ist f — z - idy; kein Isomor-
phismus, also f — 2z -id = 0. O

Eine A-lineare Abbildung eines A-Moduls M in sich nennt man einen A-Endomorphis-
mus, die Menge aller A-Endomorphismen von M wird mit End4 (M) bezeichnet. Mit
der Nacheinanderausfithrung von Endomorphismen als Multiplikation wird End 4 (M)
eine K-Algebra.

Folgerung 17.1.1 Sei A eine C-Algebra und M ein einfacher A-Modul. Dann gilt
EndA(M) =~ C.

Beweis: Wir ordnen dem Endomorphismus f seinen Eigenwert zu. O

Definition: Eine K-Algebra A heifit einfache Algebra, wenn A genau zwei Ideale
besitzt, ndmlich {0} und A.

Beispiele:

1. Ein Korper K ist eine einfache K-Algebra.

2. Sei R ein kommutativer Ring ohne echte Ideale. Sei 0 # r € R, dann ist das von r
erzeugte Ideal 7R # {0}, also rR = R > 1, also gibt es ein s € R mit rs = 1. Jedes
von Null verschiedene Element von R besitzt ein Inverses, also ist R ein Korper.

3. Wir wollen nachweisen, dafl die Matrixalgebra A = M,,,,(K) eine einfache K-Algebra
ist. Sei also {0} # I C A ein Ideal. Dann mu8 fiir jede Matrix M = (m;;) € I und alle
Matrizen X,Y € A auch das Produkt XMY in I liegen. Mit E;; bezeichnen wir die
Matrix, die nur an der Stelle (4, j) eine 1 und sonst Nullen enthélt. Sei m;; # 0, dann
gilt .

mij

(Eh‘MEjl + EQZ'MEJ‘Q + ...+ EmMEjn) — E S I,

also I = A.

Satz 17.1.2 (Wedderburn) Jede (endlichdimensionale) einfache C-Algebra A ist
isomorph zu einer Matrizalgebra M, (C).
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Beweis: Sei L C A ein minimales Linksideal. Zum Element z € L betrachten wir die
Abbildung
f$:L_)L7 fx(l):ll‘7

sie ist A-linear, denn
folaly + 1) = (aly + lp)r = alyv + lr = af. (L) + fo(l2).

Also gilt f, € Enda(L) = C, also f, = z, - id mit z, € C. Sei nun a € A beliebig, wir
betrachten die Abbildung
go: L — L, gu(l) = al.

Die Abbildung g, ist offenbar C-linear. Es gilt

91 =1da, Gatb = Ga + b, Jab = Ya - Gb,

also ist

g:A— Endg(L), g(a) = g,

ein Ringhomomorphismus, es ist g # 0, somit ist Ker(g) # A ein Ideal von A, also
Ker(g) = {0}, somit ist g injektiv. Wir wollen noch beweisen, dafl ¢ surjektiv ist.
Die Menge L - A ist ein Ideal von A, also gilt L - A = A, also

9(A) = g(LA) = g(L) - g(A).

Wir zeigen nun, daf8 g(L) € End (L) ein Linksideal ist.

Sei also h € Endpy(L) und x,1 € L. Dann gilt ho g/(z) = h(lx) = h(f.(l)) = h(z: - 1) =
2 - h(l) = feoh(l) = h(l) -z = gnpy(x), also ho g = gnqy € g(L). Folglich ist
Endp (L) - g(L) = g(L) und wegen 1 € g(A) gilt End (L) - g(A) = Endgp(L).

Nun folgt g(A) = g(L) - g(A) = End (L) - g(L) - g(4) = Endy(L) - g(4) = End (L),
also ist g surjektiv, d.h. A= Endg(L).

Wenn nun dimgy(L) = n ist, so ist Endp (L) = M, (C). O

Definition: Sei A eine beliebige K-Algebra, ein A-Modul M heifit halbeinfach, wenn
M =DM, ®...® M, eine direkte Summe einfacher A-Moduln ist.

Satz 17.1.3 Sei M ein halbeinfacher A-Modul und U C M ein Untermodul. Dann
gibt es einen halbeinfachen Untermodul V-C M mit U &V = M.

Beweis: Sei M = @,c; M; mit einfachen Moduln M;. Wir wéhlen eine maximale Teil-
menge J C I, so dafl die Summe U + @,c; M; direkt ist. Dann ist

jeJ

andernfalls wéare
M; 0 (U + P M;) C M;, also
jeJ
M; N (U + @ M;) = {0},

jeT
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daB heiit, die Menge J wire nicht maximal. Damit gilt
M=@ M =U+P M,
j€d
und V' = @;c; M; ist ein halbeinfacher A-Modul. i

Wir kénnen auch die Umkehrung beweisen:

Satz 17.1.4 Sei M ein A-Modul, dimy (M) < oo, jeder Untermodul von M sei ein
direkter Summand. Dann ist M halbeinfach.

Beweis: Wir wihlen einen minimalen Untermodul M; C M, dieser ist ein einfacher
Modul und es gilt
M =M, @ Uy

fiir einen Untermodul U;. Sei My C U; ein minimaler (also einfacher) Untermodul,
damm ist My N My = {0}, also ist deren Summe direkt und es gibt einen Untermodul
Us mit M = My & My @ Us, usw.

Nach endlich vielen Schritten haben wir M in einfache Untermoduln zerlegt. O

Satz 17.1.5 Untermoduln und Faktormoduln halbeinfacher Moduln sind halbeinfach.

Beweis: Sei M halbeinfach und U C M ein Untermodul. Dann existiert ein halbein-
facher Modul VC M mit U & V = M, und zu V existiert ein halbeinfacher Modul
W CMmitV &W = M. Nun ist

M/V=UeaV))VUZVaoW)/V=W,
also ist U halbeinfach, und
M/U=V
ist ebenfalls halbeinfach. O

Satz 17.1.6 Set M = My, @ ... ® M, mit einfachen Untermoduln M; und U C M sei
ein weiterer einfacher Untermodul. Es gelte U = M; firi =1,...,r und M; 2 U fiir
g>r. Dann qilt U C M, @ ... D M,.

Beweis: Es sei p; : M — M; die Projektion; fiir v € U gilt dann

u="> pi(u)

mit p;(u) € M;. Die Einschrankung p; | U : U — M, ist A-linear, wenn also p;(u) # 0
ist, so ist p; | U ein Isomorphismus zwischen U und M;, also p; | U = 0fiirj > r. O
Wir betrachten nun eine spezielle Klasse von K-Algebren, die sich als direkte Summen
von Linksidealen darstellen lassen. Dazu erweitern wir unsere Kenntnisse iiber Modul-

homomorphismen. Die Menge aller A-linearen Abbildungen f : M — N zwischen zwei
R-Moduln bezeichnen wir mit Hom (M, N).

Lemma 17.1.2 Homu(A, M) = M.
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Beweis: Sei f: A — M eine A-lineare Abbildung, dann gilt
f(r)=f(r-1)=rf(1) fir alle r € A,
also ist f durch f(1) eindeutig bestimmt. |
Folgerung 17.1.2 End4(A) = A. O
Wir hatten frither gesehen, daf zu direkten Zerlegungen
M=M@®&...M,

Endomorphismen py, ..., p, € End(M) gehéren, fiir die p; o p; = p;d;; galt (man nennt
solche Elemente ,,orthogonale Idempotente®) und es galt M; = p;(M).

Wenn wir nun eine Zerlegung einer Algebra A = L1®.. .6 L, in Linksideale vornehmen,
so entspricht dem die Existenz orthogonaler Idempotenter e; in Endgz(R) = R und es

Definition: Eine K-Algebra A heifit halbeinfach, wenn A = L, ®...® L,, eine direkte
Summe minimaler Linksideale ist.

Eine Algebra ist also genau dann halbeinfach, wenn sie als linker Modul iiber sich
selbst halbeinfach ist. Wir zeigen, dafl dies keine besondere Bevorzugung der linken
Seite bedeutet.

Satz 17.1.7 FEine Algebra A ist genau dann eine direkte Summe minimaler Linksidea-
le, wenn sie eine direkte Summe minimaler Rechtsideale ist.

Beweis: Sei A = @ L; = @ Ae; mit e;e; = e;0;; und Y e; = 1 eine Zerlegung von A in
eine direkte Summe minimaler Linksideale. Dann ist

A:@GZA

eine direkte Zerlegung in Rechtsideale. Wir zeigen, dafl diese minimal sind.

Sei a € e;Ae; C e;A, also a = e;ze; fiir ein z, dann ist e;a = elve; = e;ze; = a,
also aA C e;A. Analog gilt Aa C Ae;, also Aa = Ae;. Wir betrachten die Abbildung
f: Ae; — Aa mit f(ze;) = xe;a = xa, dies ist ein Homomorphismus linker A-
Moduln, also ein Isomorphismus. Weiter sei A = Aa @& U, wir definieren g : A — A
durch g(za +u) = f~!(xa) = we;, dies ist ein Homomorphismus linker A-Moduln, also
g(y) =y -g(1), wir setzen g(1) = b. Dann ist ¢; = g(b) = a - b, also e; € aA C ¢; A, also
aA = ¢;A. O

Die Moduln halbeinfacher Algebren sind besonders einfach:

Satz 17.1.8 Sei M ein (endlich erzeugter) Modul iiber der halbeinfachen Algebra A.
Dann ist M halbeinfach.

Beweis: Es gibt einen freien A-Modul F', so dafl M = F/U mit U C F gilt. Mit A ist
auch F' halbeinfach, also auch dessen Faktormudul M. O
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Satz 17.1.9 Jeder einfache Modul einer halbeinfachen Algebra A ist isomorph zu ei-
nem minimalen Linksideal von A.

Beweis: Sei M ein einfacher A-Modul, dann gilt M = A/L fiir ein maximales Linksideal
L. Es gibt ein Linksideal H C A mit A = L @& H und da L maximal ist, kann H nur
minimal sein. Nun gilt aber M =2 A/L = H. O

Wie sehen eigentlich die zweiseitigen Ideale einer halbeinfachen Algebra aus?

Satz 17.1.10 Sei A = ®L; eine halbeinfache Algebra, die L; seien minimale Links-
ideale und Ly = ... = L, und Ly 2 L; firt > r. Dann ist I = L1 ® ... @ L, ein
minimales zweiseitiges Ideal von A.

Beweis: Sei a € A; zu i < r betrachten wir die Abbildung f, : L; — A mit f,(I) = la,
die Abbildung f, ist A-linear, also ist Im(f,) = {0} oder Im(f,) = L;. Folglich ist
Im(f,) =LiaC L1 ®...® L,, also ist I ein zweiseitiges Ideal.

Wir zeigen noch: jedes in I enthaltene minimale Linksideal (etwa L;) erzeugt I als
Ideal.

Sei p; : A — L; die Projektion und f : Ly — L; ein A-Isomorphismus. Wir betrachten
fopi:A— Lj esist fopi(a) =afopi(l) fir a € A. Sei l € Ly, dann gilt p, (1) =1,
also fopi(l) = f(l) =1f opi(1), alsoist L; = f(L1) = Ly - fopi(1) C L1 A, also ist [
ein minimales Ideal. O

Folgerung 17.1.3 Sei A eine halbeinfache Algebra, dann ist A eine direkte Summe
minimaler Ideale: A = I1®. . .1, jedes I; ist eine direkte Summe paarweise isomorpher
minimaler Linksideale. O

Satz 17.1.11 Sei A=1, & ... ® I, mit minimalen Idealen I;. Dann gilt I; - I; = {0}
fiir 1 # j und jedes I; ist eine einfache Algebra.

Beweis: Firi # j gilt I, - I; C ;N 1; = {0}. Sei 1 = ey + ...+ e, mit e; € I;, dann ist
e; das neutrale Element von I;. Sei J C I; ein Ideal von I, also I1JI; = J, dann ist
AJA=ALJLA=1JI, =J,da Al, = A = I ist. Also ist J ein Ideal von A, also
J ={0} oder J = 1. O

Sei nun G = {g1, ..., gn} eine endliche Gruppe. Mit
KG = {Zrigi | € K}

bezeichnen wir die Menge aller formaler Linearkombinationen der Elemente der Gruppe
G, dies ist ein n-dimensionaler Vektorraum. Wir fithren eine Multiplikation ein, die
durch die Multiplikation in G induziert wird:

O rig) (O si95) = > risi(9i9;),

diese erfiillt offenbar das Assoziativgesetz, die Korperelemente kommutieren mit allen
Elementen und das Einselement von G ist das neutrale Element. Die Menge K G ist
also eine K-Algebra, sie heifit die Gruppenalgebra der Gruppe G.
Wir bemerken, dafi KG isomorph zu Halbgruppenalgebra K¢ ist.
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Satz 17.1.12 (Maschke) Wenn die Zahl | G| in K invertierbar ist, so ist KG eine
halbeinfache Algebra.

Beweis: Wir zeigen viel mehr: Jeder Untermodul eines KG-Moduls ist ein direkter
Summand.

Sei M ein KG-Modul und U C M ein Untermodul. Speziell ist U ein Unterraum von
M und es gibt einen Unterrraum V' von M mit M = U @V, also gibt es eine K-lineare
Abbildung p : M — M mit p?> = p und p(M) = U, nimlich die Projektion auf U. Wir
konstruieren nun eine K G-lineare Abbildung:

1
q(z) = el > g7 'p(gix) fiir x € M.

Zunéchst gilt Im(q) C Im(p), wenn u € U ist, so gilt

1 B 1 B
q(u) = Gl > g7 plgiu) = q = el > g tgiu=u,

denn wegen g;u € U ist p(g;u) = giu, also gilt Im(gq) = Im(p). Sei nun h € G, dann ist
1
h~tq(hx) = al > h7tg 'p(giha) = q(2),

denn mit g; durchlauft auch g;h die Gruppe G, d.h.

q(hx) = hq(z),

also ist ¢ ein KG-Homomorphismus. SchliefSlich ist

goqlz) = q<|—§;| S g (o)) = ﬁ S gl 0 plgin),

1
wegen p(g;x) € U ist dies gleich m Zg;lp(gix) = q(x), also ist ¢ idempotent und
damit M = Im(q) ® Ker(q), somit ist U ein direkter Summand von M. O

Berechnung

Ein Rechtsideal R in einer halbeinfachen Algebra A ist ein direkter Summand, also
ist R = eA fiir ein idempotentes Element e € R. Wir wollen ein solches Element
berechnen:

Es sei xq,...,z, eine K-Basis von A und a,j; seien die zugehorigen Strukturkonstanten.
Weiter sei ¢y, . . ., ¢ eine K-Basis von R, etwa c; = Y, kjz;. Wir suchen ein Idempotent
e =) ;ec; € R, dies ist dann ein linkes Einselement in R, also gilt e - ¢; = ¢; fiir alle

j, d.h.

e-cj = Z Z eikyxy - cj = Z Z e;kixy Z KimTm = Z Z eiki Z Eim Z AlmpTyp
i1 i1 m i1 m P

=6 = Z kjpTp,
P
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durch Koeffizientenvergleich ergibt sich ein lineares Gleichungssystem mit kn Gleichun-
gen fiir die Unbekannten e;, ..., eg.

Beispiel:

1 2
Die Matrix | 4 5 erzeugt in M3 ein 6-dimensionales Rechtsideal. Ein entspre-
7 8

© O W

1 0 0
chendes Idempotent ist [ 0 1 0 |.Es wurde mit der folgenden Methode berechnet:
-1 2 0
/** die Spalten von K erzeugen das Rechtsideal R = (c_1,...,c_k);

gesucht ist ein Idempotent e = \sum e_i c_i mit R = eA;
die letzte Spalte des Ergebnisses ist eine spezielle Losung */
public static QM idpt(QA a, QM K)
{

int i, j, k =K.n, 1, m, n = a.dim, p, z = 0; Q g;

QM b = new QM(k*n, k+1), h;

for (j = 1; j <= k; j++)

for (p = 1; p <= n; p++)

{
z++; // aktuelle Zeile
for (i = 1; i <= k; i++)
{
g = new Q(0);
for (1 = 1; 1 <= n; 1++)
{
h = new QM(n, 1);
for (m = 1; m <= n; m++)
h.mat[1][1] =
Q.add(h.mat[1]1[1], Q.mult(K.mat[m][j], a.st[1][m][pl));
g = Q.add(g, Q.mult(K.mat([1][i], h.mat[1][1]));
}
b.mat[z] [i] = g;
}
b.mat [z] [k+1] = K.mat[p] [j];
+

QM. GAUSS(b) ;
return e = QM.loesung(b);

3

public static void probe_idpt()

{
int d, i, j, k, n; QA a = vMatrix(3); k =1; n = a.dim;
QL e = new Q[n+1];
for (i = 1; i <= n; i++) e[i] = new Q(i);



254 KAPITEL 17. HALBEINFACHE ALGEBREN UND MODULN

QM s = rechtsIdeal(a, e); d = s.n; // Dim des Rechtsideals
QM b = idpt(a, s);
QM v = new QM(4d, 1);

for (i =1; i <=d; i++) v.mat[i]l[1] = b.mat[i]l[b.n];
QM.write(v); QM p = QM.mult(s, v); QM.write(p);

17.2 Darstellungen endlicher Gruppen

In diesem Abschnitt werden wir uns mit den Elementen der Darstellungstheorie beschéf-
tigen. Das Ziel kann grob so umrissen werden, daf3 ,,abstrakte” Gruppen als , konkrete*
Gruppen von Matrizen beschrieben werden sollen.

Definition: Sei G eine Gruppe und V' ein Vektorraum iiber dem Koérper K, dann heifit
ein Gruppenhomomorphismus

p:G— GL(V)
eine Darstellung von G in V; ein Gruppenhomomorphismus
R:G — GL(n,K)

heifit Matrixdarstellung von G iiber K vom Grade n.

Fiir eine Darstellung p von G gilt also fiir g,h € G : p(gh) = p(g) o p(h) sowie
plg~") = plg)~", p(1) =id.
Sei nun ¢ : V——W ein Isomorphismus von Vektorrdumen und p eine Darstellung von

G, dann haben wir also Automorphismen p(g) : V' — V. Wir konstruieren nun eine
neue Darstellung p' : G — GL(W) wie folgt: p'(g) : W — W sei durch

p(g) =top(g)ot™

gegeben, d.h. wir haben ein kommutatives Diagramm

(9)

)

vV —= Vv
tl lt
w 1)y

und es gilt p'(gh) = tp(g)t ttp(h)t™' = p'(g)p'(h), also ist p’ eine Darstellung von G in
w.

Definition: Zwei Darstellungen p : G — GL(V), p' : G — GL(W) heiflen dquiva-
lent, wenn ein Isomorphismus ¢ : V——W existiert, so dafl

p(g) =top(g)ot " fiiralle g € G
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gilt.

Zu einer Darstellung p von G erhalten wir eine Matrixdarstellung, indem wir eine Basis
B in V wihlen und jedem Element g € G die Darstellungsmatrix des Automorphismus
p(g) zuordnen:

R(9) = Agr(p(9)).

Wenn B’ eine andere Basis und X die Basiswechselmatrix ist, so erhalten wir eine
neue Matrixdarstellung R’ die aber wegen R'(g) = X 'R(g)X fiir alle g € G zu R
dquivalent ist.

Beispiele:

1.p1: G— GL(K) = K*, p1(g) = 1 heiit 1-Darstellung von G.

2. X sei eine Menge, auf der die Gruppe G operiere, d.h. es gibt eine Abbildung
GxX — X, (9,2) — g-x mit (gh)xr = g(hz), lx =z. Dannist V={f: X — K}
ein Vektorraum und die Abbildung p: G — GL(V) mit

(p(g)(N))(z) = fg~'x)

ist eine Darstellung, denn

(p(gh)()(@) = F(h~ g~ x) = (p(R)(f)) (g~ z) = p(g)(r(R)(f))(x).

3.5 1 G ={1=gq1,92,---,9n}, V= L(by,...,b,) ein n-dimensionaler Vektorraum, wir
setzen

p(g:)(bj) = b, falls gig; = gm

ist. Wegen ¢,G = G ist p(g;) invertierbar, daf§ p ein Homomorphismus ist, rechnet man
leicht nach. Diese Darstellung heifit die reguldre Darstellung von G .

4. Sei K4y = {1, g, h, gh} die Kleinsche Vierergruppe. Sei R ihre reguldre Matrixdarstel-
lung, dann haben wir

R(g)(b1) = by, dag-1=g
R(g)(ba) = by, dag®=1
R(g)(b3) = by,
R(g)(bs) = bs.
also
01 0 0
1 0 0 O
Ra)=1g o 0 1
0 0 1 0

und analog fiir die anderen Elemente.
5.5ei G = C'—n = (a), a" = 1 die zyklische Gruppe der Ordnung n, fiir deren regulére
Darstellung gilt

pla)(b;)) = by, i=1,...,n—1
pla)(bn) = b
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also
0 0 1
1 0
R(a) =
0 ... 10

6. Sei wieder G = C,, und A € GL(V) mit A" = E, wir setzen p(a’) = A, dies ist
eine Darstellung. Wenn speziell z € C eine n-te Einheitswurzel ist, so erhalten wir mit

p(a’) = 2" eine Darstellung vom Grad 1. Wenn z;, . . ., z,, n-te Einheitswurzeln sind, so
ist durch
z, 0 ... 0
T(a) =
0 ce. Zm

eine Darstellung vom Grad m gegeeben.
7. Wenn m = n und die z; paarweise verschieden sind, so sind die Darstellungen unter

5. und 6. dquivalent: Sei
Z1 A

P I
1 ... 1

die Vandermondsche Determinante, dann gilt
R(A)TS =8ST(A).

8.85ei G C S, eine Untergruppe, p € G eine Permutation von {1,...,n} und {z1,...,2,}
eine Basis von V. Wir definieren p(p)(x;) = xp(), dies ist eine Darstellung von G.

Zum Beispiel kann die Kleinsche Vierergruppe als Gruppe von Permutationen darge-
stellt werden:

Ky={1= (1), g = (12)(34), h = (3)(24), gh = (14)(23)}.

Dann ist
01 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 01 0 0 1 0 0 O

eine zu K, isomorphe Matrixgruppe.

Als nAchstes wollen wir uns einen Uberblick iiber alle 1-dimensionalen komplexen
Darstellung einer Gruppe verschaffen. Dies sind also Homomorphismen p : G — C*
in die multiplikative Gruppe des Korpers C.

Ein Gruppenelement der Form g~ 'h~'gh wird als Kommutator bezeichnet. In einer
kommutativen Gruppe sind alle Kommutatoren gleich 1. Die von allen Kommutatoren
erzeugte sogenannte Kommutatorgruppe

G ={g'h'gh|g,heq)
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stellt also ein Maf fiir die Abweichung von der Kommutativitéit dar.
Da C* kommuativ ist, gilt G’ C Ker(p), also wird ein Homomorphismus

5:G/G — T

induziert; p ist durch p eindeutig bestimmt: p(g) = p(gG’).
Da die Gruppe G/G' abelsch ist, miissen nur die eindimensionalen Darstellungen abel-
scher Gruppen behandelt werden. Nach dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen
ist

G=Z/pP7 x - Z]ppm 7,

m
wir wahlen Erzeugende ag,...,a, mit a?il = 1 und p}-te Einheitswurzeln z;, dann
liefert p(a;) = z; eine 1-dimensionale Darstellung.

Satz 17.2.1 G sei eine abelsche Gruppe der Ordnung pi* - --prm, dann gibt es genau
|G| verschiedene 1-dimensionale Darstellungen von G iber C.

Beweis: Jede Darstellung ist durch die Bilder der Erzeugenden eindeutig bestimmt, es
gibt p;" verschiedene p;'-te Einheitswurzeln, insgesamt also pi* - - - pm = |G| Wahlmog-
lichkeiten. O

Folgerung 17.2.1 FEine endliche Gruppe G besitzt genau |G /G'| verschiedene 1-dimensionale
Darstellung diber C.

Seien nun p;, ps Darstellungen von G in Vi, V5, dann kénnen wir die Darstellung
pr®p2=p:G— GL(V; ®V3)
mit
p(g)(v1 +v2) = p1(g)(v1) + p2(g)(v2)

betrachten, sie heifit die direkte Summe der Darstellungen pq, ps.
Analog definiert man die direkte Summe von Matrixdarstellungen:

nono = (0 4l

Das Tensorprodukt
P ®py=p:G— GL(V1 ®V3)
mit
P ® pa(g) = pr(g) © pa(9)
ist ebenfalls eine Darstellung, die entsprechenden Darstellungsmatrizen sind die Kron-

eckerprodukte der gehabten Darstellungsmatrizen.

Wenn wieder p : G — GL(V) eine Darstellung und KG die Gruppenalgebra ist, so
wird V' durch (3 a;9;) - v := > a; p(g;)(v) ein linker KG-Modul. Umgekehrt: Wenn V
ein KG-Modul ist, so definiert p(g)(v) = g - v eine Darstellung von G in V. Wenn
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wir KG als linken Modul iiber sich selbst auffassen, so entspricht dem die regulére
Darstellung von G.

Definition: Sei p : G — GL(V) eine Darstellung. Ein Unterraum U C V heifit
p-invariant, wenn p(g)(U) C U fir alle ¢ € G gilt. (In diesem Fall ist U ein KG-
Untermodul von V.) Die Darstellung p heifit irreduzibel, wenn es aufler {0} und V'
keine invarianten Unterrdume gibt, sonst reduzibel. (Der KG-Modul V ist im ersten
Fall einfach, sonst nicht.)

Aus dem Satz von Maschke folgt:

Folgerung 17.2.2 Jede endlichdimensionale Darstellung ist eine direkte Summe irre-
duzibler Darstellungen. O

Der folgende Satz erlaubt schon einmal eine Zerlegung eine Darstellung in eine direk-
te Summe von Unterdarstellungen, denn idempotenten Endomorphismen entsprechen
direkte Summanden:

Satz 17.2.2 Fir jede Darstellung p: G — GL(V') ist
1
p:FZP(g)i‘/—’V
|G|
ein idempotenter Endomorphismus.

Beweis: Fiir h € G ist

p(h)op= p(h) o p(g) p(hg) =
61 200k = 7 2
also |G|
op==> plh > p=
|G| oec |G| =6
Die Vertréglichkeit mit der K G-Operation zeigt man analog. O

Das Lemma von Schur liest sich im Darstellungszusammenhang folgendermafen:

Satz 17.2.3 1. Seien p; : G — GL(V;), 1 = 1, 2 irreduzible Darstellungen und
f Vi — Vy eine lineare Abbildung mit f o p1(g) = p2(g) o f fiir alle g € G, dann ist
f =0 oder f ist ein Isomorphismus, d.h. p1 und py sind dquivalent.

2. Wenn Vi = V5 und zusdtzlich K = C ist, so ist f = z - id. O

Mit demselben Trick wie beim Satz von Maschke oder im obigen Satz erhélt man
Vertauschungsrelationen, fiir die man das Schursche Lemma anwenden kann:
Sei h : Vi — V5 beliebig und a € G, wir setzen

ha —sz )hpi(ag™"), (%)

dies ist eine lineare Abbildung und es gilt
pa(whpr(u™') = > paug)hpi(a(ug)™) = ha,
g

also
p1(wha = hapr(w).
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Folgerung 17.2.3 Wenn py, po irreduzibel und nicht dquivalent sind, so ist h, = 0.
Wenn py, pa dquivalent sind, so gibt es ein z, € C mit h, = z,id. Dabei gilt z, =

dilri"v Sp(h).

Beweis: Wir bilden in (*) die Spur. O

17.3 Charaktere

Definition: Sei p : G — GL(V) eine Darstellung, wir konstruieren dazu die Funktion
X : G — K mit x(g) = Sp(p(g)), sie heifit der zu p gehorige Charakter der Gruppe G.
Wenn p eine irreduzible Darstellung ist, so nennt man y einen irreduziblen Charakter.

Beispiel: Sei p die regulédre Darstellung, der entspricht als Modul die Gruppenalgebra.
Wie operiert p(g;) auf {g1 = 1,92,...,9n}7

oy ) 99 # g fir i # 1

pala) = { 4970 P

d.h. p(g1) hat als Darstellungsmatrix die Einheitsmatrix, also x(1) = Sp(p(1)) = n;
fir ¢ # 1 hat die Darstellungsmatrix von p(g;) nur Nullen auf der Diagonalen, also

x(g:) = Sp(p(g1)) = 0.

Satz 17.3.1 1. Die Charaktere zu dquivalenten Darstellungen sind gleich.

2. x(gh) = x(hg) fir g,h € G.

3. Ein Charakter ist konstant auf den Klassen konjugierter Elemente.

4. Seien x; die zu p; gehdrigen Charaktere, dann gehirt zur Darstellung py & ps der
Charakter x1 + xo.

Beweis: 1. Es gilt pi(g) = t 1p2(g)t fiir einen Isomorphismus ¢, also sind die Spuren

von p1(g) und ps(g) gleich.

2. gilt wegen Sp(AB) = SP(BA).

3. x(h™'gh) = Sp(p(h~"gh) = Sp(p(h)~'p(g)p(h)) = Sp(p(9)) = x(9)-

<R1 g 0
0 Rag)

Sp(Ri(g)) + Sp(Ra(9)). =

Satz 17.3.2 Jeder Charakter von G ist eine Summe irreduzibler Charaktere.

4. Die zugehorigen Darstellungsmatrizen sind ), deren Spur ist gleich

Beweis: Jede Darstellung ist eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen. O

Definition: Seien ¢, : G — K beliebige Abbildungen; wir definieren ein Skalarpro-

dukt
- 4l

geG

Satz 17.3.3 Das Skalarprodukt { | ) ist symmetrisch und nicht ausgeartet.
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Bevweis: (6,16) = s Soea 9(0)0(5™) = & Saore o0 (h) = (1, ).
Sei (¢,1) = 0 fur alle Abbildungen 1 : G — K. Fiir ein beliebiges h € G definieren

WIr

(1, g=ht
i) ={y ‘o
dann gilt
1
0= (&, ¢n) = T 0(h),
|G|
also ¢ = 0. O
Beispiel: Es sei x,e, der Charakter zur reguldren Darstellung von G, also
Xreg(9) = { 0  sonst ’
x sei der Charakter zu p : G — GL(V), dann ist
1 _ 1 .
<X7Xreg> - @ Z Xreg(g)X(g 1) = @ |G| X(l) = dlm(V)

geG

Da die Spur des Kroneckerprodukts A @ B zweier Matrizen gleich Sp(A)Sp(B) ist,
gilt entsprechendes fiir den Charakter zum Tensorprodukt: Seien p; : G — GL(V;)
Darstellungen und y; die zugehorigen Charaktere, weiter sei x der Charakter zu p; ® ps,
dann gilt

x(9) = x1(9)x2(9)-

Wir wollen nun eine Darstellung von G' im Hom(V}, V3) konstruieren:
plo) Vi@ Vo — Vi@ Vs,

p(9) = p1(9) " @ pa(g),

fihrt zu

p(g) : Hom(Vy, V3) — Hom(V4, V),

P(9)(f) = pa(g) o f o pi(g)-
Wegen Sp(AT) = Sp(A) gehort zu p der Charakter y mit

X(9) = x2(9)xa(g™").
Zu dieser Darstellung bilden wir den idempotenten Endomorphismus

p= é Xg:p(g) = |—61;| Y (g @p(g),

es gilt
m@z%@zégymmwwzmm»

Nun koénnen wir die niitzlichen Orthogonalitétsrelationen fiir irreduzible Charaktere
beweisen:
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Satz 17.3.4 Seien p; : G — GL(V) irreduzible Darstellungen iber C und x1, x2 die
zugehorigen Charaktere, dann gilt

( ) = {O, wenn py, padquivalent,
X1 X2/ = 1, wenn p1, panicht dquivalent.

Beweis: Wir betrachten die obige Abbildung p, es gilt (x1, x2) = rg(p) = dim(Im(p)).
Sei h € Hom(vy, V3), dann ist (vergleiche die obige Konstrution (*))

p(h) = ﬁ S oalolhor(s™) = éhe o,

falls p; und py nicht dquivalent sind. Wenn aber pq, po dquivalent sind, so sei oBdA
p1 = p2, Vi = Vs, dann ist

1
p(h) = — he = zpid
|G
fiir alle h, d.h. I'm(p) = L(id) ist eindimensional, also (x1, x1) = 1. O

Satz 17.3.5 Sei p: G — GL(V) eine Darstellung mit dem Charakter x, ¢ : G —
GL(U) sei eine irreduzible Darstellung mit dem Charakter 1, dann ist (x, ) gleich der
Anzahl der irreduziblen Summanden von p, die dquivalent zu ¢ sind.

Beweis: Wir zerlegen den K G-Modul V' in einfache Untermoduln und fassen zueinander
isomorphe zusammen:

V= @nz‘/zu

die zugehorige Darstellung ist p = > n;p; mit dem Charakter x = > n;x;. OBdA sei ¥
dquivalent zu p;, dann folgt aus den Orthogonalitéitsrelationen

Wesentlich einfacher als im Satz von Krull-Schmidt erhalten wir die

Folgerung 17.3.1 FEine Zerlegung einer Darstellung in irreduzible Darstellungen ist
bis auf die Reihenfolge der Summanden eindeutig bestimmt.

Beweis: Die Vielfachheiten ergeben sich als Skalarprodukte. O

Folgerung 17.3.2 Seien x1, ..., X% alle irreduziblen Charaktere von G und ny, ..., ng
die Dimensionen der zugehdrigen Darstellungsrdume Vi, dann gilt X,eq = > niX: und

|G| =3n7.

Beweis: n; = <X7"eg7Xi> = dlm(‘/l)v Xreg(]-) = |G| - Zn’lX’L(l) = ana da X(l) =
dim(V). O

Satz 17.3.6 Seien p,p' : G — GL(V;) Darstellungen mit Charakteren x,x’. Die
Darstellungen p, p' sind genau dann dquivalent, wenn x = x’.
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Beweis: Sei p = > n;p;, p) = X l;p; mit irreduziblen p;. Dann folgt aus y = x’ sofort
= <X7XZ> = <X/7Xl> = lZ O
Satz 17.3.7 FEine Darstellung p,p' : G — GL(V;) mit dem Charakter x ist genau

dann irreduzibel, wenn (x, x) = 1 ist.

Beweis: Wenn p irreduzibel ist, so folgt (x, x) aus den Orthogonalitétsrelationen. Sei
umgekehrt p = 3" m;p;, dann gilt (x, x) = > m? = 1 genau dann, wenn ein m; gleich 1
und die restlichen gleich Null sind, also wenn p irreduzibel ist. O

Definition: Eine Abbildung f : G — K heifit Klassenfunktion, wenn f(gh) = f(hg)
fiir alle g, h € G gilt, d.h. f ist auf den Klassen konjugierter Elemente konstant.

Charaktere sind Klassenfunktionen.

Sei f : G — K eine Klassenfunktion und p : G — GL(V) eine irreduzible Darstel-
lung, wir betrachten

=>" (g ")p(g) € End(V).
Es gilt

p(WT(f,p)p(h™") = > f(g~")p(hgh™)
= Y f(hlyg 1h)p(hfﬂfl)
= Y flu!
= T(f,p),

also ist T'(f, p) mit allen p(h) vertauschbar, aus dem Lemma von Schur folgt also

T(f,p) = zspid, 25, € C.
Wir bilden die Spur:
Sp(T(f,p)) = dim(V)z,,

oder
dim (V) 1

y4
[EaTe]

ST(f.) = 1 2 H o™ Ixlo) = (£.0.

also
_ |Gl
zfvp - dlm(V) <f7 X>

Satz 17.3.8 Jede Klassenfunktion ist eine Linearkombination irreduzibler Charaktere.

Beweis: Andernfalls gibt es eine Klassenfunktio f mit (f, x;) fiir alle irreduziblen Cha-
raktere y;, dann ist die obige Konstante zy ,, fiir alle ¢ gleich Null. Also ist T'(f, p;) = 0.
Sei preg = > nip;, dann ist

fpreg anz.fg pz ):anT(f7pz):O

Wir wenden dies auf 1 an und beachten p,.,(g)(1) =g :

S g () =D flg g =

also f(g~') =0, dh. f=0. 0
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Satz 17.3.9 Die irreduziblen Charaktere bilden eine Orthonormalbasis des Vektor-
raums der Klassenfunktionen. O

Folgerung 17.3.3 Die Anzahl der irreduziblen Charaktere ist gleich der Anzahl der
Konjugationsklassen von G.

Beweis: Die Dimension des Raums der Klassenfunktionen ist gleich der Zahl der Kon-
jugationsklassen. O

Satz 17.3.10 Sei G eine abelsche Gruppe, dann ist jede irreduzible Darstellung eindi-
mensional, d.h. jeder irreduzible Charakter x; : G — C* ist ein Homomorphismus.

Beweis: Sei |G| = k, alle Konjugationsklassen sind einelementig, also gibt es & Stiick.
Weiter ist k = |G| = XF  n? alson; =1 fiiri=1,... k. O

Ohne Beweis teilen wir abschlieend mit, daf§ die Dimensionen der irreduziblen Dar-
stellungen Teiler der Gruppenordnung sind.

17.4 Die diskrete Fourier-Transformation

Die Gruppe G sei kommutativ, dann ist KG kommutativ. Wir betrachten den Spezial-
fall K = C. Nach dem Satz von Maschke ist CG eine halbeinfache Algebra, wir haben
gesehen, das halbeinfache Algebren sich als eine direkte Summe einfacher Algebren

darstellen lassen:
CG=AD...DA,,.

Nach dem Satz von Wedderburn ist jede einfache C-Algebra isomorph zu einer Matrix-

algebra:

Fiir n; > 1 ist diese Algebra nichtkommutativ, also miissen alle n; = 1 sein, also
A; = C. Insgesamt erhalten wir

CG=2Cx...x(C.

Es sei C, = {1,9,9%...,9" '} mit ¢" = 1 die zyklische Gruppe mit n Elementen.
Dann ist CC,, isomorph zur Faktoralgebra Clz]/(z" — 1) des Polynomrings C[z]. Die
Multiplikation in C[z]/(2z™—1) ist relativ komplex, wenn das Produkt zweier Polynome
zu berechnen ist, so sind etwa n? Multiplikationen von Kérperelementen durchzufiihren.
Nach den obigen Resultaten ist aber

CC,=2Cx...xC

und die Multiplikation in dieser Algebra geschieht komponentenweise, fiir eine Multipli-
kation von Algebra-Elementen benétigt man also nur n Multiplikationen von Korper-
elementen. Es wire schon, wenn wir den obigen Isomorphismus explizit kennen wiirden.

Dies ist moglich. Wir bestimmen némlich die Idempotenten e; mit A; = CCe;.
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Lemma 17.4.1 Sei G eine kommutative Gruppe und f : G — C\{0} ein Homomor-
phismus von multiplikativen Gruppen, dann ist

‘G|ngzgz€®G

tdempotent.

Beweis:
1

ﬁZf(gzgz |G|ngj |G||G|ngzg]gzg]

e G‘Zf(gi)gz"|G| :mzf(gi)gi":'

Wenn speziell G = C,, =< g > ist, so ist jeder Homomorphismus f : C, — C\{0}
durch f(g) € C bestimmt, wegen ¢” = 1 mufl f(g)” = 1 sein, d.h. f(g) ist eine n-te
Einheitwurzel. Sei also w eine primitive n-te Einheitwurzel, dann gibt es die folgenden
n Homomorphismen f; : C;, — C\{0} mit

filg) = w'.
Also haben wir n Idempotente in der Gruppenalgebra:
= %(1 +wig+ Wi+ oV =0, n— 1.
Also hat der Isomorphismus
F': @CCnei — CC,
beziiglich der Basen {ey,...,e,} und {1,g,...,¢9" '} die Darstellungsmatrix

1

1 1
11 w n—l
1wt L weD?

der (eigentlich interessante) inverse Isomorphismus F' hat die zu dieser inverse Darstel-
lungsmatrix, diese hat die Gestalt

11 o1
1 g . gnfl
1 gnfl €(n71)2

mit £ = w™L.



Kapitel 18

Zerlegung endlichdimensionaler
Algebren

on nun an sei A eine beliebige endlichdimensionale K-Algebra.

Definition: Ein Element a € A heifit nilpotent, wenn ein n € N mit
a" = 0 existiert. Ein Linksideal L C A heifit nilpotent, wenn L" = {0}
fiir ein n € N, d.h. wenn alle Produkte [; ...[, von Elementen aus L
N Null sind.

Beispiele: In Kx]/(z™) ist das von T erzeugte Ideal nilpotent.

In der Algebra <*

0 I) der Dreiecksmatrizen ist das Linksideal <8 8) nilpotent.

Lemma 18.0.2 In einer halbeinfachen Algebra A gibt es keine von {0} verschiedenen
nilpotenten Linksideale.

Beweis: Ein Linksideal L C A ist ein direkter Summand, wird also von einem Idempo-
tent e erzeugt, von dem keine Potenz verschwindet. O

Deshalb traten bisher keine nilpotenten Linksideale auf.

Lemma 18.0.3 Die Summe zweier nilpotenter Linksideale ist nilpotent.

Beweis: Seinen N, L C A Linksideale und N? = L? = {0}. Wir betrachten ein Produkt
von p + q + 1 Faktoren aus N + L:

(n1+10h)... (np+q+1 + lp+q+1)>

wenn dies ausmultipliziert wird, so enthalte ein Summand r Faktoren aus N und p +
¢ + 1 — r Faktoren aus L. Wenn r > p + 1 ist, so liegt er in N?(N + L) = {0}, wenn
r<p+1list,soist p+q+1—r > g, also liegt der Summand in LN + L) = {0}. O

In einer endlichdimensionalen Algebra ist die Summe unendlich vieler Linksideale stets
gleich der Summe von nur endlich vielen dieser Linksideale, denn sonst kénnte man
eine unendliche echt aufsteigende Kette von Linksidealen konstruieren. Somit erhalten
wir den

265
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Satz 18.0.1 Die Summe aller nilpotenter Linksideale von A ist nilpotent. O

Satz 18.0.2 Seia € A, dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
1. Esist aM = {0} fiir alle einfachen linken A-Moduln M.

2. Das Element a liegt im Durchschnitt aller mazimalen Linksideale von A.
3. Fiir alle b € A besitzt 1 — ba ein Inverses.

4. Fir alle b € A ist ba nilpotent.

5. Das Element a liegt in einem nilpotenten Linksideal.

6. Es ist Ma = {0} fir alle einfachen rechten A-Moduln M.

7. Das Element a liegt im Durchschnitt aller maximalen Rechtsideale von A.
8. Fiir alle b € A besitzt 1 — ab ein Inverses.

9. Fiir alle b € A ist ab nilpotent.

10. Das Element a liegt in einem nilpotenten Rechtsideal.

Beweis: Wir zeigen 1 = 2=3=4=5=1und 4 & 9, daraus folgt der Rest.

1 = 2: Sei L ein maximales Linksideal und a ¢ L, dann ist der A-Modul A/L einfach
und a- (1+L)=a+ L#0+ L, alsoist a- (A/L) # {0}, ein Widerspruch.

2 = 3: Wir zeigen zuerst, dal 1 — ba ein Linksinverses besitzt. Das Element ba liegt in
jedem maximalen Linksideal, also liegt 1 — ba in keinem maximalen Linksideal, denn
aus ba € Lund 1—ba € L folgt 1 € L, also L = A. Folglich ist A(1—ba) = A, also gibt
es ein ¢ € A mit ¢(1 —ba) = 1. Aus dem soeben bewiesenen folgt, daf auch 1+ cba = ¢
ein Linksinverses d besitzt: dc = 1, also hat ¢ ein Links- und ein Rechtsinverses, somit
stimmen beide iiberein: d = 1 — ba.

3= 4: Sei L = Aa, es ist

LO>LI*’>L*>...oL"=[L""

und wir nehmen an, das L™ # {0} wére. Sei dann N C L ein Linksideal, das minimal
mit der Eigenschaft L™ - N # {0} ist, also gibt es ein z € N mit L"z # {0}. Wir
betrachten das Linksideal L"z: es ist

L"L"x = L"x # {0},

also L"z = N. Also gibt es ein y € L™ mit yz = x und es gilt y € L = Aa, also y = ba
fiir ein b € A. Folglich besitzt 1 — y ein Inverses c¢. Nun folgt . = 1.2 = ¢(1 — y)z =
c(x — yzx) = 0, ein Widerspruch, also ist das Linksideal Aa nilpotent.

4 = 5: Nach Vorausestzung besteht L = Aa aus nilpotenten Elementen, sei wieder
L™ = L™ =£ {0}, wie oben erhalten wir Elemente 0 # z,y € L mit yx = x, daraus
folgt y"x = x fiir alle n, aber fiir grofles n ist y™ = 0, ein Widerspruch.

5= 1: Sei M ein einfacher A-Modul, dann gilt entweder AaM = {0} oder AaM = M,
denn AaM ist ein Untermodul von M. Im ersten Fall folgt aM = {0}, im zweiten
(Aa)"M = M fir alle n, wegen der Nilpotenz von Aa ist dies ein Widerspruch.

4 < 9: Wenn (ba)™ = 0 ist, so ist ebenfalls (ab)"™! = a(ba)"b = 0. |

Satz 18.0.3 Die Menge J aller Elemente a € A, die den Bedingungen des vorigen
Satzes gentigen, ist ein Ideal von A.
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Beweis: Nach 2. ist J der Durchschnitt aller maximaler Linksideale, also selbst ein
Linksideal, nach 7. ist J auch ein Rechtsideal. O

Dieses Ideal J wird als Jacobson-Radikal bezeichnet.

Folgerung 18.0.1 J ist das eindeutig bestimmte mazximale nilpotente (Links-, Rechts-
) Ideal von A. Wenn A halbeinfach ist, so ist J = {0}. O

Satz 18.0.4 Das Radikal von A/J ist Null.

Beweis: Sei N/J C A/J ein nilpotentes Linksideal, dabeiist J C N C A. Aus (N/J)" =
J/J = {0} folgt N™ C J und aus J™ = {0} folgt N"™ = {0}, also ist N nilpotent, also
N C J, d.h. N/J ist Null. O

Die Umkehrung des folgenden Satzes haben wir oben gesehen.
Satz 18.0.5 Wenn J = {0} ist, so ist A halbeinfach.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dal jedes minimale Linksideal L. C A ein idempotentes
Element enthélt.

Es ist L? C L, also L? = {0} oder L? = L, wobei der erste Fall nicht eintreten kann,
weil es wegen J = {0} keine nilpotenten Linksideale gibt. Also gibt es ein a € L mit
La # {0}, also La = L. Wir betrachten N = {b € L | ba = 0}, dies ist ein Linksideal,
das in L enthalten und von L verschieden ist, also mu8 N = {0} sein, d.h. aus ba = 0
folgt b = 0. Wegen La = L gibt es ein e € L mit ea = a, dann ist auch e?a = a, d.h.
(e2 —e)a =0, also € — e = 0, also ist e idempotent.

Nun zerlegen wir A schrittweise in eine direkte Summe minimaler Linksideale.

Das Linksideal Ae ist nicht Null und in L enthalten, also L = Ae. Sei nun a € A
beliebig, dann ist a = ae + (a — ae), dabei ist der erste Summand ein Element von L
und die Elemente der Form a — ae bilden ein Linksideal N, folglich ist A =L + N.
Sei b € L N N, dann ist einerseits b = bje € L = Ae, also be = bje? = bje = b,
andererseits ist b = by — bye € N, also be = bye — bye? = bye — bye = 0, also ist
LNN = {0}, dh. A =L & N. Nun wihlen wir ein minimales Linksideal, das in N
enthalten ist und spalten es als direkten Summanden ab. Nach endlich vielen Schritten
sind wir fertig. O

Folgerung 18.0.2 A/J ist halbeinfach. O
Satz 18.0.6 Ein A-Modul M ist genau dann halbeinfach, wenn J - M = {0} ist.

Beweis: Sei M = @M, eine direkte Summe einfacher Moduln, dann gilt J - M; = {0}
nach Definition des Radikals.
Sei umgekehrt J - M = {0}, dann wird M wie folgt ein A/.J-Modul:

(a+J)-m=am,

dies ist wegen Jm = {0} wohldefiniert. Also ist M als A/J-Modul halbeinfach, es gibt
einfache A/J-Moduln M; mit M = &M;. Jeder A/J-Modul ist aber auch ein A-Modul,
also ist M halbeinfach als A-Modul. O

Wenn die Algebra A durch ihre Strukturkonstanten gegeben ist, also als Matrixalgebra
dargestellt ist, so kann ihr Radikal J leicht berechnet werden:
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Satz 18.0.7 (Satz von Dickson) Das Radikal der Matrizalgebra A ist gleich
J={X € A|Spur(XY) =0 fir alleY € A}.

Beweis: Sei X € J und Y € A, dann ist XY nilpotent, also sind alle Eigenwerte von
XY gleich 0, also Spur(XY) = 0.

Sei umgekehrt X € A und Spur(XY) = 0 fiir alle Y € A. Sei f(z) = 2" + ;2" ' +
...+a, das charakteristische Polynom von XY und zy, ..., z, dessen Nullstellen. Dann
sind die Eigenwerte von (XY)" die Zahlen z] und die Spur von (XY)" ist die r-te
Potenzsumme s, der z;, also auch gleich 0. Nach den Newtonschen Formeln lassen sich
die Koeffizienten a; aus den Potenzsummen berechnen, also sind alle a; gleich 0, d.h.
f(x) = 2" und nach Hamilton-Cayley ist somit XY nilpotent, also X € J. |

import HUMath.Algebra.*;

/** Algebren */

public class QA

{

/*x Strukturkonstanten */
public QIO 0 st;

/** Dimension */
public int dim;

/** {x | Spur(xy) = O fuer alle y} steht in den Spalten
der Ergebnismatrix*/
public static QM radikal(QA a)
{
int dim = a.dim;
QM am = new QM(dim, dim);
int 1i,j,k,1;
Q aji;
for (j = 1; j <= dim; j++)
for (i = 1; i <= dim; i++)
{
aji = new Q(0);
for (1 = 1; 1 <= dim; 1++)
for (k = 1; k <= dim; k++)
aji = Q.add(aji, Q.mult(a.st[i][k][1], a.st[jl1[1][k]));
am.mat[j][i] = aji;
}
QM. GAUSS (am) ;
QM r = QM.nullraum(am) ;
return r;

}

Da wir iiber A keine weiteren Voraussetzungen machen, kénnen wir nicht erwarten,
daf sich jeder Modul in eine direkte Summe einfacher Untermoduln zerlegen laf3t.
Aber Zerlegungen wird es schon geben.
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Definition: Sei M ein A-Modul. Wenn nichttriviale Untermoduln U,V C M existie-
ren, so daB M = U @ V gilt, so heit M zerlegbar, andernsfalls heit M unzerlegbar.

Satz 18.0.8 Jeder (endlichdimensionale) A-Modul M ist eine direkte Summe unzer-
legbarer Untermoduln.

Beweis: Entweder ist M unzerlegbar oder eine direkte Summe von Untermoduln. Diese
Summanden sind entweder unzerlegbar oder lassen sich in Summen zerlegen. Und so
weiter. 0

Definition: Ein idempotentes Element e € A heift primitiv, wenn es keine orthogo-
nalen Idempotenten s,t mit e = s + t gibt.

Da Idempotente zu direkten Summen fithren, gilt der

Satz 18.0.9 Sei M = ®&M; und e; : M — M sei die Projektion auf M;. Die Moduln
M; sind genau dann unzerlegbar, wenn die e; primitive orthogonale Idempotente in
Enda(M) sind und Y- e; = idyy ist. O

Folgerung 18.0.3 Scien ey, ..., ex € A idempotente Elemente, dann ist dquivalent:
1. A= Ae; & ... ] Aep und die Ae; sind unzerlegbare Linksideale.
2. A=e1AD ... D e A und die e;A sind unzerlegbare Rechtsideale.

3. > e; =1 und die e; sind primitive orthogonale Idempotente. O
. x % o . 1 0 0 0
Beispiel: A = (O *), primitive Idempotente sind e; = (0 O) und ey = (O 1) ,
sie erzeugen die Linksideale Ae; = (3 8) und Aey = (8 I) , letzeres ist nicht

minimal, denn es enthélt das Linksideal (0 ), dieses wiederum ist kein direkter

*
0 0
Summand von A.

Wir werden nun einen Zusammenhang zwischen den Zerlegungen von A/.J in eine direk-
te Summe minimaler Linksideale und von A in eine Summe unzerlegbarer Linksideale
herstellen.

Satz 18.0.10 (Liften von Idempotenten) Seien f; + J € A/J orthogonale Idem-
potente, dann gibt es orthogonale Idempotente e; € A mit e; + J = f; + J.

Beweis: Wir setzen f; = a, dann gilt a®> — a € J. Wir machen einen Ansatz
e=a+ z(l —2a),
wobei z € J sein wird, also a + J = e + J. Dann ist
e? = a® + 2°(1 + 4a® — 4a) + 2ax(1 — 2a),

2 —e=a’+ 22+ 4a*2® — 4ax® + 2ax — 4a’r — a — x + 2ax

= (2* —2)(1 +4(a®* —a)) +a* —a
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und dies ist jedenfalls dann gleich Null, wenn

1 1 1
_ 1 — Z(on— (Y24 (Vs —
v = 50— =) = 3n =G+’ — .,
dabei haben wir zur Abkiirzung n = a? — a gesetzt. Nebenrechnung: i — i =

Nﬁ' Wegen n = a?> — a € J ist n nilpotent und die Potenzreihe bricht ab. Also
haben wir ein Idempotent e; in der Klasse von f; gefunden.
Analog sei ey eine Liftung von fs5. Diese Idempotente sind eventuell nicht orthogonal.
Aber es ist

eres = f1f2 =0 (mod J),

also ejey € J, folglich besitzt 1 — ejeq ein Inverses (ndmlich 1+ ejes + (e1e2)* + .. ),
wir betrachten nun
ey = (1 —eren)es(l —eren) ™t

dann ist €3> = €5 und e} = f, (mod J) , denn e5(1 — ejez) = €9 — €15 = €F — ehejea,
also ist €5 — ey = elejeq — ejey € J. Weiterhin gilt

eres = (e1e9 — e1e9)(1 — 6162)_1 = 0.

Wir setzen nun e} = e}(1 — e;), dann ist e;ef = effe; = 0 und

et = es(1 —er)es(l —ey) =es(es —eres)(1—e) =es(l —e) = er.

Seien nun eq, €9, e3 € A idempotente Elemente und eje; = ese; = 0 und eje3 = eze; =
0. Nun wird e3 zu ef gedndert, so dafl egegfE = ef@ = 0 gilt. Wir rechnen nach, ob
dann noch elef = efel = 0 gilt: Es ist

ef = (1 — ege3)es(1 + egeg + (6263)2 4+ ...+ (Ggeg)k)(l —ey),

also gilt
elegéé = efel = 0.

So kann jede Menge orthogonaler Idempotente von A/J zu A geliftet werden. O

Folgerung 18.0.4 Jede direkte Zerlegung von A/J in unzerlegbare (d.h. minimale)
Linksideale lifit sich zu einer Zerleqgung von A in unzerlegbare Linksideale liften.

Beweis: Sei A/J = @(A/J)(f;+J), wobei die f;+ J primitive othogonale Idempotente
mit > f; + J = 1 4+ J sind. Seien e; orthogonale Liftungen dieser Idempotenten, wir
zeigen, dafl die e; primitiv sind und daf} >~ e; = 1 gilt.

Andernfalls wére e; = p;+¢; mit p;q; = ¢;p; = 0, dann ist aber auch e;+J = p;+J+q;+J
und (p; + J) - (¢ + J) = J im Widerspruch zur Primitivitat der f; + J.

Falls 3" e; # 1 wire, so ist 1 — Y e; ein weiteres Idempotent, aber (1 — Y ¢;) + J =
(1+J)—(1+J)=J,also 1 -3 e; € J, ein Widerspruch. 0

Wir wollen den Zusammenhang zwischen den minimalen Linksidealen von A/J und
deren Liftungen noch genauer untersuchen. Dazu sind einige Hilfsmittel notig.
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Satz 18.0.11 Jedes nichtnilpotente Linksideal L C A enthdlt ein Idempotent.

Beweis: Sei N C L ein Linksideal, das in der Menge der in L enthaltenen nichtnilpo-
tenten Linksidealen minimal ist. Dann ist N2 = N, also gibt es ein « € N mit Na = N,
denn falls Na # N fiir alle a € N giilte, so wire N nilpotent). Folglich ist

Q={neN|na=0}CN

ein echtes Unterideal, also nilpotent. Nun gibt es ein ¢ € N mit ca = a, damit c¢*a = a,
also (¢*—c)a = 0, d.h. ¢ —c € Q und wie vorhin kénnen wir ein idempotentes Element
e =c+ z(1 — 2¢) finden. O

Satz 18.0.12 Fin unzerlegbares Linksideal L C A ist genau dann ein direkter Sum-
mand, wenn L nicht nilpotent ist.

Beweis: Wenn L ein direkter Summand ist, so ist es von der Form L = Ae mit idem-
potentem e, also ist L nicht nilpotent.
Sei umgekehrt L nicht nilpotent, dann enthélt es ein Idempotent e. Nun ist Le das
Bild der Multiplikation von L mit e, deren Kern ist Q) = {l € L | le = 0} und aus der
Idempotenz von e folgt

L=Le® Q,

wegen der Unzerlegbarkeit von L muf} also () = 0 und L = Le sein. Schliellich ist
Le C Ae C L, also ist L = Ae ein direkter Summand.

Satz 18.0.13 FEin nichtnilpotentes Linksideal L ist genau dann unzerlegbar, wenn alle
echt in L enthaltenen Linksideale nilpotent sind.

Beweis: Seien Alle N C L nilpotent, dann kann L nicht die Summe von Untermoduln
sei, es wére sonst selbst nilpotent.

Sei umgekehrt L unzerlegbar und N C L minimal unter den nichtnilpotenten Links-
idealen. N kann nicht Summe von Untermoduln sei (sonst wére es nilpotent), also
ist N unzerlegbar, folglichein direkter Summand von A und damit auch ein direkter
Summand von L. Also mufi N = L gelten, also jeder Untermodul von L ist nilpotent.0O

Satz 18.0.14 Sei L = Ae,e? = e, ein unzerlegbares Linksideal, dann ist Je C Ae das
eindeutig bestimmte mazximale Unterlinksideal, somit ist Ae/Je ein einfacher A-Modul.

Beweis: Jeder Linksmodul N C L ist nilpotent, also N C J N L = Je, also ist Je
maximal in L. O

Wir konnen nun die einfachen Moduln einer Algebra genauer beschreiben:

Satz 18.0.15 Sei A = ©Ae; mit orthogonalen primitiven Idempotenten e;. Sei M ein
einfacher A-Modul, dann gibt es ein i mit M = Ae;/Je;.

1. Beweis: Es iat AM # {0}, also Ae;M # {0} fiir ein ¢, also Ae;m = M fiir ein
m € M. Damit haben wir einen surjektiven Modulhomomorphismus f : Ae; — M mit
f(ae;) = ae;m, dessen Kern ist maximal in Ae;, also gleich Je;.

2. Beweis: M ist einfach, also JM = 0, d.h. M ist ein A/J-Modul und als einfacher
Modul isomorph zu einem minimalen Ideal der halbeinfachen Algebra A/J, etwa zu

Aei/Jei. O
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Lemma 18.0.4 (Fitting) Sei M ein unzerlegbarer A-Modul und f : M — M ein
A-Endomorphismus, dann ist f ein Isomorphismus oder nilpotent.

Beweis: Wir haben eine absteigende Folge
M S f(M) D fA(M)>...D f"(M) = f" (M),
die sich stabilisiert, also ist die Einschrankung
SR M) = frH (M) — f(M)

surjektiv und folglich auch injektiv (alle Vektorraume sind endlichdimensional). Also
gilt f"(M)N Ker(f™) = {0}. Sei nun m € M, dann gilt f*(m) = f?*(b) fiir ein b € M
und

m = f*(b) + (m — f*(b)),

der erste Summand liegt in f™(M), der zweite in Ker(f"), also ist M = f"(M)®
Ker(f") eine direkte Summe, daraus folgt M = f*(M) oder f™ = 0. O

Folgerung 18.0.5 Wenn M ein unzerlegbarer A-Modul ist, so ist dessen Radikal
J(Ends(M)) das eindeutig bestimmte mazimale Ideal (d.h. Enda(M)) ist ein lokaler
Ring). O

Satz 18.0.16 Seien ey, ey € A primitive Idempotente, dann gilt Aei/Jey = Aey/Jes
genau dann, wenn Ae; = Aes.

Beweis: Sei f : Ae;/Je; — Aes/Jes ein Isomorphismus und f(e; + J) = r + J mit
r € Aey. Dann ist 7+ J = f(ey + J) = f(e2 + J) = e1f(es + J) = err + J. Es gilt
Aeyr C Aes und eqr ist nicht nilpotent, also ist Aes = Aeyr, d.h. g : Ae; — Aey mit
g(z) = wr ist ein surjektiver Homomorphismus linker A-Moduln. Analog erhalten wir
einen Homomorphismus h : Aes — Ae; mit h(y) = ys, also ist go h : Ae; — Aey
ein surjektiver Endomorhismus, also nicht nilpotent. Nach dem Lemma von Fitting ist
g o h ein Isomorphismus, also ist A auch ein Isomorphismus.

Wenn umgekehrt h : Ae; — Aes ein Isomorphismus ist, so betrachten wir die Kompo-
sition

Aep — Aey — Aes/Jes,
deren Kern ist gleich Je;. Nach dem Homomorphiesatz folgt Ae;/Je; = Aey/Jes. O

Wir hatten gesehen, dafl sich jeder Modul in eine direkte Summe unzerlegbarer Un-
termoduln zerlegen lafit. Wir stellen uns die Frage, ob dies auf mehrere verschiedene
Weisen moglich sein kann.

Lemma 18.0.5 Sei M ein unzerlegbarar A-Modul und firi=1,...,n seien f; : M —
M A-lineare Abbildungen, so daf8 > f; ein Isomorphismus ist. Dann ist zumindest eines
der f; ein Isomorphismus.

Beweis: Andernfalls sind alle f; nilpotent, liegen also im Radikal von End 4 (M), dort
liegt auch deren Summe, kann also kein Isomorphismus sein. O
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Lemma 18.0.6 Sei f : My & My — Ny @ Ny ein Isomorphismus, es sei f(mq,0) =
(h(my),g(m1)) und h: My — Ny sei ein Isomorphismus, dann ist My = Nj.

Beweis: Sei f(my, my) = (n1,ng), wir setzen
p(mi,ma) = (n1,ny — gh™" (n1)).

Die Abbildung p ist injektiv, denn aus (n1, no—gh~(n;)) = (0, 0) folgt n; = 0 = ny und
aus der Injektivitat von f folgt m; = my = 0. Wegen dim(M; @ My) = dim(N; @ Ns)
ist p auch ein Isomorphismus. Weiter gilt

p(ma, 0) = (h(ma), g(ma) = gh™" (h(m1))) = (h(m1),0),

also M2 = M1 @MQ/Ml @0 2, (M1 @Mg)/h(Ml) ®0= N1 @NQ/Nl P0= NQ. O

Nun koénnen wir zeigen, daf} es keine wesentlich verschiedenen Zerlegungsmaglichkeiten
eines Moduls gibt:

Satz 18.0.17 (Krull/Schmidt/Remak/Wedderburn) Wenn M, & ... & M,, =
N1 ®...® N, und die M; und N; unzerlegbare A-Moduln sind, so ist m = n und bei
geeigneter Numerierung M; = N;.

Beweis: Sei f: M1 & ... M,, — N1 & ... 5 N, ein Isomorphismus, wir verkniipfen
ihn und sein Inverses mit Einbettungen und Projektionen:

g My S Me. oM, LN a...aN, 2N,

he: N S Nyw . aN, IS M e, oM, 2 M,

dann ist

> gehi = pifisgef i =pof D ikaef " i = pui = ddwy

also ist einer der Summanden, etwa g¢ihy, ein Isomorphismus. Also ist g; surjektiv,
weiter ist hjg; nicht nilpotent, also ein Isomorphismus und damit ist g; injektiv, also
M1 = Nl.

Nun ist f(my,0,...,0) = (g1(mq),...), also folgt aus dem obigen Lemma, dafl M,y &
DM, ZENy®...® N, gilt. O
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Kapitel 19

Boolesche Algebren und Boolesche
Funktionen

Definition:

Eine Menge B mit drei Operationen + : B x B — B, - : B x B — B und
. B — B sowie zwei ausgezeichnenten Elementen 0,1 € B heifit Boolesche Algebra,
wenn fiir a, b, c € B folgende Rechenregeln erfiillt sind:

a+(b+c)=(a+b)+c, a-(b-c)=(a-b)-c (Assoziativitit)

a+b=">b+a, a-b="b-a (Kommutativitét)

a+a=a, a-a=a (Idempotenz)

a+(b-c)=(a+b)-(a+c), a-(b+c)=a-b+a-c (Distibutuvitét)

a+ (a-b) =a, a-(a+b)=a (Absorbtion)

0+a=a, 0-a=0
l+a=1, l-a=a
a+a=1, a-a=0.

Manchmal schreibt man anstelle von + auch V oder U und nennt diese Operation
Disjunktion, Vereinigung oder Supremum; fiir - schreibt man dann A oder N und nennt
es Konjunktion, Durchschnitt oder Infimum. Die Operation ~ heiffit Komplementierung
oder Negation.

Das einfachste Beipiel einer Booleschen Algebra ist die Algebra B = {0, 1}, wo sich die
Definition der Rechenoperationen schon aus den obigen Regeln ergibt.

Ein weiteres Beispiel ist die Potenzmenge P(M) = {U | U C M} einer Menge M
mit Durchschnitt und Vereinigung sowie Komplemmentartmengenbildung als Rechen-
operationen, da, wie man oben sieht, fiir die Addition und die Multiplikation genau
dieselben Rechenregeln gelten, ist es egal, ob wir den Durchschnitt als Addition oder
als Multiplikation auffassen.

Wenn B und C' Boolesche Algebren sind, so ist B x C' mit komponentenweise definier-
ten Rechenoperationen ebenfalls eine Boolesche Algebra, insbesondere also auch jede
kartesische Potenz B™ von B.

Von nun an bezeichne B stets eine Boolesche Algebra.

Fiir die Komplementierung gelten die folgenden DeMorganschen Regeln:

275
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Satz 19.0.18 T-y=2+y, 2 +y=2-9.

Beweis: Wenn a das Komplement von z -y bezeichnet, so haben wir a + (z-y) = 1 und
a- (z-y) = 0 nachzuweisen:

(z-y)+@+y)=@@+72+y) - Y+r+y) =1-1=1,
(x-y)-(Z+2)=(x-y-Z)+(x-y-y) =0+0 = 0. Der Beweis der anderen Regel
verlauft analog. O
Die soeben benutze Beweismethode (,,analog®) ist typisch fiir die Arbeit mit Booleschen
Algebren: Man vertauscht die Rechenoperationen miteinander und wendet die analogen
Regeln an; dies nennt man ,, Dualisierung*.

Lemma 19.0.7 (Kiirzungsregel) Fir z,y,z € B gelte (1) -y = x -z und (2)
r+y=2x+z. Dann folgt y = z.

Beweis: Zur ersten Gleichung wird sowohl y als auch z addiert:

(@-y)+y=@+y) Wty =@+y y=y
=(r-2)+y=(r+y) (z+y),
(x-2)+z=(+2)-(z+2)=(r+y)-z2=2
=(x-y)+z=(+2)(y+2)
und die beiden letzten Terme jeder Gleichung stimmen wegen (2) iiberein. O
Wir kénnen in B wie folgt eine Ordnung einfiihren: a < b genau dann, wenn a - b = a

gilt.
Lemma 19.0.8 a < b gdw. a+b=0.

Beweis: b= (a+0b)-b=a-b+b-b=a+b. O

Definition:
Seien a < b € B, dann heifit die Menge {z | a« < z < b} = [a,b] das durch a und b
bestimmte Intervall von B.

Wir bemerken, daf8 [a, b] beziiglich der Addition und Multiplikation abgeschlossen sind.
Wenn wir a als Nullelement und b als Einselement auffassen und die Komplementierung
in [a,b] relativ zu diesen durchfiithrt (was auch immer das heilen mag), so wird [a, b]
wieder eine Boolesche Algebra.

Eine Abbildung zwischen Booleschen Algebren, die mit den jeweiligen drei Rechenope-
rationen vertréaglich ist, heift Homomorphismus Boolescher Algebren. Ein bijektiver
Homomorphismus heifit Isomorphismus.

Nun beweisen wir einen Struktursatz, der eine Ubersicht iiber alle endlichen Boolschen
Algebren ergibt.

Satz 19.0.19 Wenn B eine endliche Boolesche Algebra ist, so gilt B = B" fiir eine
natirliche Zahl n.
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Beweis: Wir fiithren die Induktion iber | B |. Wenn | B |= 2 ist, so ist nichts zu zeigen.
Sei also die Behauptung fiir , kleine“ Boolesche Algebren schon bewiesen.
Wir wéhlen ein Element a € B, a # 0,1. Wir setzen

X,={(a-ba+b)|be B},

dies ist eine Teilmenge von [0, a] x [a, 1].
Weiter sei f : B — X, folgende Abbildung: f(b) = (a - b,a + b). Nach der obigen
Kiirzungsregel ist f injektiv. Wir zeigen die Vertriglichkeit mit den Rechenoperationen:

flb-c)=(a-(b-c),at(b-0)),

fo)-fle)=(a-ba+b)-(a-c,a+c)
=(a-a-b-c,(a+0b)-(a+c))
=(a-b-c,a+(b-c)),
fo+c)=fb)+ f(o)

analog. Beim Komplement miissen wir aufpassen: Wir zeigen zunéchst, daB a - b das
Komplement von a - b in [0, a] ist.

a-b+a-b=a-(b+b)=a-1=aist das groBte Element und (a-b)-(a-b) =a-0=0
ist das kleinste.

Analog: a + b ist das Komplement von a + b in [a,1], da a + b +a +b = 1 und
(a+b)-(a+b)=a+ (b-b) =a+0=a ist das kleinste Element.

Nun folgt f(b) = (a-b,a+b) = (a-b,a+b) = f(b).

Nun ist f auch noch surjektiv, denn fir(x,y) € [0, alz]a, 1] setzen wir b =y - (a + z),
dann ist f(b) = (a-y-(a+z),a+y-(a+z))=(a-y-a+a-y-z,(a+y)lat+a+x));
der erste Term ist Null, der zweite wegen = < a < y gleich z, der dritte Term ist gleich
(a+y)-(a+a+zx)=(a+ty)-1=y.

Also ist f ein Isomorphismus Boolescher Algebren.

Da nun sowohl [0,a] als auch [a, 1] weniger Elemente als B haben, gilt fiir sie die
Induktionsvoraussetzung: [0,a] = B*, [a,1] = B™, also B = B+, O

Die Menge B™ ist isomorph zur Potenzmenge der Menge {1,...,n}, wir ordnen dem
Tupel (i1,...,1,) die Menge der k mit i, # 0 zu. Dies ist mit den Operationen ver-
traglich.

Folgerung 19.0.6 (Stonescher Darstellungssatz) B = P(M) fir eine endliche
Menge M. O

Folgerung 19.0.7 Zwei gleichmdchtige endliche Boolsche Algebren (mit 2™ Elemen-
ten) sind isomoprh (zu B™). O

Wir betrachten nun n-stellige Abbildungen der Form f : B® — B. Wenn f, g zwei
solcher Abbildungen sind, so konnen wir (f-g)(x) = f(z)-g(x), (f+g)(z) = f(x)+g(z)

und (f)(z) = f(z) setzen und es ist nicht schwer nachzuweisen, dafl die Menge F,(B) =
{f : B — B} so eine Boolsche Algebra wird.
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Definition:
Ein Boolsches Polynom in x4, ..., x, ist folgendes:
(1) z1,...,2,,0,1 sind Boolesche Polynome,

(2) wenn p und ¢ Boolesche Polynome sind, so sind auch (p) + (¢), (p) - (¢) und (p)
Boolesche Polynome.

Ein Boolesches Polynom ist also einfach eine Zeichenkette, es gilt x1 + xo # x5 + 1.
Wenn aber f(z,...,x,) ein Boolesches Polynom und B eine Boolesche Algebra ist,
so koénnen wir eine Funktion f*: B® — B durch f*(by,...,b,) = f(b1,...,b,) kon-
struieren, indem wir die b; einfach in f einsetzen und den Wert ausrechnen. Dann gilt
natiirlich (z1 + x9)* = (xe + 21)*.

Definition:
Zwei Boolsche Polynome f, g heiflen dquivalent (f ~ ¢), wenn die zugehorigen Funk-
tionen auf der Algebra B gleich sind.

Zur Vereinfachung fithren wir folgende Schreibweisen ein: 2! = z, 27! = 7.
Satz 19.0.20 Jedes Boolesche Polynom ist dquivalent zu einer ,disjunktiven Normal-
form*

fd<.§L’1,...,I‘n) = Z dllln '.Tzll . 'SL’ZL, d“@n € {0,1}

i1,..ine{0,1}

Jedes Boolesche Polynom ist dquivalent zu einer ,konjunktiven Normalform“
fr(zy, .. x,) = H(k,lln +att a2, ks, € {0, 1)

Beweis: Es ist f*(171,...,1/") = > d; ;1% ... 1%/ und ein Summand ist genau dann
gleich 1, wenn 41 = j1,...,%, = j, und d;, ;, = 1ist, das heif3t, die f; mit verschiedenen
d sind jeweils infdquivalent. Nun ist aber die Anzahl der disjunktiven Normalformen
gleich 22", also gleich der Zahl aller Funktionen B" — B.

Die zweite Aussage ergibt sich durch Dualisierung. O

Folgerung 19.0.8 In der obigen Darstellung ist d;, _;, = f*(1%,..., 1),

Beispiel: f = ((z1 + 22) - #1) + (22 - (x1 + Z2)), dann ist f(0,0) = f(1,0) = 0 und
f(0,1) = f(1,1) = 1, die disjunktive Normalform von f erhalten wir, indem wir in
der Wertetabelle die Stellen aufsuchen, wo der Wert 1 angenommen wird. Wenn hier
ein Argument gleich 0 ist, so ist die entsprechende Variable zu komplementieren, sonst
nicht. Also f ~ Zixe + z129. Dies kann weiter vereinfacht werden: f ~ (T + x3) - 29 =
129 = 29.

Wir {iberlegen nun, wie man eine Darstellung von Polynomen vereinfachen kann.

Definition Es seien p und ¢ Boolesche Polynome; wir sagen, dal p das Polynom g
impliziert, wenn aus p*(by, ..., b,) = 1 folgt, daBl auch ¢*(by,...,b,) = 1 gilt (dabei ist
b, € {0,1}.

Wir bezeichnen ein Polynom als ,,Produkt®, wenn es kein +-Zeichen enthélt.

Das Polynom p heiffit Primimplikant von ¢, wenn gilt

1) p ist ein Produkt,
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2) p impliziert g,
3) kein Teilprodukt von p impliziert gq.

Sei zum Beispiel ¢ = x1x923 + 12223 + T172T3 und p = x129, dann wird ¢ von p
impliziert, denn p* = 1 gilt nur fiir 2y = 23 = 1 und esist ¢* (1, x9, 1) = (v +To+T2)* =
1, aber z.B. z; impliziert ¢ nicht, da ¢*(1, 23, x3) = (2223 + Toxsz + 0)* = (v2 + Tg)z3 =
x3 # 1 ist.

Wir bemerken, dafl ein Produkt genau dann 1 ist, wenn alle nichtkomplementierten
Variablen gleich 1 und alle komplementierten Variablen gleich 0 gesetzt werden.
Alle Summanden einer disjunktiven Normalform sind Implikanten.

Satz 19.0.21 Jedes Polynom ist dquivalent zur Summe seiner Primimplikanten.

Beweis: Seien py, . .., p,, die Primimplikanten von ¢, wir setzen p = p; +...p,,. Sei nun
p*(b1,...,b,) =1, dann gibt es ein p; mit p;(by,...,b,) = 1 und da p; das Polynom ¢
impliziert, gilt auch ¢*(by,...,b,) = 1.

Sei umgekehrt ¢*(by,...,b,) = 1, wir setzen s = 2% - - % mit 4, = 1, falls b, = 1 und
1 = —1 fiir by = 0, dann ist s ein Implikant von ¢g. Wir lassen nun aus dem Term
s alle die z; weg, fiir die ¢*(b1,...,b;_1,b;,...) = 1 ist; das Ergebnis sei 7. Dann gilt:
r impliziert ¢, aber kein Teilwort von r impliziert g, folglich ist r als Primimplikant
gleich eienm der p;, also folgt p*(by,...,b,) =1, d.h. p ~gq. O

Von der disjunktiver Normalform eines Polynoms ausgehend kann man eine Darstellung
als Summe von Primimplikanten erhalten, indem man fiir alle Paare von Summanden,
wo dies moglich ist, die Regel px + px ~ p anwendet.
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