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KAPITEL 1

Gruppentheorie

1. Gruppen und Monoide

Definition 1.1. Sei M eine Menge mit einer Verkniipfung (multiplikativ geschrie-
ben)
MxM— M, (ab)— a-b=ab.
(i) Die Verkniipfung heifit assoziativ, wenn (ab)c = a(bc) fiir alle a,b,c € M
gilt.
(ii) Die Verkniipfung heifit kommutativ, wenn ab = ba fiir alle a,b € M gilt.
(iii) Ein Element e € M heifit neutrales Element, wenn ea = ae = a fir alle
a € M gilt. Schreibt man die Verkniipfung multiplikativ, so bezeichnet
man dieses Element auch als Einselement und schreibt 1. Ein Element
b € M heifit dann inverses Element zu a € M, wenn ba = ab = e gilt. Man

schreibt hierfiir a~!.

Bemerkung 1.2. Sei o’ = e. Fiir n € N,n > 0 und a € M definiert man induktiv
a" = a""la.

Seien aq,...,a, € M. Ist die Verkniipfung assoziativ, so kann man das Produkt
[T, a; unabhingig von der Klammerung definieren (Ubungsaufgabe). Als Konven-
tion setzt man hierbei noch H?zl a; = e.

In 1.1 wurde die Verkniipfung multiplikativ geschrieben. Sie lésst sich auch ad-
ditiv schreiben, also a + b statt ab. Dann schreibt man auch > a; statt [[a;, n-a
statt a”, —a statt a~! fiir das inverse Element zu a und 0 (Nullelement) statt 1 fiir
das neutrale Element.

Lemma 1.3. Sei M eine Menge mit einer Verkniipfung -: M x M — M.
(i) Es kann hochstens ein neutrales Element e bzgl. - geben.
(ii) Existiert ein neutrales Element, dann kann es zu einem Element a € M
hochstens ein inverses Element b € M geben.

Beweis. Zu (i): Ist ¢ € M ein weiteres neutrales Element, dann folgt
e=ce =¢
Zu (ii): Sei b’ ein weiteres inverses Element zu a. Dann folgt
bV =be="Vbab=eb=0.
O

Definition 1.4. Sei GG eine Menge zusammen mit einer Verkniipfung -: GxG — G.

(i) G heifit ein Monoid, wenn - assoziativ ist und G bzgl. - ein neutrales Ele-
ment besitzt. Der Monoid heif3t kommutativ, wenn - kommutativ ist.
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(ii) G heiit eine Gruppe, wenn G ein Monoid ist und jedes Element von G ein
inverses Element besitzt. Die Gruppe heifit kommutativ oder abelsch, wenn
- kommutativ ist.

Man schreibt (G, -) oder G fiir den Monoid bzw. die Gruppe.

Bemerkung 1.5. Im Allgemeinen sind Gruppen und Monoide nicht kommutativ.
Daher muss auf die Reihenfolge der Faktoren in einem Produkt geachtet werden.
Zum Beispiel gilt (ab)™' =b7'a™! und (a7 !)"! = a fiir a,b € G.

In einer Gruppe gilt die Kiirzungsregel, d.h. fiir a # 0 folgt aus ab = ac, dass
b=c. Denn b =a"'(ab) = a ' (ac) = c.
Beispiele 1.6. Ein paar Beispiele:

(i) (N,+), (N,+) und (Z, -) sind kommutative Monoide, aber keine Gruppen.

(i) (Z,4), (Q*,-), (R*,-) und (C*,-) sind abelsche Gruppen.

(iii) Aus der linearen Algebra ist folgende endliche Gruppe bekannt. Sei m € N,
m # 0. Auf Z erkliren wir die Aquivalenzrelation z ~ 2/, wenn z — 2’ durch
m teilbar ist. Man schreibt dann z = 2’ mod m und sagt, dass z kongruent
2" modulo m ist. Die Aquivalenzklasse von z hat die Gestalt Z = z + mZ
und wird auch Restklasse von z genannt. z heiflit ein Reprdisentant dieser
Restklasse. Sei Z/mZ die Menge aller Restklassen. Es gilt

Z/mZ = {r+mZ:rec{0,...,m—1}},

insbesondere ist Z/mZ eine endliche Menge mit m Elementen. Auf Z/mZ
erkldren wir eine Addition durch

T+ =z2+7.
Nun zeigt man, dass diese Verkniipfung wohldefiniert und eine Gruppen-
struktur auf Z/mZ definiert. Wir erhalten, dass (Z/mZ,+) eine abelsche
Gruppe ist (Ubungsaufgabe: Beweise die Behauptungen).
(iv) G = {e,a}, e = neutrales Element, a* = aa = e ist eine abelsche Gruppe
mit zwei Elementen.
(v) Eine Gruppe kann man durch eine Gruppentafel beschreiben:

L b
a a-b
Sei G = {e,a,b,c}. Die Menge G mit
‘ e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

ist eine abelsche Gruppe.
G mit
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ist auch eine abelsche Gruppe.

(vi) Sei X # () ein Menge. Mit S(X) bezeichnen wir die Menge aller bijektiven
Abbildungen von X nach X. Die Menge S(X) zusammen mit der Kompo-
sition von Abbildungen als Verkniipfung ist eine Gruppe. S(X) heifit die
symmetrische Gruppe auf X. Speziell:

S, = S({1,...,n}).

Die Elemente von S(X) heiflen Permutationen. Falls |X| > 3, dann ist

S(X) nicht abelsch. Denn seien:

(a) 1, 19,23 € X,

(b) w1 € S(X) mit pi(z1) = 72, 1(22) = 21, uilxs) = 33, 01(x) =
T sonst,

(¢) w2 € S(X) mit pa(z1) = 22, wa(x2) = T3, W2(¥3) = 71, Po(x) =
T sonst.

Dann gilt:

10 P2 F P20 Q1, etwa 1 0 Yo(T1) = Ty F T3 = Py 0 P1(17).
Sei X endlich und ¢ € S(X), dann kann ¢ wie folgt beschrieben werden:

( 1 i) .. )
p(x1) @(@2) ..
Lemma 1.7. Sei GG eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung -: G x G — G.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) (G,) ist eine Gruppe,
(ii) (G, -) hat ein links-neutrales Element (d.h. es gibt ein e € G mit ea = a
fiir alle a € G) und zu jedem Element a € G existiert ein links-inverses
Element (d.h. fiir alle a € G existiert ein b in G mit ba = e).
(iii) (G, -) hat ein rechts-neutrales Element (d.h. es gibt ein e € G mit ae = a
fir alle @ € G) und zu jedem Element a € G existiert ein rechts-inverses
Element (d.h. fiir alle @ € G existiert ein b in G mit ab = e).

Beweis. Aus (i) folgt direkt (ii) und (iii).

Gelte die Aussage von (ii). Wir zeigen (i) und damit implizit (iii). Sei a € G
beliebig und b € G links-invers zu a. Wir miissen zeigen, dass b rechts-invers und
e rechts-neutral zu a ist. Zu b existiert ein weiteres links-inverses Element ¢ € G.
Dann gilt

ab = e(ab) = (cb)(ab) = ¢(b(ab)) = c((ba)b) = c(eb) = cb = e.
Also ist b auch rechts-invers zu a. Ferner

ae = a(ba) = (ab)a = ea = a,
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Somit ist e rechts-neutral zu a.
Analog folgen aus (iii) die Aussagen von (i) und (ii). O

Satz 1.8. Sei M ein Monoid. Dann ist
M* ={a € M: a besitzt ein Inverses}

eine Gruppe.

Beweis. Da M ein Monoid ist und e € M*, bleibt zu zeigen, dass ab € M* fiir alle
a,be M* gilt.

Sei @’ invers zu a und b’ invers zu b, d.h. aa’ = a’a = b’ = b'b = e, wobei e das
neutrale Element von M ist. Dann gilt

(b'a’)(ab) =V (d'a)b =beb=bb=¢e

(ab)(t'a") = a(bb')a' = aed' = ad' = e
Daher ist b'a’ invers zu ab und es folgt die Behauptung. OJ
Beispiele 1.9. Es gilt:

(i) (N7 +)* = {0}7 (N7 )* = {1}7 (Zv )* = {17 _1}'
(ii) Sei V ein Vektorraum und End (V') der Monoid der linearen Endomorphis-
men mit der Komposition o als Verkniipfung. Dann gilt End(V')* = GL(V).

Definition 1.10. Sei GG ein Monoid.

(i) Eine Teilmenge H von G (H C Q) heifit Untermonoid von G, wenn:
(a) e € H,
(b) Fiir alle a,b € H gilt ab € H.
(ii) Ist G eine Gruppe, so nennt man H C G eine Untergruppe von G, wenn
gilt:
(a) H ist ein Untermonoid,
(b) Fiir alle a € H gilt a™' € H.

Beispiele 1.11. Betrachte:

(i) Sei G eine Gruppe (Monoid). Dann sind {e}, G die trivialen Untergruppen
(Untermonoide) von G.
(ii) Die Teilmenge mZ, der durch m teilbaren ganzen Zahlen, ist eine Unter-
gruppe von Z.
Lemma 1.12. Sei GG eine Gruppe. Eine nichtleere Teilmenge H C G ist genau dann
eine Untergruppe von G, wenn fiir alle a,b € H gilt:

ab™' € H.
Dies ist das sogenannte Untergruppenkriterium.

Beweis. Ist H eine Untergruppe von G, so folgt direkt aus der Definition, dass
ab™! € H fiir alle a,b € H gilt.
Gelte nun das Untergruppenkriterium fiir eine Menge H C . Dann gilt:
(i) Sei a € H # 0 beliebig. Dann ist e = aa™! € H.
(ii) Sei a € H beliebig. Dann ist nach (i) e € H und es gilt a™ ' = ea™! € H.
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(iii) Sei a,b € H. Dann folgt nach (ii), dass b~! € H und somit ab = a(b~1)"! €
H.
Mit Hilfe dieser Aussagen folgt, dass H eine Gruppe, speziell eine Untergruppe von
G, ist. O
Satz 1.13. Sei H C Z eine Untergruppe. Dann existiert ein m € N mit H = mZ.

Beweis. Ist H = {0}, so konnen wir m = 0 wihlen. Sei also H # {0}. Mit z € H
ist auch —z € H, also existieren positive Zahlen in H. Sei m die kleinste positive
Zahl in H. Wir behaupten, dass mZ = H. Es gilt immer mZ C H. Sei nun a € H.
Dividiere a durch m mit Rest, d.h. es existieren zwei Zahlen ¢,7 € Z mit 0 <r <m
und a = gm + r. Wegen r = a — gm € H und der Wahl von m (kleinste positive
Zahl aus H) folgt r = 0, also a = gm. Somit gilt mZ = H. O

Es gibt natiirliche Operationen um aus bekannten Untergruppen bzw. Untermo-
noiden neue zu konstruieren.

Satz 1.14. Sei G eine Gruppe (ein Monoid) und {H,},c; eine Familie von Unter-
gruppen (Untermonoiden). Dann ist
(4

jeJ
eine Untergruppe (Untermonoid) von G.

Beweis. Trivial. H|

2. Homomorphismen

Definition 2.1. Seien (G, ), (G, ) Monoide mit neutralen Elementen eg und
ecr. Eine Abbildung ¢: G — G’ heifit Monoidhomomorphismus, wenn gilt:

(i) pleq) = ec.
(i) p(a-gb) = p(a) ¢ ¢(b) fir alle a,b € G.

Sind G, G" Gruppen, so heifit ¢ auch Gruppenhomomorphismus.

Lemma 2.2. Seien GG, G’ Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — G’ ist genau dann ein
Gruppenhomomorphismus, wenn p(ab) = ¢(a)p(b) fir alle a,b € G gilt.

Beweis. Ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus, so gilt per Definition p(ab) = ¢(a)p(b)
fiir alle a,b € G.
Gelte nun die Bedingung 2.1 (ii). Dann ist

p(ea) = pleaea) = plea)p(ea).
Daraus folgt ¢(eq) = eqr. O

Lemma 2.3. Seien GG, G’ Gruppen und ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus.
Dann gilt p(a™!) = ¢(a)7! fiir alle a € G.

Beweis. Sei a € G. Dann gilt

ecr = plec) = plaa™") = p(a)p(a™).
Daher folgt ¢(a™!) = ¢(a)!. O
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Bezeichnung 2.4. Ein Homomorphismus ¢: G — H von Gruppen oder Monoiden
heif3t

(i) Monomorphismus, wenn ¢ injektiv ist,
(ii) Epimorphismus, wenn ¢ surjektiv ist,
(iii) Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist. Dann schreiben wir G = H.

Ein Homomorphismus ¢: G — G heifit Endomorphismus. FEin bijektiver Endomor-
phismus heifit ein Automorphismus.

Beispiele 2.5. Betrachte:
(i) Sei G ein Monoid und a € G. Die Abbildung

n

o:N— G, n—a

ist ein Monoidhomomorphismus, wenn man N mit der Addition als Ver-
kniipfung als Monoid betrachtet. Ist G eine Gruppe, so folgt analog, dass

p:Z—G, n—a"

ein Gruppenhomomorphismus ist. Hierbei wird

a-...-a (n Faktoren), fallsn >0
a*= (e, falls n =0
(a™h)™, falls n < 0

definiert.

(ii) Sei K ein Korper. Die Menge M(n x n; K) aller n x n-Matrizen mit
der Matrizenmultiplikation als Verkniipfung ist ein Monoid. Die Menge
GL(n; K) € M(n x n; K) der invertierbaren Matrizen ist eine Gruppe.
Dann ist

Det: M(n x n; K) — (K, -) bzw. Det: GL(n; K) — (K™, ")

ein Monoid- bzw. Gruppenhomomorphismus.

(iii) Sei G eine Gruppe oder ein Monoid. Dann ist die Identitit id: G — G,a —
a ein Homomorphismus.

(iv) Sei ¢: G — H ein Isomorphismus von Gruppen oder Monoiden. Dann ist
auch die Umkehrabbildung ¢=': H — G ein Isomorphismus.

(v) Sind ¢: G — H und ¥: H — L Homomorphismen von Gruppen oder
Monoiden. Dann ist die Komposition ¥op: G — L ein Homomorphismus.

(vi) Sei G eine abelsche Gruppe und n € N. Dann ist

p:G— G, awa"

ein Endomorphismus.

Satz 2.6. Seien M, N Monoide und ¢: M — N ein Monoidhomomorphismus. Dann
ist die Einschriankung von ¢ auf M* ein Gruppenhomomorphismus

' M* — N™.
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Beweis. Da nach 1.8 M* und N* Gruppen sind, reicht es zu zeigen, dass fiir a € M*
gilt p(a) € N*. Sei a! das inverse Element zur a. Dann ist (siche 2.3)

en = plen) = p(a”'a) = p(a”)p(a).
Somit folgt aus 1.7, dass p(a) € N*. O

Bezeichnung 2.7. Sei ¢: G — H ein Gruppen- oder Monoidhomomorphismus,
A C G und B C H. Dann heif3t

(i) p(A) ={be€ H: esgibt ein a € A mit p(a) = b} das Bild von A unter .

(i) Im(p) = ¢(G) das Bild von .

(iii) ¢ Y(B) ={a € G: ¢(a) € B} das Urbild von B unter .

(iv) Ker(¢) = ¢ ' (en) ={a € G: p(a) = ey} der Kern von .

Satz 2.8. Es gilt:

(i) Seien ¢: G — H ein Monoidhomomorphismus und A C G, B C H Un-
termonoide. Dann sind p(A) C H und ¢~ !(B) C G Untermonoide. Insbe-
sondere sind Im(y) und Ker(y) Untermonoide.

(ii) Seien ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus und A € G, B C H
Untergruppen. Dann sind ¢(A) € H und ¢ '(B) C G Untergruppen.
Insbesondere sind Im(¢) und Ker(y) Untergruppen.

(iii) Ein Gruppenhomomorphismus ¢: G — H ist genau dann injektiv, wenn

Ker(y) = {ec}-

Beweis. Ubungsaufgabe (Beweise verlaufen analog zu den entsprechenden Beweisen
in der L.A.). O

Satz 2.9. (Cayley) Jede Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe von S(G).
Genauer gilt, dass
¢: G— S(G), a— T,
mit
To: G — G, b— ab
ein Monomorphismus ist und daher gilt G = ¢(G) C S(G).

Beweis. Behauptung:

(l) Teq = ldG
(ii) Sei a,b € G. Dann gilt 7, 0 7, = Typ.

Zu (i): Es gilt 7., (b) = egb = b =idg(b) fiir alle b € G, also 7., = idg.
Zu (ii) Sei ¢ € G. Dann ist

Ta 0 Tp(€) = To(be) = abe = T4(c).
Fiir a € G folgt nun
Ta O Ty-1 = Taq—1 = Tey, = Idg = Ty-1, = Ty—1 O Tq,

d.h. 7,-1 ist die Umkehrabbildung zu 7,. Also ist 7, eine bijektive Abbildung von G
und daher 7, € S(G). Wegen (ii) ist dann ¢ ein Homomorphismus, denn

p(ab) = Ty = T 0T = (a) o p(b).
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SchlieBlich ist ¢ injektiv, da
pla)=idgeom=1dgeab=bVbe G < a=ce¢q
und daher Ker(p) = {eg}. O

3. Zyklische Gruppen und Ordnung
Definition 3.1. Sei G eine Gruppe und S C G eine Teilmenge. (S) sei die kleinste
Untergruppe von G, die S enthélt, d.h.
(i) S C(9),
(ii) Ist H C G eine Untergruppe mit S C H, so folgt (S) C H.
Gilt G = (S), so heifit S ein Erzeugendensystem von G. Ist G = (a), so heifit G
zyklisch.
Satz 3.2. Sei GG eine Gruppe und S C G eine Teilmenge.
(i) (S) existiert. Genauer gilt
(5) = N H
SCHCG, H Untergruppe
(i) (0) = {e}.
(iii) Ist S # 0, so ist
(S)=Aal"---a €G:ay,...,a, € Sund ey,...,e, € {1,-1}}.
Ist insbesondere S = {a}, so folgt (a) = {a*: z € Z}.

Beweis. Zu (1): Sei U = (\gcica, i Untergruppe H - Beachte, dass G eine Gruppe ist
mit S C G. Daher ist U # () eine Untergruppe von G mit S C U. Sei U’ C G
eine weitere Untergruppe von G mit S C U’. Dann folgt per Definition von U, dass
UCU'. Also ist U = (S).

Zu (ii): {e} ist die kleinste Untergruppe von G, die () als Teilmenge enthilt. Die
Behauptung folgt aus (i).

Zu (iii): Sei

U={al'---a;€G:ay,...,a, € Sund gq,...,&, € {1,-1}}.

Dann ist U eine Untergruppe von G mit S C U (nachrechnen). Sei nun H eine
weitere Untergruppe von GG mit S C H. Dann folgt, dass fiir aq,...,a, € S und
€1,...,6 € {1,-1}

aj'---ar € H,

da H eine Gruppe ist. Also ist U C H und daher U = (S). O

Beachte, dass der Beweis analog verlaufen ist zu dem entsprechenden Beweis fiir
Span(A) fiir eine Teilmenge A in einem Vektorraum. Diese Art von Konstruktion
lasst sich auf viele mathematische Objekte anwenden. Aus 3.2 (iii) folgt leicht:

Korollar 3.3. Jede zyklische Gruppe ist abelsch.
Beispiel 3.4. (Z,+) ist eine zyklische Gruppe mit Erzeuger 1.
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Definition 3.5. Sei GG eine Gruppe und a € GG. Wir bezeichnen mit der Ordnung
ord(G) von G die Anzahl der Elemente von G und mit

ord(a) 0, falls a™ # e fiir alle n > 0,
T =
min{0 #n € N: a" = e} sonst.

die Ordnung von dem Element a.
Satz 3.6. Sei G eine Gruppe, a € G und ¢: (Z,+) — G, z +— d”.

(i) ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus.
(ii) Sei ord(a) = oo. Dann sind die Potenzen a*, z € Z paarweise verschieden.
Insbesondere ist die Abbildung

Z—(a), z— ¢(2)

ein Isomorphismus.
iii) Sei ord(a) = n < oo. Fiir 21,29 € Z gilt a® = a* genau dann, wenn
g g
z1 = z5 mod n. Insbesondere ist die Abbildung

ZInZ — {(a), Z+— ¢(z).
ein Isomorphismus.
Beweis. Zu (i): Seien 21, 29 € Z. Dann gilt
p(21 + 29) = a7 = a™a™ = p(21)p(2).

Dabher ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus. Beachte im Folgenden, dass Im(y) = (a).
Sei Ker(yp) C Z. Dann ist Ker(y) eine Untergruppe von Z und hat nach 1.13 die
Gestalt mZ fiir ein m € N.

Zu (ii): Es muss m = 0 gelten, da a* # e fiir z € N mit z # 0. Daher ist
¢ injektiv und die Potenzen a*, z € Z sind paarweise verschieden. Somit ist der
Homomorphismus

Z—(a), 2= ¢(2)

surjektiv und injektiv, also ein Isomorphismus.
Zu (iii): Es muss ord(a) = m geméf der Definition von ord(a) gelten. Dann folgt

a®' =a®” < p(z1) = p(22) & 21 — 20 € Ker(p) =mZ < 2y = 2z mod m.

Definiere nun
P:Z/mZ — {(a), Z— p(z2) =a".

© ist wegen dem bisher bewiesenen wohldefiniert und injektiv. Wegen ¢ ist die
Abbildung ein Gruppenhomomorphismus und trivialerweise surjektiv. Daher ist @
ein Isomorphismus. O

Korollar 3.7. Sei G eine Gruppe und a € GG. Dann gilt:
ord((a)) = ord(a).

Ist G endlich, so folgt insbesondere, dass ord(a) < oco.
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Beweis. Beachte, dass
(a) ={a*: z € Z}
eine zyklische Gruppe ist. Sei ord(a) = oo. Dann folgt aus 3.6 (ii), dass ord({a)) = 0.
Sei nun ord(a) = m < oo. Wegen 3.6 (iii) ist
(a) ={a° a*,...,a™ '}

und a' # o’ fiir i # j und 4,5 € {0,...,m — 1}. Daher gilt auch in diesem Falle
ord({a)) = m = ord(a).

Ist G endlich, so ist auch (a) C G endlich. Daher folgt ord(a) < occ. O

Zyklische Gruppe lassen sich somit vollstdndig charakterisieren.
Satz 3.8. Sei GG eine zyklische Gruppe. Dann gilt:

G Z, falls ord(G) = oo,
| z/mZ, falls ord(G) = m < .

Insbesondere existiert zu jedem m € N eine zyklische Gruppe der Ordnung m.

Beweis. Da G zyklisch ist, ldsst G sich darstellen als G = (a) fiir ein a € G. Aus 3.7
folgt ord(G) = ord(a). Der Satz folgt aus 3.6. O

Beispiele 3.9. Jede endliche zyklische Gruppe ist (bis auf Isomorphie) vom Typ
Z/mZ. Es gibt jedoch hierfiir weitere ,,Modelle*:

(i) Betrachte die Permutationen

B 1 2 ok E+1 kK+2 ... m
Ck_<m—k:+1 m—k+2 ... m 1 2 m—k’)ESm

fir k =1,...,m. BEs gilt (¥ = ¢, und daher ist

<C1>:{Ckk:177m}g8m

eine zyklische Untergruppe der Ordnung m.
(ii) Die Menge der Einheitswurzeln {z € C: 2™ = 1} ist eine Untergruppe von
(C*, ), die von ¢ = cos(2m/m) + isin(27/m) erzeugt wird.
Satz 3.10. Sei G = (a) eine zyklische Gruppe. Dann gilt:

(i) Ist ¢: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus fiir eine Gruppe G’, so sind
Ker(y) und Im(¢p) zyklische Gruppen.
(ii) Jede Untergruppe H C G ist zyklisch. Genauer
(a) Sei ord(G) = oo. Dann hat jede Untergruppe die Gestalt (a"), n >0
und diese Untergruppen sind paarweise verschieden.
(b) Sei ord(G) = m < oo, so gibt es zu jedem Teiler d von m genau eine
Untergruppe der Ordnung d. Diese wird von a”/¢ erzeugt. Es gibt
keine weiteren Untergruppen.

Beweis. Zu (i): Sei ¢: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Sei G = (a) mit
a € G. Dann ist

Im(p) = {p(a)*: z € Z} = (p(a))
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eine zyklische Gruppe. Ker(p) C G ist eine Untergruppe von GG und somit bleibt (ii)
Zu zeigen.
Zu (ii): Sei G = (a) eine zyklische Gruppe und

v: 7 — G, z—a*

der Epimorphismus von 3.6. Sei H C G eine Untergruppe. Dann ist ¢! (H) ist eine
Untergruppe von Z und somit zyklisch nach 1.13, also ¢ ~!(H) = nZ fiir ein n € N.
Da ¢(n) = a", folgt

H = oo™ (H)) = (a")
und H ist auch eine zyklische Gruppe. Ferner ist (a™) fir n € N eine zyklische
Untergruppe von G.

(a) In diesem Falle ist ¢ ein Isomorphismus (siche 3.6 (ii)). Sind H = (a") und
H' = (a™) zyklische Untergruppen von G mit n,n’ € Nund n # n’. Wiren H = H’,
so wiirde

nZ=yp '(H)=¢ '(H)=nZ
folgen, da ¢ injektiv ist. Dies ist ein Widerspruch, also gilt H # H'.

(b) Sei d ein Teiler von m. Das Element a™/? hat Ordnung d, denn (a™/4)? =
a™ = e und (a™)* = akm/1 £ e fiir k =1,...,d — 1, da km/d Z 0 mod m. Somit
ist (a™9) ein Untergruppe der Ordnung d.

Sei H C G eine Untergruppe. Beachte, dass ord(H) < ord(G) = m. Dann ist
0 Y (H) = nZ fiir ein n € N. Es gilt

nZ = o '(H) D Ker(p) = mZ

Somit ist m € nZ und n muss ein Teiler von m sein, d.h. m = dn fiir ein d € N. Da
H = (a™), folgt ord(H) = d mit d|m und n = m/d.

Wir haben gezeigt, dass es hochstens so viele Untergruppen von G gibt, wie m
Teiler hat. Zu jedem Teiler d von m gibt es aber auch eine Untergruppe der Ordnung
d, also existiert zu jedem Teiler d genau eine Untergruppe mit d Elementen. 0J

4. Nebenklassen, Normalteiler und Faktorgruppen

Definition 4.1. Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe und a € G beliebig.

(i) Die Menge aH = {ab: b € H} heifit eine Linksnebenklasse von H in G.
(ii) Die Menge Ha = {ba: b € H} heifit eine Rechtsnebenklasse von H in G.
(iii) Mit G/H bezeichnen wir die Menge der Linksnebenklassen von H in G.
(iv) Mit H \ G bezeichnen wir die Menge der Rechtsnebenklassen von H in G.

Im Folgenden betrachten wir nur Linksnebenklassen. Alle Aussagen gelten jedoch
analog fiir Rechtsnebenklassen.

Lemma 4.2. Sei GG eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Seien a H und bH
Linksnebenklassen von H in . Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) aH = bH,
(ii) aH NOH # 0,
(iii) a € bH,
(iv) b 'a € H.
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Beweis. Gilt (i), so folgt direkt (ii), da H # 0.

Sei nun (ii) gegeben. Dann existiert ein ¢ € aH N bH und ¢ = ahy; = bhsy fiir
hi,hy € H. Dann ist a = bhoh;' € bH und daher gilt (iii).

Aus (iii) folgt dhnlich (iv). Gelte (iv), etwa b~'a = h € H. Dann ist a = bh € bH
und es folgt aH C bH. Mit b'a € H ist auch das inverse Element (b~'a)™! =
a~'b € H. Es folgt analog bH C aH und somit aH = bH. O

Satz 4.3. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe von G. Dann gilt:

(i) Fiir jedes a € G ist die Abbildung p,: H — aH, b — ab bijektiv. Insbe-
sondere sind je zwei Linksnebenklassen gleichméchtig.
(ii) Verschiedene Linksnebenklassen sind paarweise disjunkt.
(iii) G ist die disjunkte Vereinigung der Linksnebenklassen von H in G.

Beweis. Zu (i): p, ist trivialerweise surjektiv. Seien b, 0" € H mit uq(b) = uq (V).
Dann folgt aus ab = ab’ nach kiirzen, dass b = b'. Also ist pu, injektiv und somit
bijektiv. (ii) folgt aus 4.2.

Zu (iii): Jedes a € G ist Element der Linksnebenklasse L = aH. Daher folgt,
dass G = Ureq/aL. Wegen (ii) ist diese Vereinigung disjunkt. O

Definition 4.4. Sei GG eine Gruppe und H C G eine Untergruppe von G. Der Index
|G : H] von H in G ist definiert als die Anzahl der Linksnebenklassen von H in G.

Satz 4.5. (Lagrange) Sei G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe von G.
Dann gilt:

ord(G) =[G : H]ord(H).
Beweis. Seien ay, ..., a, so gewdhlt, dass G/H = {a1H,...,a,H} und a;H # a;H.
Es folgt

G = LTJGZH
i=1

Wegen 4.3 (ii) ist diese Vereinigung disjunkt und somit ord(G) = >_,_, |a;H|. Nach
4.3 (i) gilt |H| = |a;H| = |a;H|. Daher
ord(G) = |a;H| = r|H| =[G : H]ord(H).
i=1

O

Beispiel 4.6. Mit Hilfe der bisherigen Resultate kann man bereits in einigen Fallen
samtliche Untergruppen einer Gruppe bestimmen. Sei G = S3. Diese besteht aus
den Elementen

3

)

q_ (123 (12 3 1
=11 23) 1= \3 1 2/ 27 \2
3
2 )

1 2 3 1 2 3 1
512(1 3 2)’ b2:(3 2 1)> b3:(2
ord(id) = 1, ord(ay) = ord(ay) = 3, ord(b;) = ord(by) = ord(bs) = 2

— DN W DN

Man sieht sofort, dass folgendes gilt:
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und

<CL¢> = {id,al,ag}, 1= 1,2,

(b;) ={id,b,}, j =1,2,3.
Sei H C @ eine beliebige Untergruppe mit H # {e}, G. Aus dem Satz von Lagrange
4.5 folgt ord(H) = 2 oder ord(H) = 3. Gilt ord(H) = 2, so muss H ein Element der
Ordnung 2 enthalten. Daraus folgt, dass H = (b;) fiir ein 4. Ist ord(H) = 3, so folgt
analog, dass H = (a;) fiir ein j.

Es gilt
ar(br) = {a1, b2} # {a1, b3} = (b1)ar.

Dies zeigt, dass im Allgemeinen Links- und Rechtsnebenklassen nicht iibereinstim-
men miissen.

Gruppen von Primzahlordnung lassen mit Hilfe des Satzes von Lagrange voll-
standig charakterisieren.

Korollar 4.7. Sei G eine Gruppe und ord(G) eine Primzahl. Dann ist G zyklisch und
besitzt keine echten Untergruppen, d.h. {e} und G sind die einzigen Untergruppen
von G.

Beweis. Sei ord(G) = p eine Primzahl und H C G eine Untergruppe. Da ord(H)|p,
muss ord(H) = 1 oder ord(H) = p gelten. Dies bedeutet H = {e} oder H = G.
Wihle nun ein @ € G mit a # e. Da {e} # (a) C G eine Untergruppe ist, gilt
G = (a). O

Beispiel 4.8. Dies ist ein erneuter Beweis, dass fiir eine Primzahl p die Gruppe
7./ pZ keine echten Untergruppen besitzt (siehe 3.10). Somit ist auch bewiesen, dass
es neben den zyklischen Gruppen bis auf Isomorphie keine weiteren Gruppe von
Primzahlordnung gibt.

Im Falle von Elementordnungen in endlichen Gruppen liefert der Satz von La-
grange:
Satz 4.9. Sei G eine endliche Gruppe und a € GG. Dann gilt:
(i) ord(a)|ord(G),
(ii) (kleiner Fermatsche Satz) a®d(@) = e.

Beweis. Beachte, dass wegen 3.7 ord(a) < oo gilt. Wegen ord(({a)) = ord(a) folgt (i)
aus 4.5. Es gilt

aord(G) — (aord(a))ord(G)/ord(a) —e

und dies beweist (ii). O

Im Folgenden soll das Problem studiert werden, fiir welche Untergruppen H C G
man eine Gruppenstruktur auf G/H definieren kann. Wir werden die Frage beant-
worten konnen, welche Untergruppen einer Gruppe Kern eines Gruppenhomomor-
phismus sein konnen.

Satz 4.10. Sei p: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus und H = Ker(p). Dann
gilt fiir alle a € G:
aH = Ha.

Die zugehorigen Links- und Rechtsnebenklassen stimmen also iiberein.
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Beweis. Sei b€ H, d. h. p(b) = e. Dann gilt

plaba™") = p(a)p(b)p(a) " = p(a)ep(a) " =e.
Also aba=! € H. Nun folgt
ab = aba"'a € Ha.
Somit aH C Ha. Analog zeigt man Ha C aH und daher folgt

aH = Ha.
O

Definition 4.11. Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe H C G heifit Normalteiler,
wenn aH = Ha fiir alle a € G gilt. Wir schreiben hierfiir H < G.
Beispiel 4.12. Betrachte:
(i) G und {e} sind die trivialen Normalteiler einer Gruppe G.
(i) Ist G eine abelsche Gruppe, dann ist jede Untergruppe H C G ein Nor-
malteiler.
(iii) Wir haben gesehen, dass jeder Kern eines Gruppenhomomorphismus ein
Normalteiler ist. Daher die alternierende Gruppe A, ein Normalteiler in
Sh, da sie Kern der Signum Abbildung sign: S,, — {£1} ist.
(iv) Jede Untergruppe H einer Gruppe G mit Index [G : H| = 2 ist ein Nor-
malteiler (Ubungsaufgabe).
Bemerkung 4.13. Sei GG eine Gruppe und XY C G Mengen. Wir definieren das
Produkt
XY ={ab:ae€ X,beY}.
Ist X = {a}, so schreiben wir hierfiir auch aY (analog fiir Y). Diese Verkniipfung
ist assoziativ und es gelten Rechenregeln wie

(i) aa™'Y =Y =Yaa™",

(i) ...
Lemma 4.14. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann sind folgende
Aussagen aquivalent:

(i) H<«QG,
(ii) aHa™!' = H fiir alle a € G.
(iii) aHa™! C H fiir alle a € G,

Beweis. Sei stets a € G beliebig. (ii) folgt aus (i) wegen
aHa™' = Haa ' = H.
Analog folgt (i) aus (ii) durch
aH = aHa 'a = Ha.
Gilt (ii), so auch (iii). Die umgekehrte Folgerung gilt wegen
H=aa 'Haa ' CaHa ' C H.
Also H = aHa™. O
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Ahnlich wie Untergruppen verhalten sich Normalteiler unter Gruppenhomomor-
phismen.
Satz 4.15. Seien GG,G’' Gruppen und ¢: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus.
Dann gilt:
(i) Ist H' <G, so ist o ' (H') < G.
(i) Ist H <G und ¢ surjektiv, so ist p(H) < G".

Beweis. Wir zeigen:

(i) Beachte, dass ¢~ (H’) eine Untergruppe ist. Seia € Gund b € o~ (H') be-
liebig. Es ist ¢(aba™') = ¢(a)p(b)p(a)™t € H', da H' ein Normalteiler ist.
Es folgt, dass ap ' (H')a™ C = }(H') und daher ap~'(H')a™' = p~'(H').
Also ist ¢~ !'(H') ein Normalteiler von G.

(ii) Seien o’ € G' und V' € p(H) mit i = ¢(b). Die Abbildung ¢ ist sur-
jektiv und es folgt, dass ein a € G existiert mit p(a) = o. Dann ist
a'b'(a)™t = p(a)p(d)p(a)™ = p(aba™') € ¢(H), da H ein Normalteiler
ist und daher aba™' € H gilt. Es folgt, dass a’¢(H)(a')™* C ¢(H) und
somit a’'p(H)(a’')™' = ¢(H). Daraus folgt die Behauptung.

O
Konstruktion 4.16. Sei G eine Gruppe und H < G. Wir erkldren auf G/H eine
Gruppenstruktur. Seien aH,bH € G/H, dann definieren wir aH -bH = abH. Dieses

Produkt ist wohldefiniert. Sei a1H = asH und byH = byH. Dann gilt nach 4.2
aj'ag, by by € H und somit

(albl)_lagbg = bl_lal_lagbg = (bfl(aflag)bl)(bflbg) < H.

Also gilt a1b1H = asboH. G/H ist zusammen mit dieser Abbildung eine Gruppe
(eH = H ist das neutrale Element; a ' H ist das inverse Element zu aH).
Satz 4.17. Sei G eine Gruppe und H < G. Dann gilt:

(i) G/H ist zusammen mit der Verkniipfung
G/H x G/H — G/H, aH x bH +— abH
eine Gruppe. Sie heifit die Faktorgruppe (von G modulo H).
(ii) Die Abbildung
e:G—G/H, a— aH
ist ein Epimorphismus und heifit der kanonische Epimorphismus. Es gilt
Ker(e) = H.
Beweis. Zu (i): Ubungsaufgabe.
Zu (ii): Seien a,b € G. Dann gilt
e(ab) = abH = aHbH = €(a)e(b).
Daher ist € ein Gruppenhomomorphismus, der trivialerweise surjektiv ist. Sei a € H.

Dann ist e(a) = aH = H, also a € Ker(e). Ist umgekehrt a € Ker(e), dann folgt aus
eH =H =¢(aH) =aH, dass a = e 'a € H. Somit H = Ker(¢).
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Beispiel 4.18. Beachte, dass die Elemente der Gruppe G/H Mengen (gerade die
Linksnebenklassen) sind. Wir kennen jedoch schon bereits ein Beispiel: Die Faktor-
gruppen (Z/mZ,+) fir m € N.

Korollar 4.19. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Genau dann ist
H <G, wenn H = Ker(y) fiir einen geeigneten Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Ist H = Ker(y), so haben wir schon gesehen, dass H <G. Wenn umgekehrt
H<G gilt, so ist H = Ker(e), wobei € der kanonische Epimorphismus von G — G/H
ist. 0

Satz 4.20. (Die universelle Eigenschaft der Faktorgruppe) Seien G, G' Gruppen,
H<G und ¢: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus mit H C Ker(p). Dann gibt es
genau einen Gruppenhomomorphismus ¢’: G/H — G’ mit ¢ = ¢'oe, d.h. folgendes
Diagramm ist kommutativ:

G

G/H G"
Es gilt Ker(y') = Ker(y)/H = e(Ker(y)) und Im(¢’) = Im(yp).
Beweis. Eindeutigkeit von ¢': Sei aH € G/H fiir ein a € G. Dann ist

¢'(aH) = ¢' oc(a) = p(a).
und somit folgt die Behauptung
Existenz von ¢': Sei aH € G/H fiir ein a € G. Wir definieren ¢'(aH) = ¢(a).
Als erstes ist zu zeigen, dass ¢’ wohldefiniert ist. Sei aH = bH fiir a,b € G, d.h.
a b€ H. Da H C Ker(p), folgt eqr = p(a™tb) = p(a)Lp(b). Daher p(a) = o(b).
¢ ist ein Gruppenhomomorphismus: Seien aH,bH € G/H fir a,b € G. Dann
gilt

/

o (aHbH) = ¢ (abH) = p(ab) = p(a)p(b) = @' (aH)g (bH).
Sei aH € Ker(¢'). Dann gilt ecv = ¢'(aH) = ¢(a) und es folgt a € Ker(p).
Daher ist Ker(¢') C Ker(y)/H. Sei umgekehrt a € Ker(y). Es folgt, dass ¢'(aH) =
¢(a) = e und somit Ker(¢') D Ker(y)/H. Insgesamt folgt die Behauptung. O

Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Faktorgruppe durch die universelle
Eigenschaft eindeutig bestimmt ist.

Korollar 4.21. (Homomorphiesatz) Seien G, G’ Gruppen und ¢: G — G’ ein Grup-
penhomomorphismus. Dann ist die induzierte Abbildung

¢’ G/Ker(p) — Im(y)
ein Isomorphismus.

Mit Hilfe dieses Resultats, lassen sich dhnliche Aussagen zum Satz von Lagrange
beweisen.

Satz 4.22. Seien GG, G’ endliche Gruppen und ¢: G — G’ ein Gruppenhomomor-
phismus.



5. PRODUKTE 21

(i) Fiir jede Untergruppe H C G gilt
ord(H) = ord(¢(H))ord(H N Ker(y)).
(ii) Sei ¢ surjektiv. Dann gilt fiir jede Untergruppe H C G’
ord(¢~*(H')) = ord(H")ord(Ker(y)).
Beweis. Zu (i): Definiere
o =pu: H — o(H).
¢ ist ein Epimorphismus mit Ker(ypg) = H N Ker(y). Nach dem Homomorphiesatz
ist
p(H) = H/Ker(eo).
Aus dem Satz von Lagrange folgt:
ord(¢(H)) = ord(H/Ker(po)) = [H : Ker(po)]

— ord(H)/ord(Ker(gp)) = ord(H) ford(H N Ker(y))

Zu (ii): Definiere H = ¢ '(H'). Da ¢ surjektiv, folgt H' = o(H). Ferner ist
Ker(yp) C H. Also ist (ii) ein Spezialfall von (i). O

5. Produkte

Satz 5.1. Seien G, H Gruppen (Monoide), dann ist Gx H = {(a,b): a € G, b € H}
mit der Verkniipfung

(a1,b1) - (az,ba) = (arag, bibs)
eine Gruppe (Monoid).

Beweis. Ubungsaufgabe. O
Beispiel 5.2. Betrachte Z /27 x Z/27.. Neben Z /47 ist dies die einzige Gruppe (bis

auf Isomorphie) mit vier Elementen.
Satz 5.3. Seien GG, H Gruppen. Dann gilt
(i) Die Abbildungen
tg: G—GxH, ar (a,eq),

tg: H— G x H, b (eq,b)

sind Monomorphismen. GG, H kénnen daher als Untergruppen von G x H
aufgefasst werden.

(ii) G x {em}, {ec} x H<aG x H.

(iii) Die Abbildungen

me: G X H — G, (a,b) —a

mg: Gx H— H, (a,b) — b

sind Epimorphismen. Es gilt Ker(ng) = {eg} x H, Ker(my) = G x {eg}
und

(GxH)/H=G, (GxH)/G=H.
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Beweis. Wir beweisen die Aussagen fiir G. Die Aussagen fiir H folgen dann analog.
Zu (i): Fir a,b € G ist
tg(ab) = (ab,ey) = (a,eg)(b,eq) = tg(a)ig(b).

und tg(a) = e genau dann, wenn a = eg gilt. Dies zeigt die Behauptung.
Zu (ii): Seien a,b € G und ¢ € H. Dann gilt

(b,e)(a,ex) (b ) = (bab™ !, cegc™) = (bab™ ! ey) € 16(G) = G.
Dabher folgt G x {ey} <G x H.

Zu (iii): Man sieht leicht, dass g ein Epimorphismus mit Ker(ng) = {eq} x H
ist. Aus dem Homomorphiesatz folgt dann

(G x H)/H = (G x H)/{ec} x H=G.
0

Definition 5.4. Eine Gruppe G heifit inneres Produkt zweier Untergruppen Hy, Hs,
wenn die Abbildung
¢: Hy x Hy — G, (a,b) — ab
ein Isomorphismus ist. Man schreibt dann G = H; X Hs.
Lemma 5.5. Sei G eine Gruppe, Hi, H, C GG Untergruppen und

p: Hy x Hy — G, (a,b) — ab.
Dann gilt:
(i) ¢ ist genau dann ein Gruppenhomomorphismus, wenn ab = ba fiir alle
a € Hyund b € Hs.
(i) Gilt
H1<IG, H2<]G und HlﬂHg = {6},
dann ist ¢ ein Monomorphismus.
Beweis. Zu (i): Seien ay,as € Hy und by, by € Hy beliebig. Dann ist
©((a1,b1) - (a2,b2)) = p((araz,bib2)) = arazbiby
und
80((@17 b1))<ﬁ((a2, 52)) = a1brazby.

@ ist genau dann ein Homomorphismus, wenn
a1a2b1b2 = alblagbg.

Gilt nun asb; = bias, so ist ¢ ein Homomorphismus. Ist umgekehrt ¢ ein Homomor-
phismus, so folgt asb; = bias, indem wir a; = by = e setzen.

Zu (ii): Sei @ € H,; und b € H,. Da H, <G, folgt b~'ab € H; und es gilt
a v labe o H, = H,.
Analog ist a'b~'a € Hy, da H, <G, und
a ‘b tab € Hyb = H,.

Insgesamt erhalten wir a ™ *b~'ab € H; N Hy = {e}. Also a™'b~'ab = e und daraus
folgt ab = ba. Nach (i) ist ¢ daher ein Homomorphismus.
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Sei nun (a, b) € Ker(y), d.h.

e =p((a,b)) = ab.

Somit @ = b~' € H; N Hy = {e} und daher a = b~' = e. Dann gilt aber auch b = ¢
und es folgt, dass Ker(y) = {e, e}. Also ist ¢ injektiv. O

Satz 5.6. Sei GG eine Gruppe und H;, H, C G Untergruppen. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) G= H1 X HQ.
(11) G = HlHQ, H, <]G, HQ <G und HiN H2 = {6}

Beweis. (i) = (ii): Beachte, dass ¢(H; x {e}) = Hy und ¢({e} x Hy) = Hy. Aus 5.3
folgt, dass
Hy x {e}, {e} x Hy

Normalteiler in Hy x Hs sind. Da ¢ ein Isomorphismus ist, sind ¢(H; x {e}) = H;
und p({e} x Hy) = Hy Normalteiler in G (siehe 4.15). Es gilt

Hy x {e}-{e} x Hy ={(a,e) - (e,b) = (a,b): a € Hy, b€ Hy} = Hy X Hy,
Hy x{e} n{e} x Hy = {e,e}.
Daraus folgt
G = o(Hy x Hy) = p(Hy x {e} - {e} x Hy) = o(Hy x {e}) - p({e} x Ha) = Hy - H,
und
HyNHy = o(Hy x {e}) Np({e} x Ha) = p(Hy x {e} N{e} x Hy) = ¢({e, e}) = {e}.

(ii) = (i): Wegen 5.5 ist ¢ ein Monomorphismus. Es gilt aulerdem G = Hy Hs,
d.h. fiir alle a € G existieren b € Hy, c € Hy mit

a = bec = p((b,c)).
Also ist ¢ auch surjektiv. OJ
Beispiel 5.7. Wir zeigen, dass

7)67 = 7.)27 x 7./ 3.
G = 7/6Z ist abelsch, also sind die Untergruppen
(2) und (3)
Normalteiler von G. Es ist
(2) ={0,2,4} 27/3Z, (3) ={0,3} X Z/2Z.

Ferner ist

—~

2)n(3) = {0}
und

@)+ 3)={0.1,...,5) = Z/6Z.
Die Behauptung folgt nun aus 5.6.
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6. Operationen von Gruppen, p-Sylowuntergruppen

Definition 6.1. Sei GG eine Gruppe und X eine Menge. Eine Operation von G auf
X ist eine Abbildung
GxX—X, (az)a(x)=az,

mit:

(i) Ist e das neutrale Element von G, so gilt e(x) = z fur alle x € X.

(ii) Fiir alle a,b € G und x € X gilt (ab)(x) = a(b(x)).
Man sagt G operiert auf X .
Beispiele 6.2. Es gilt:

(i) Sei G eine Gruppe, dann operiert G auf sich selber durch

GxG—G, (ab)— ab.
(i) Fiir jede Menge X operiert S(X) auf X durch
S(X)x X — X, (0,a) — o(a).
Satz 6.3. Sei G eine Gruppe und X eine Menge.

(i) Wenn G auf X operiert, dann gibt es genau einen Gruppenhomomorphis-
mus ¢ : G — S(X) mit p(a)(x) = a(x) fir alle a € G und z € X.
(ii) Ist umgekehrt ¢ : G — S(X) ein Gruppenhomomorphismus, dann ist die
Abbildung
GxX —X, (a,z)— p(a)(x)
eine Operation.
Somit entsprechen Operationen von G auf X umkehrbar eindeutig den Gruppenho-
momorphismen G — S(X).

Beweis. Zu (i): Es ist zu zeigen, dass ¢ eine Abbildung von G nach S(X) ist. Als
erstes zeigen wir, dass ¢(a) € S(X) fiir a € G ist.
©(a) ist injektiv: Seien 1,9 € X mit p(a)(x1) = p(a)(z2), d.h. a(z;) = a(xs).
Dann ist
w1 = e(z1) = (a7 'a)(z1) = a H(a(r1)) = aH(a(rz)) = (¢ a)(z2) = e(x2) = 2.

Somit folgt die Behauptung.
©(a) ist surjektiv: Sei y € X. Dann ist

pla)(a™'(y)) = ala™ (y)) = (aa")(y) = e(y) = y.
Es folgt, dass ¢(a) eine bijektive Abbildung ist. Als nichstes muss gezeigt werden,
dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist. Seien a,b € G. Es ist zu zeigen, dass
p(ab) = p(a)p(b). Sei z € X beliebig, dann gilt

p(ab)(x) = (ab)(x) = a(b(x)) = a(p(b)(z)) = ¢(a)(p(b)(x)) = (p(a)p(b))(x).
Wegen der Definition ist ¢ eindeutig bestimmt.
Zu (ii): Sei e das neutrale Element von G. Dann folgt fiir z € X

e(x) = ¢(e)(r) = x,da p(e) das neutrale Element von S(X) ist.
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Seien a,b € G und r € X, dann gilt

(ab)(z) = p(ab)(x) = (p(a)p(b))(x) = ¢(a)(p(b)(x)) = a(b(z)).

Definition 6.4. Sei GG eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert.
(i) Zwei Elemente z,y € X heiflen G-dquivalent (x ~ y), wenn ein a € G
existiert mit a(z) = y.
(ii) Die Aquivalenzklassen (Gz = {a(x): a € G}) bzgl. ~ heien Bahnen von
G in X.
Beispiele 6.5. Betrachte:

(i) Die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen vom Betrag 1 operiert
auf der GauBschen Zahlenebene (C). Die Bahnen sind die konzentrischen
Kreise mit Mittelpunkt 0.

(ii) Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Durch Rechts- bzw.
Linksmultiplikation wird eine Operation von H auf G erklért:

R: Hx G — G,(a,b) — ba*,

L: HxG— G,(a,b) — ab.
Die Bahnen bzgl. der Rechts- bzw. Linksmultiplikation sind die Links- bzw.
Rechtsnebenklassen von H.

Lemma 6.6. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert. Dann ist X die
disjunkte Vereinigung der Bahnen von G.

Beweis. Da X = U,exGax gilt, ist zu zeigen, dass fiir z,y € X aus Ge NGy # 0
schon Gz = Gy folgt. Sei z € Gx N Gy, etwa z = a(x) = b(y) fur a,b € G. Es folgt
r = (a7'b)(y) und somit Gx C Gy. Analog gilt Gy C G und daher Gxr = Gy. O

Definition 6.7. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert.

(i) Ein Element x € X heifit Vertreter der Bahn Gzx.

(ii) Ein Vertretersystem einer Familie (B;);c; paarweise disjunkter Bahnen ist
eine Familie (z;);c; mit x; € B;(B; = Gx;). Das Vertretersystem heif3t
vollstindig, wenn X = U, B; gilt.

Definition 6.8. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert und =z € X.
Die Untergruppe G, = {a € G: a(z) = x} von G heifit die Standgruppe von z. Ist
G, = G, so heilit x ein Fizpunkt der Operation.

Lemma 6.9. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert und x € X. Dann
gilt |Gz| =[G : G,].

Beweis. Wir definieren eine bijektive Abbildung
a: G/Gy — Gz, aGy, — a(x).

Wir zeigen:
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(1) « ist wohldefiniert: Sei aG, = bG, und daher b~'a € G,. Es folgt
b(z) = b(b~a(x)) = (b'a)(z) = alz)

und daher o(bG,) = a(aGy).

(2) « ist surjektiv: Sei y € Gz beliebig und y = a(z) fir ein a € G. Dann ist
alaG,) =y.

(3) « ist injektiv: Seien a,b € G mit a(aG,) = a(bG,), d.h. a(z) = b(zx). Es
folgt * = b~ 'a(z) und somit b~'a € G,. Dies ist dquivalent zu

aG, = bG,

und daraus folgt die Behauptung.
O
Satz 6.10. (Bahnengleichung) Sei G eine Gruppe, die auf einer endlichen nichtleeren

Menge X operiert und x1, ..., x, ein vollstindiges Vertretersystem der Bahnen von
G. Dann gilt:

n

X =[G G

i=1

GG ist hierbei nicht notwendigerweise endlich.

Beweis. Aus 6.6 folgt X = U;_;Gz; und daher gilt

X =3 |Gl
=1

Wegen 6.9 gilt |Gx;| = [G : G,]. Dann folgt

n n

X[ =) |Gz =) [G:G,].

i=1 i=1

O
Beispiel 6.11. Dieser Satz enthilt eine wichtige Methode zum Abzéhlen der Ele-
mente von X. Als Beispiel wollen wir erneut den Satz von Lagrange beweisen. Sei

G eine endliche Gruppe und H C G eine Untergruppe. GG wird die Rolle von X und
H die Rolle von G in der Bahnengleichung iibernehmen. H operiert auf G durch

H x G — G, (a,b) — ba™ "

Wir haben gesehen, dass die Bahnen gerade die Linksnebenklassen bH sind. Ein
vollstdndiges Vertretersystem aller Bahnen wird gerade durch

G/H = {bH,... bH}

gegeben. Die Standgruppen H, sind trivial, da fiir a € H mit ba™! = b folgt, dass
a = e. Dann ist [H : H,| = |H|. Insgesamt erhalten wir

ord(G) = |G| = |G/H||H| = [G : Hord(H).



6. OPERATIONEN VON GRUPPEN, P-SYLOWUNTERGRUPPEN 27

Definition 6.12. Sei GG eine Gruppe. Die Operation

G x G — G, (a,7) — aza™"

heilt Konjugation. Sei x € G. Die Bahnen Gz der Konjugation heifit Konjugations-

klasse von x. Die Standgruppe heifit Zentralisator von x und wird mit Z, bezeichnet.

Zwei Elemente z,y € G sind konjugiert, wenn ein a € G existiert mit x = aya™!.

Die Untergruppe
Zg={a€G:ara' =z fiir alle z € G} = {a € G: ax = za fiir alle z € G}

heifit das Zentrum von G.

Bemerkung 6.13. Z; besteht aus den Elementen von G, die mit allen Elementen

von G kommutieren. Die Gruppe G ist abelsch < G = Z5. Es ist
Go=Z,={acG:ara =2} ={acG:axr = xa}.

Satz 6.14. (Klassengleichung) Sei G eine endliche Gruppe mit Zentrum Zs und
x1,...,%, ein Vertretersystem der Bahnen in G\ Zg unter der Konjugation. Dann
gilt:

ord(G) = ord(Zg) + Z[G : Dy

Beweis. Es gilt
r€leeZ, =G [G:Z,)=1< Gz ={z}.

Sei x1,...,%n, Y1, ..., Ym ein vollstindiges Vertretersystem der Bahnen von G unter
der Konjugation mit 1,...,x, € G\ Zg und 41, ..., yn € Zg. Dann gilt nach 6.10
ord(G) =Y [G: Z, |+ > [G: Zy) = ord(Za) + Y |G : Zy).
j=1 i=1 i=1

O

Korollar 6.15. Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung p" fiir ein
n > 0. Dann ist Zg # {e}.

Beweis. Ist G = Zg, so ist nichts zu zeigen. Sei nun G # Zg und x € G \ Zg. Da
1 < [G: Z,], ist Z, eine echte Untergruppe von G. Es folgt [G : Z,||ord(G) = p"
und daher [G : Z,] = p™ fiir ein 1 < m < n. Sei nun z, ..., x, ein Vertretersystem
der Bahnen in G\ Z; unter der Konjugation. Dann existieren Zahlen 1 < m; < n
mit (G : Z,,] = p™. Somit

P = ord(G) = ord(Ze) + 3 G : Zs) = ord(Zg) + > p™.

i=1 i=1
Es folgt plord(Z¢) und daher Zg # {e}. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir erste Existenzaussagen iiber Ele-
mente bzw. Untergruppen bestimmter Ordnung beweisen.
Satz 6.16. (Cauchy) Sei G eine endliche abelsche Gruppe mit plord(G). Dann gibt
es ein Element ¢ € G mit ord(a) = p.
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Beweis. Wir beweisen den Satz durch eine Induktion nach ord(G). Ist ord(G) = p,
so folgt aus 4.7, dass G = (a) zyklisch ist mit ord(a) = p.

Sei nun ord(G) > p. Wihle a € G mit a # e. Gilt plord(a), so enthélt (a) wegen
3.10 ein Element der Ordnung p. Wir diirfen also p { ord(a) annehmen. Aus

ord(G) = ord({(a))[G : (a)]
folgt dann p|[G : (a)]. Nun ist G abelsch, also (a) <G. Daher ist G/{(a) eine Gruppe
mit
ord(G/(a)) =[G : (a)] < ord(G).

Nach der Induktionsannahme existiert ein b € G mit ord(b) = p in G/(a). Sei
m = ord(b). Da b = b" = e, folgt, dass p = ord(b) die Zahl m teilt. Daher ist
(b) C G eine zyklische Gruppe, deren Ordnung von p geteilt wird. Wieder nach 3.10
existiert dann ein Element der Ordnung p in G. O

Nicht zu jedem Teiler d einer Gruppenordnung existiert eine Untergruppe der
Ordnung d. Hat der Teiler eine spezielle Gestalt, so ist dies jedoch der Fall.

Satz 6.17. Sei GG eine endliche Gruppe, p eine Primzahl mit p™|ord(G). Dann
existiert eine Untergruppe der Ordnung p™ in G.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch eine Induktion nach ord(G). Der Fall m = 0 ist
trivial (wihle {e}), sei also m > 0. Die kleinste in Frage kommende Ordnung von
G ist p. Dann ist G selbst die gesuchte Untergruppe. Sei nun ord(G) > p. Wir
betrachten zwei Fille

(i) plord(Ze),
(i) ptord(Zg).
(i) Aus 6.16 folgt, dass ein Element a € Zg existiert mit ord(a) = p. Da Zg <G,
ist auch (a) < G. Ferner gilt

ord(G/{a)) =[G : (a)] = Zl;(jiif; < ord(G)

und p™~!|ord(G/(a)). Nach der Induktionsvoraussetzung existiert eine Untergruppe
H C G/(a) mit ord(H) = p™~". Sei e: G — G/(a) der kanonische Epimorphismus
und H = e '(H). Aus 4.22 folgt, dass

ord(H) = ord(H)ord(Ker(¢)) = p™.
(ii) Betrachte die Konjugation auf G (GxG — G, (a,z) — aza™'). Seixy, ..., z,
ein Vertretersystem der Bahnen (Konjugationsklassen) in G\ Zg. Dann gilt die
Klassengleichung 6.14

ord(G) = ord(Zg) + Z[G D 2]
i=1
und 1 < ord(Z,,) < ord(G). Da plord(G) und p t ord(Zg), existiert ein i mit
p1|G: Z,,]. Aus
ord(G) =[G : Z,,Jord(Z,,)
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folgt, dass p™|ord(Z,,). Die Induktionsvoraussetzung auf Z,, angewendet liefert die

i

Behauptung. O

Definition 6.18. Sei G eine endliche Gruppe mit ord(G) = p™m und p { m. Eine
Untergruppe H C G heifit eine p-Sylowuntergruppe von G, wenn ord(H) = p™ gilt.

Aus 6.17 folgt, dass stets eine p-Sylowuntergruppe existiert. Der Satz 6.17 ist
Teil der so genannten Sylow-Sétze, die sich mit den p-Sylowuntergruppen beschéfti-
gen. Durch diese Sétze konnen einige wichtige strukturelle Aussagen iiber Gruppen
gemacht werden.

7. Permutationsgruppen

Sei stets n € N. In diesem Abschnitt untersuchen wir die Gruppe S,,. Wir lassen
das Zeichen o bei der Komposition von Permutationen meist aus. Man zeigt leicht,
dass S,, eine Gruppe mit ord(S,) = n! ist. In diesem Abschnitt werden wir die
Struktur dieser Gruppe genauer studieren.

Definition 7.1. Fiir r € N | r > 2 heif}t ein 0 € 5, ein r-Zyklus, wenn es natiirliche
Zahlen ji,...,j, gibt mit o(j;) = jy firi=1,...,r =1, 0(j,) = j1 und o(k) = k
fir k€ {1,...,n}\ {j1,...,4-}. Ein solcher Zyklus wird

(jh s 7j7“)
geschrieben. 2-Zyklen heiflen auch Transpositionen.
Bemerkung 7.2. Es gilt:

(i) Eine Transposition (4, j) vertauscht ¢ und j und lésst alle anderen Zahlen
aus {1,...,n} fest. Esist (i,5)"' = (4,7) und (4, 7)? = id.
(ii) Sei o = (41, ..., ) ein r-Zyklus. Dann gilt

ord(o) =7 und o' = (j,,...,51).
Fiir ein 7 € S, rechnet man nach, dass

ror = (1(1),...,7(jr))
gilt.

Definition 7.3. Zwei Permutationen o,7 € S,, heiflen disjunkt, wenn alle Zahlen,
die bei o bzw. 7 bewegt werden, bei 7 bzw. o fest bleiben.
Bemerkung 7.4. Es ist:

(i) Z.B. sind (1,2) und (3,4) disjunkt, aber (1,2) und (2, 3) nicht.

(ii) Sind o, 7 € S, disjunkt, so gilt o7 = 70.
Satz 7.5. Jede Permutation o € S, lisst sich eindeutig (bis auf Reihenfolge der

Faktoren) als Produkt paarweise disjunkter Zyklen zerlegen. Diese Zerlegung heif3t
die Zyklenzerlegung von o.

Beweis. Sei H = (o) C S,,. Dann operiert H auf {1,...,n}.
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Existenz der Zerlegung: Seien By, ..., B; die Bahnen der Operation von H mit
|B;| > 1 fiir i =1,...,[. Definiere

(2) o(x) € B; firx € B,
ag; =
x fir x € B;.

Dann gilt o; € S,,. Da die Bahnen paarweise disjunkt sind folgt, dass auch die o;
paarweise disjunkt sind. Ferner gilt per Definition
o=o0---0.

Nun muss noch gezeigt werden, dass die o; Zyklen sind. Sei |B;| = r; und m > 0 die
kleinste Zahl mit o™ (z) = «x fiir ein x € B;. Dann sind

r=0"z),0(x),...,0" (1)
paarweise verschieden und fiir jedes n € Z ist 0" (z) = o’(x) fiir ein j € {0,...,m —
1}. Daher gilt

B; = {z,0(x),...,0™ Y(x)}

und m = r;. Ferner ist o; der r;-Zyklus

(z,0(x),...,0" ().
Eindeutigkeit: Sei
og=0y" 0.
eine weitere Zerlegungen von o in ein Produkt paarweise disjunkter Zyklen. Wir
beweisen die Aussage durch eine Induktion nach m = min{l, k}. Ist m = 0, so ist
o = idg, und die Behauptung ist trivial. Sei nun m > 0. Wahle z € {1,...,n}
mit o(z) # x. Dann muss x € B; fiir ein ¢ gelten. Ferner existiert ein eindeutiges
Jge{l, ... .k} mit o%(x) # z. Ist
0-;' - (.]i? cee 7]7/‘3)7
dann muss {j],...,j.} die Bahn von z sein, da alle anderen o; das Element z
J

festhalten. Also B; = {ji,..., . }. Dies bedeutet aber o, = 0;. Betrachte

J

—1
UJi :Ul...gi_10i+1...o'l

— 0’1 .. .0'3710';,4»1 .. .O-]/C'
Nach der Induktionsannahme hat oo; ' eine eindeutige Zyklenzerlegung und es folgt
nach einer eventuellen Umnummerierung [ = k und o; = o} fiir j = 1,..., 1. U

Beispiel 7.6. Sei
(1234567 _q
 =\4 752361 7

Dann hat o die Zyklenzerlegung
(1,4,2,7)(3,5)(6).

Man schreibt dann o = (1,4,2,7)(3,5)(6). Beachte, dass (6) = id, daher ldsst man
oft die 1-Zyklen weg und
o =(1,4,2,7)(3,5).
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Es gilt 0 = mmy mit 7 = (1,4,2,7) und m = (3,5).
Satz 7.7. S, wird von A = {(k,k+1): k=1,...,n— 1} erzeugt, d.h. jedes 0 € S,
ist Produkt von Transpositionen vom Typ (k, k + 1).

Beweis. Wegen 7.5 reicht es, die Behauptung fiir Zyklen zu beweisen. Sei (71, ..., j)
€ S, ein beliebiger Zyklus. Dann gilt

(jh s 7j7"> = (j17j2)<j27j3) e (jT—laj'I’)'

Also miissen wir die Behauptung fiir einen Zyklus vom Typ (i, j) beweisen. Sei o.E.
1 < j. Wir beweisen dies durch eine Induktion nach j — 4. Fiir j —¢ = 1 ist nichts
zu zeigen. Sei j — i > 1. Es gilt

(j — 1,7) ist vom gewiinschten Typ. Nach der Induktionsannahme ist (i,j — 1)
ebenfalls Produkt von Transpositionen aus A und somit auch (i, j). O
Die folgende Abbildung ist aus der linearen Algebra bekannt.
Definition 7.8. Sei o0 € S,,. Die Abbildung
. (i) — o(j)
= — = c{l,-1
sign(o) H i € {1, -1}
1<j<i<n

heifit das Signum von o. Ist j < ¢, aber o(j) > (i), so heiBt (j,7) ein Fehlstand
von o. Ist sign(o) = 1 bzw. sign(o) = —1, dann heifit o eine gerade bzw. ungerade
Permutation.

Beispiel 7.9. Sei 7 = (i,j) € S,, eine Transposition, dann gilt sign(7) = —1.
Satz 7.10. Sei 0,7 € S, beliebig. Dann gilt sign(o7) = sign(o) - sign(7).
Beweis. Es gilt
. o(r(1)) —o(7(y o(7(2)) —o(7(y T(2) —7(y
sign(om) = [ (7(2)) —o(7(5)) 11 (7(2)) (‘( ))H (1) —7(j)

i—j N i—j

j<i

11 o(7(i)) - :(T(J))

(0) 7 -sign(7) = sign(o) - sign(7).

7<t 7<t

j<i

Korollar 7.11. Es gilt:

(i) Ist o € S,, Produkt von m Transpositionen, dann

sign(o) = (—1)™.

(ii) Ist o ein r-Zyklus, dann ist sign(o) = (—1)""1.

Beweis. Zu (i): Dies ist nun trivial.
Zu (ii): Ist 0 = (j1,...,J,) € Sy, dann gilt
(15 Jr) = (J1552) (2, J3) - -+ (Gr—1, )

Die Behauptung folgt nun aus (i). O
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Korollar 7.12. Die Abbildung
sign: S, — {1,—1}, o+ sign(o)

ist ein Gruppenhomomorphismus.
Definition 7.13. Die Menge

=40 € S,:sign(o) =1}
der geraden Permutationen heifit die alternierende Gruppe n-ten Grades.

Bemerkung 7.14. Es gilt:

(i) A, ist ein Normalteiler von S, da A, der Kern eines Gruppenhomomor-

phismus ist.
(ii) Fir n > 1 gilt S,,/A, = {1, —1}. Daher folgt
1
[Sn:Ap] =2, ord(4,) = Qn!.

Ein wesentliches Ziel der Gruppentheorie ist es, die Struktur von endlichen Grup-
pen aus moglichst wenigen einfachen Gruppen aufzubauen.

Definition 7.15. Eine Gruppe G heifit einfach, wenn G und {e} die einzigen Nor-
malteiler von G sind.

Einer der schwierigsten Sétze in der Mathematik ist der Klassifikationssatz fiir die
endlichen einfachen Gruppen. Zum Abschluss dieses Abschnitts zeigen wir folgendes:

Satz 7.16. Fiir n # 4 ist A,, einfach.
Lemma 7.17. Seien a,b € {1,...,n} verschiedene Zahlen. Fiir n > 3 wird A,, von
den Dreierzyklen (a,b, k) mit k € {1,...,n}, k # a,b erzeugt.

Beweis. Sei o € A,,. Dann ist o gerade und daher Produkt von Elementen der Form
(2,7)(k,1) und (4,7)(i, k) mit paarweise verschiedenen i,j, k,l € {1,...,n} (sofern
dies moglich ist). Es ist

(i, 9)(k, 1) = (i, k, j) (@, k, 1) und (i, 7) (4, k) = (i, k, J).

Damit ist bereits gezeigt, dass A,, von Dreierzyklen erzeugt wird.

Az wird von (1,2, 3) erzeugt, daher gilt die Aussage fiir n = 3. Sei nun n > 3.
Ein beliebiger Dreierzyklus enthélt von den Zahlen a, b keine, eine oder beide. Fiir
Dreierzyklen, die nicht von der Form (a, b, k) sind, gelten folgende Formeln:

(a,u,b) = (a,b,u)?,
(a,u,v) = (a,b,v)(a,b,u)? (b,u,v) = (a,b,v)*(a,b,u),
(u,v,2) = (a,b,u)*(a,b,z)(a,b,v)*(a,b,u).
Dies beweist die Behauptung. ]

Lemma 7.18. Ist n > 3 und H < A,,, welcher einen Dreierzyklus enthélt, dann ist
H=A,.
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Beweis. Sei (a,b,c) € H. Fir k # a,b, c gilt
(a,b,k) = (a,b)(c, k)(a,b,c)*(c,k)(a,b) = [(a,b)(c, k)|(a, b, c)*[(a,b)(c, k)] " € H,

da H ein Normalteiler ist. Nach 7.17 erzeugen diese Element A, und somit A, =

H. UJ

Beweis. 7.16 Es ist |A;| = |A2| = 1 und |A3| = 3. Daher sind A;, Ay, A3 einfach.
Sei nun n > 4 und {id} # H < A,,. Wir miissen zeigen, dass H = A, gilt. Da die
Elemente von A,, die geraden Permutationen sind, werden bei jedem id # o € A,
mindestens 3 Zahlen bewegt. Wir unterscheiden folgende Fille

(i) H enthilt ein Dreierzyklus.
(ii) Es existiert ein 0 € H, welches genau 4 Zahlen permutiert und keine
Permutation, die weniger als 4 Zahlen permutiert.
(iii) Alle 0 € H permutieren mehr als 4 Zahlen.

(i) Aus 7.18 folgt, dass H = A,,.
(ii) o muss von der Form (a, b)(c, d) mit paarweise verschiedenen Zahlen a, b, ¢, d
sein. Sei e € {1,...,n} \ {a,b,c,d}. Dies ist wegen n > 5 moglich. Definiere

7= (c,d,e)

Es ist
o' = (a,b)(d,e) = To7 € H,

da H ein Normalteiler ist. Nun folgt
oo’ = (c,d,e) € H

und dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung in (ii). Dieser Fall kann also nicht
auftreten.

(iii) Jede Permutation aus H bewegt nun mehr als 4 Zahlen. Wihle ein o €
H, welches am wenigsten Zahlen permutiert (dies muss nicht eindeutig sein). Wir
miissen wieder eine Fallunterscheidung machen. Bei der Zyklenzerlegung schreiben
wir den lédngsten Zyklus zuerst:

(a) 0 = (a,b,c,d,...)...,

(b) o = (a,b,c)(d,e,...)...,
(c) o= (a,b)(c,d)(e, f) ..

Mit 7 = (b, ¢, d) erhiilt man fiir 0/ = 707! € H in den drei Fillen
(a) o/ = (a,c,d,b,...)...,
(b) o’ = (a,c,d)(
(c) o' = (a,c)(d,
Es ist ¢/ # o und
(Y lo=r0'r'c e H
hélt in den Féllen (a), (c) alle Zahlen aus {1,...,n}\ {a,b,¢,d} und im Fall (b) alle
Zahlen aus {1,...,n}\ {a,b,c,d, e} fest. Im Fall (b) muss o aber mehr als 5 Zahlen
bewegt haben, da o gerade ist. Das heifit, in jedem Fall haben wir eine Permutation
in H gefunden, die weniger Zahlen permutiert als o. Dies ist ein Widerspruch zur
Wahl von ¢ und daher kann der Fall (iii) nicht auftreten.
Insgesamt haben wir damit den Satz bewiesen. U






KAPITEL 2
Ringtheorie

1. Ringe

Z ist mit + und - ein vertrautes mathematisches Objekt; ein Ring, wie wir sehen
werden. In Z sind Begriffe wie Teiler oder Primzahl bekannt. Ein Ziel dieses Kapitels
ist es, allgemein Ringe einzufithren und die gewohnten Rechenregeln sinnvoll zu
verallgemeinern.

Definition 1.1. Ein Ring ist eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen
+: R — R (Addition) und -: R — R (Multiplikation), so dass folgende Bedingun-
gen erfiillt sind:

(i) (R,4+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
(i) (R,-) ist ein Monoid mit neutralem Element 1.
(iii) Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fiir alle a, b, ¢ € R gilt a(b+c) = ab+ac
und (b + c)a = ba + ca.

Der Ring heiit kommutativ, wenn fiir alle a, b € R gilt ab = ba. Man schreibt (R, +, )
oder R fiir den Ring.

Bemerkung 1.2. Beachte:

(i) In der Algebra werden auch Ringe ohne 1 betrachtet. Im Teil (ii) der De-
finition wird die Existenz des Einselements dann nicht gefordert. Wir ver-
zichten auf diesen Teil der Theorie.

(ii) In einem Ring kann auch 1 = 0 gelten. Dies ist genau dann der Fall, wenn
R = {0} gilt. Wir betrachten im Folgenden nur Ringe mit 1 # 0.

(iii) Zur Vermeidung von Klammern vereinbart man, dass die Multiplikation
stérker in einem Ring bindet als die Addition (z.B. bedeutet dann ab+cd =
(ab) + (cd)).
(iv) Vorsicht, es gilt nicht in jedem Ring die Kiirzungsregel.
Folgende Beweise verlaufen vollkommen analog zu den entsprechenden Beweisen
fiir Korper aus der linearen Algebra.

Lemma 1.3. Sei R ein Ring und a,b € R. Es gelten die Rechenregeln:
(i) 0a = a0 =0,
(ii) a(—=b) = —ab = (—a)b,
(iii) (—a)(—b) = ab.
Definition 1.4. Sei R ein Ring.

(i) Ein Element a € R heifit Einheit, wenn ein b € R existiert mit ab = ba = 1.
(ii) Die Menge der Einheiten R* von R bildet hinsichtlich der Multiplikation
eine Gruppe. Sie heifit die Einheitengruppe von R.
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(iii) Gilt R* = R\ {0}, so heifit R ein Schiefkorper. Ist R ein kommutativer
Schiefkorper, so heifit R ein Kdrper.
Beispiele 1.5. Betrachte:
(i) (Z,+,-) ist ein Ring mit Z* = {—1,1}.
(ii) Fiir m € N haben wir schon gesehen, dass (Z/mZ, +) eine abelsche Gruppe
ist. Auf Z/mZ lésst sich auch ein Produkt definieren durch

o LJmZ X L)mZ — Z/mZ, (F,3) — TS.
Nun muss wieder gezeigt werden, dass diese Verkniipfung wohldefiniert ist
und (Z/mZ,+,-) tatsichlich ein Ring ist (Ubungsaufgabe).

(iii) Die Menge aller n x n-Matrizen M(n x n; K) mit Koeffizienten in einem
Korper K zusammen mit der Matrizenaddition und Matrizenmultiplikati-
on ist ein Ring R. Dieser ist fiir n > 2 nicht kommutativ. Es gilt

R ={AeM(n xn;K): det(A) # 0} = GL(n; K).

(iv) Ist K ein Korper, so ist der Polynomring K[X] ein Ring. Diesen werden

wir in einem spateren Kapitel noch griindlich diskutieren.
Definition 1.6.

(i) Ein Element a in einem Ring R heifit Nullteiler, wenn ein 0 # b € R
existiert mit ab = 0 oder ba = 0. Der Ring R heifit nullteilerfreir, wenn R
keine Nullteiler aufler 0 besitzt.

(ii) Ein kommutativer, nullteilerfreier Ring R # 0 heifit ein Integritditsbereich
(oder Integritdtsring).

Beispiele 1.7. Betrachte:

(i) Z ist ein Integritétsbereich.

(ii) In dem Ring M(n x n; K) existieren von 0 verschiedene Nullteiler (Uber-
legen Sie sich ein Beispiel).

Satz 1.8. Ein kommutativer Ring R ist genau dann ein Integritdatsbereich, wenn in
ihm die Kiirzungsregel:
ab=ac, a#0=0>b=c
gilt.
Beweis. Sei R ein Integritédtsbereich. Dann gilt
ab=acesalb—c)=0=b—c=0&b=c

Ist R kein Integritétsbereich, so existieren 0 # a,b € R mit ab = 0. Dann ist die
Kiirzungsregel wegen ab = 0 = a0 und b # 0 verletzt. 0J

Satz 1.9. Sei R ein Integritédtsbereich mit endlich vielen Elementen. Dann ist R ein
Korper.

Beweis. Sei 0 # a € R beliebig. Die Abbildung ¢,: R — R, b ab ist injektiv, da R
ein Integritéitsbereich ist. Da |R| < oo folgt, dass ¢, bijektiv ist. Somit 1 € Im(y,),
d.h. es existiert ein b € R mit 1 = ba. Dies zeigt die Behauptung. 0

Definition 1.10. Eine Teilmenge S eines Rings R heifit ein Unterring von R, wenn
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(i) Ig € S.
(ii) S mit den induzierten Verkniipfungen von R ein Ring ist.
Das Paar S C R heifit dann eine Ringerweiterung.

Bemerkung 1.11. Eine Menge S ist genau dann ein Unterring von einem Ring R,
wenn 1lp € S und fiir alle a,b € R gilt a — b,ab € S. Z. B. ist Z der einzige nicht
triviale Unterring von Z. Jeder Korper K ist Unterring des Polynomrings K[X].

Satz 1.12. Seien Ry,..., R, Ringe. Dann ist R = R; X - -+ X R, mit komponenten-
weiser Addition und Multiplikation ein Ring, d.h.
(al,...,an)—i—(bl,...,bn) = (a1+b1,...,an+bn),

(CLl, Ce ,an) . (bla Ce 7bn> = (albl, e 7a'nbn)-
Esgilt 1 = (1g,,...,1r,), 0r = (Og,,...,0g,) und R* = R} x---x R}. Wir nennen
R das direkte Produkt der Ringe Ry, ..., R,.
Bewezis. Dies ist leicht zu zeigen und der Beweis ist dem Leser iiberlassen. 0
Beachte, dass fiir n > 2 R kein Integritétsbereich ist, da z.B.
(0,1,0,...)(1,0,0,...) = (0,0,0,...).
gilt.

Definition 1.13. Sei R ein Ring. Fiir ein Element a € R bezeichnen wir mit ord (a)
die Ordnung des Elements a in der Gruppe (R, +). Sei nun R ein Integritétsbereich.

Die Zahl
fall = oo fiir all

char(R) = O" alls ord, (a) = oo fiir alle 0 # a € R,

min{ord(a): 0 # a € R} sonst.

heif3t die Charakteristik von R.

Satz 1.14. Die Charakteristik eines Integritéitsbereichs R ist entweder 0 oder eine
Primzahl. Ist char(R) > 0, dann gilt char(R) = ord; (1g) und char(R)a = 0 fur alle
a € R.

Beweis. Beachte, dass char(R) # 1 ist. Sei char(R) = p > 0. Dann existiert ein
0 # a € R mit pa = 0. Angenommen, dass p = mn mit 0 # n,m € N. Dann gilt
0 = pa = (mn)a = m(na).
Ist n # 1, so folgt aus der Definition der Charakteristik, dass m = 1 und n = p gilt.
Daher ist p eine Primzahl. Es ist
0=pa=p(lg-ra)=(plg) ra.

Da R ein Integritatsbereich und a # 0 ist, gilt plg = 0. Daher ist char(R) =
ord; (1g). Dann gilt auch pb = p(1g ‘g b) = (plg) -r b = 0 fiir alle b € R. O

Beispiel 1.15. Die Ringe Z, Q, R, C sind alles Integritétsbereiche der Charakteristik
0.

Da ein Integritédtsbereich mit Charakteristik 0 immer unendlich viele Elemente
hat, ist jeder endliche Korper ein Integritdatsbereich mit Primzahlcharakteristik. Zum
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Beispiel ist der aus der L.A. bekannte Korper Fy mit zwei Elementen von diesem
Typ.

Definition 1.16. Seien R und S Ringe. Eine Abbildung ¢: R — S heifit ein
Ringhomomorphismus, wenn fiir alle a,b € R gilt

pla+b) = pla) +¢b), ¢(ab) = ¢(a)p(b) und ¢(1g) = 1s.

Ein Ringhomomorphismus ¢ heif3t

(i) Monomorphismus, wenn ¢ injektiv ist,

(ii) Epimorphismus, wenn @ surjektiv ist, und

(iii) Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist.
Die Ringe R, S sind isomorph, wenn ¢ ein Isomorphismus ist. Man schreibt dann
R=S.
Bemerkung 1.17. Ein Ringhomomorphismus ist ein Gruppenhomomorphismus
bzgl. der Addition und ein Monoidhomomorphismus bzgl. der Multiplikation.

Beispiele 1.18. Betrachte:

(i) Die Identitét idg: R — R, a +— a ist ein Ringhomomorphismus.
(ii) Die Komposition von Ringhomomorphismen ist wieder ein Ringhomomor-
phismus.
(iii) Die Umkehrabbildung eines Isomorphismus ist wieder ein Isomorphismus.
(iv) Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum iiber einem Korper K mit Basis
U1, ..., V. Die Menge der Endomorphismen End(V') zusammen mit der Ad-
dition 4+ von Endomorphismen und der Verkniipfung o von Endomorphis-
men ist ein Ring (Nullelement ist die Nullabbildung, Einselement die Iden-
titdt). Wie wir schon gesehen haben, ist auch (M (n x n; K), +, ) ein Ring.
Jedem Endomorphismus wird nun seine Matrix bzgl. der Basis vy, ..., v,
zugeordnet. Diese Abbildung ist mit der Multiplikation und Addition ver-
traglich und stellt sich als ein Isomorphismus End(V) — M(n x n; K)
heraus.
Definition 1.19. Seien R, S Ringe und ¢: R — S ein Ringhomomorphismus.
(i) Die Menge Ker(¢) = {a € R: ¢(a) = 0} heiBit der Kern von ¢.
(ii) Die Menge Im(¢) = {p(a) € S: a € R} heiit das Bild von .
Bemerkung 1.20. Es gilt:
(i) Im(¢) ist ein Unterring von S.
(i) Ker(¢p) ist i.A. kein Unterring von R, da i.A. 1 ¢ Ker(y).
(iii) ¢ ist genau dann injektiv, wenn Ker( ) = {0}.
(iv) ¢ induziert einen Gruppenhomomorphismus R* — S* zwischen den Ein-
heitengruppen von R und S.
Zwar ist Ker(p) kein Unterring, aber (Ker(y),+) ist eine Untergruppe von

(R, +). Man iiberlegt sich leicht, dass fiir a € Ker(yp) und b € R gilt ba, ab € Ker(p),
denn

p(ab) = p(a)p(b) = 0 = p(b)p(a) = ¢(ba).
Diese beiden Eigenschaften charakterisieren Ideale in einem Ring, die eine dhnlich
wichtige Bedeutung wie Normalteiler in Gruppen haben.
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Definition 1.21. Sei R ein Ring. Eine Teilmenge I C R heifit ein (zweiseitiges)
Ideal, wenn:

(i) (I,+) ist eine Untergruppe von (R, +).

(ii) Fiir alle a € Rund b € I gilt ab,ba € I.

Beispiele 1.22. Sei R ein Ring.

(i) {0} und R sind die trivialen Ideale von R.

(ii) R ist genau dann ein Korper, wenn {0} und R die einzigen Ideale von R
sind.

(iii) Sei S ein weiterer Ring und ¢: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann
ist Ker(¢p) ein Ideal von R. Ist insbesondere R ein Korper, so ist ¢ injektiv.

(iv) Seien R, S wie in (iii). Fiir ein Ideal I C R ist i.A. ¢([) kein Ideal. Dies
gilt nur, wenn ¢ surjektiv ist. Ist jedoch J C S ein Ideal, so gilt immer,
dass ¢~1(J) ein Ideal in R ist.

(v) Genau die Mengen nZ sind die Ideale von Z.

(vi) In einem kommutativen Ring lédsst sich die Bedingung (ii) der Definition
abschwichen zu: (x) Fiir alle a € R und b € I gilt ab € I.

Im Allgemeinen ist dies jedoch eine schwéchere Bedingung. Zum Bei-

spiel geniigt die Menge

J = {(Gi]’) c M(2 X 27R) A12 = Q99 = 0}
(%), ist aber kein Ideal in M(2 x 2;R).

Lemma und Definition 1.23. Sei R ein Ring und (J;);c; eine Familie von Idealen
von R. Dann gilt:

(i) Der Durchschnitt (., J; ist ein Ideal von R.
(ii) Die Summe )., Ji = {>_,c; @i a; € J;, fast alle a; = 0} ist ein Ideal von
R. (Fast alle heifit hier: alle bis auf endlich viele.)

Definition 1.24. Sei R ein Ring und M C R eine Teilmenge. Das kleinste Ideal
I(M) von R, welches M enthélt, heifit das von M erzeugte Ideal:

M= () 7

MCJCR Ideal

M heiit dann ein Erzeugendensystem von dem Ideal I(M). Wird I(M) von ay, . .., ay,
€ R erzeugt, so schreibt man I(M) = (ai,...,a,). Ist M = {a} einelementig, so
heifit 1(M) ein Hauptideal.

Lemma 1.25. Sei R ein Ring und M C R. Dann gilt

[(M) :{ZTZ’CI/ZSZ‘I iy Si ER, a; € M, TLEN}

i=1

Ist R kommutativ, so ist

I(M) :{Zriai: r, € R, a; € M, n €N}

i=1
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Ist M = {ay,...,a,} endlich und R kommutativ, so verwenden wir auch die
Schreibweise

I(M) = (ay,...,a,) = Ra; +--- + Ra,.
Definition 1.26. Sei R ein Ring und Ji, ..., J, Ideale von R. Dann ist
JyooJp=(a1---a,: a; € J;)
das Produkt der Ideale Jy, ..., J,.
Beispiel 1.27. Sei R =7, I; = 47 und I, = 6Z. Dann gilt

L+1L=22=12), [ NlL=12Z=1(12), I, - Iy =247 = 1(24).
Lemma 1.28. Sei R ein Ring und I, J Ideale von R. Dann gilt I - J C I N J.

Beweis. Sei a € I,b € J. Dann ist ab € I N J. Dann folgt aus der Definition des
Produkts, dass I - J C I NJ. 0

Bemerkung 1.29. In 1.28 gilt im Allgemeinen keine Gleichheit. Siehe 1.27.

Definition 1.30. Ein Integritéitsbereich R heifit ein Hauptidealbereich (Hauptideal-
ring), wenn jedes Ideal I von R ein Hauptideal ist, d.h. I = (a) fiir e¢in a € R.

Satz 1.31. Der Ring Z ist ein Hauptidealring.

Beweis. Sei I C Z ein Ideal. Dann ist (/,4) eine Untergruppe von (Z,+), also
hat I nach Kapitel 1, 1.13 die Gestalt nZ = (n) fir ein n € Z. Die zeigt die
Behauptung. O

2. Restklassenringe

Motivation 2.1. Wir betrachten in N das Problem, wann eine Zahl durch 3 teilbar
ist. Sei z € N. Dann lasst sich z in der Dezimalschreibweise durch
=Y a;10°, 0<a; <10
i=0
darstellen. Nun ist
a;10' = a;(3-3+ 1) = a; + 3(...).

Das heifit x ist genau dann durch 3 teilbar, wenn ), a; durch 3 teilbar ist. Dies
ist gerade die Quersumme von x und das Kriterium wird oft in der Schule schon
behandelt. Das Prinzip ist, dass alle offensichtlichen Vielfachen von 3 vernachléssigt
werden konnen. Nun kann man sich iiberlegen, dass die obige Rechnung zu folgenden
Uberlegungen dquivalent ist:

(i) Eine Zahl x € N ist genau dann durch 3 teilbar, wenn x = 0 mod 3Z.

(i) z = Y0 5a;10" = > ja; mod 3Z, da 10 = 1 mod 3Z. Beachte, dass

diese Rechnung in Z/3Z durchgefiihrt wird.
(iii) Somit ist  genau dann durch 3 teilbar, wenn ) a; durch 3 teilbar ist.

Ubungsaufgabe: Uberlegen Sie sich ein Kriterium, wann eine Zahl € N durch 11
teilbar ist.
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Dieses Beispiel zeigt, dass es sinnvoll ist in dem Ring Z/mZ zu rechnen. Beachte,
dass Z ein Ring und 3Z ein Ideal in Z ist. Wir werden nun allgemein einen Ring R
und ein Ideal I C R betrachten um einen Ring R/I zu definieren.

Konstruktion 2.2. Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. Definiere (analog zu den
Faktorgruppen!)
R/I ={a+1:a€ R}.

Beachte, dass die a + I gerade Linksnebenklassen von der Untergruppe (I,+) in
(R,+) sind (R ist dadurch die disjunkte Vereinigung der Linksnebenklassen a + I).
Da I ein Normalteiler von R ist, ist R/ eine (additive) Gruppe. Wir erkléren nun
auch ein Produkt auf R/I. Seien ay + I,as + 1 € R/I. Setze (a; + I)(ay + I) =
aias + I. Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der Repréasentanten. Seien
etwaa;+I=bi+1Tundays+1=0b+1,dh.ag—by=ci €l unday—by =cy € I.
Dann gilt

b1b2 = (Gl — Cl)<a2 - Cg) = aia9 + (01C2 — a1Cy — &201) € a1a2 + 1.

Daraus folgt, dass ajas + I = biby + I. Man sieht nun leicht, dass R/ ein Ring ist.
Dieser Ring heifit der Restklassenring (Faktorring) von R modulo I. Ein Element
a = a+ I heifit die Restklasse von a modulo I. Fiir a + I = b+ I schreibt man auch
a=b mod I.

Satz 2.3. Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. Dann gilt:

(i) R/I ist mit den in 2.2 definierten Verkniipfungen ein Ring. Dieser ist kom-
mutativ, wenn R kommutativ ist.

(ii) Die Abbildung e: R — R/I, a — a ist ein surjektiver Ringhomomorphis-
mus und Ker(e) = I. ¢ heifit der kanonische Epimorphismus.

(iii) Jedes Ideal ist Kern eines Ringhomomorphismus und jeder Kern eines
Ringhomomorphismus ist ein Ideal.

(iv) (Die universelle Eigenschaft des Restklassenrings) Sei S ein weiterer Ring
und ¢: R — S ein Ringhomomorphismus mit I C Ker(y). Dann existiert
genau ein Ringhomomorphismus ¢’: R/I — S mit ¢ = ¢’ o e. Es gilt
Im(¢’) = Im(p) und Ker(¢') = Ker(¢)/I C R/I.

Beweis. Der Beweis verlauft analog zu dem entsprechenden Beweis in der Gruppen-
theorie (Die universelle Eigenschaft der Faktorgruppe) und ist dem Leser iiberlas-
sen. 0

Bemerkung 2.4. Nun sehen wir, dass der bereits bekannte Ring Z/mZ fiir ein
m € N von dem konstruierten Typ ist. Z/mZ hat die m Elemente 0,...,m — 1.
Man kann jedoch auch andere Représentanten wéahlen. Zum Beispiel ist es sinnvoll,
wenn man m — 1 mit einem anderen Element aus Z/mZ multipliziert, statt dessen
mit —1 = m — 1 zu rechnen. Das Ergebnis ist natiirlich dasselbe, jedoch ist der
Rechenaufwand wesentlich geringer. Man kann sich auch wieder iiberlegen, dass der
Restklassenring durch die universelle Eigenschaft eindeutig bestimmt ist.

Wir wollen den Ring Z/mZ néher untersuchen.
Satz 2.5. Sei m € N;m > 2. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Z/mZ ist ein Integritdtsbereich.
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(ii) Z/mZ ist ein Korper.
(iii) m ist eine Primzahl.
Beweis. Da Z/mZ endlich ist, sind die Aussagen (i) und (ii) wegen 1.9 dquivalent.
Sei e: Z — Z/mZ der kanonische Epimorphismus.
(i) = (iii): Ist m keine Primzahl, so ldsst sich m = ab mit a,b € N und 1 <
a,b < m schreiben. Dann gilt
0 =¢(m) = e(ab) = e(a)e(b).
Aber e(a) # 0 # £(b). Dies ist ein Widerspruch, da nach Voraussetzung Z/mZ ein
Integritatsbereich ist. Somit ist m eine Primzahl. B
(iii) = (i): Sei nun m eine Primzahl. Angenommen @b = 0. Dann gilt
0 =ab = ab = (ab).

Daher ab € Ker(g) = mZ. Da m eine Primzahl ist folgt m|a oder m|b. Dies bedeutet
aber gerade @ = 0 oder b = 0. Daher ist Z/mZ ein Integrititsbereich. U

Die Aussagen dieses Satzes werden wir in einem spéteren Kapitel verallgemei-
nern.

Bezeichnung 2.6. Sei p eine Primzahl. Dann wird der Kérper Z/pZ auch mit F,
bezeichnet.

Satz 2.7. (Homomorphiesatz) Seien R, S Ringe und ¢: R — S ein Epimorphismus.
Dann gilt R/Ker(p) ~ S.

Beweis. Wahle I = Ker(y) in 2.3 (iv). Dann ist die induzierte Abbildung R/Ker(y)

— S ein Isomorphismus. O
Satz 2.8. Seien R, S Ringe, ¢: R — S ein Epimorphismus. Die Abbildung
{J CS: Jistein Ideal} — {I C R: I ist ein Ideal und Ker(p) C I}, J +— ¢ *(J)

ist bijektiv. Insbesondere ist jedes Ideal in S = R/Ker(y) von der Form I/Ker(y)
fiir ein Ideal Ker(p) C I C R.

Beweis. Sei J C S ein Ideal, dann gilt immer, dass ¢~'(J) C R ein Ideal ist. Nun
1st
p(Ker(p)) = {0} € J,
d.h. Ker(p) C o 1(J). Ist umgekehrt I C R ein Ideal, dann ist ¢(I) ein Ideal von
S, da ¢ surjektiv ist. Die Behauptung folgt nun aus:
(i) ¢(¢~(J)) = J fiir ein Ideal J C S.
(i1) o Hp(I)) = I fiir ein Ideal I C R mit Ker(p) C I.
Zu (i): Es gilt immer p(p~(J)) C J. Sei a € J. Da ¢ surjektiv ist, existiert ein
b € R mit p(b) =a. Dab e o 1(J) folgt (i).
Zu (ii): Es gilt I C o ' ((I)). Seinun a € o' (p(I)), d.h. p(a) € p(I). Seib e I
mit p(a) = ¢(b). Dann gilt ¢(a — b) = 0, also a — b € Ker(y) C I. Daher existiert
ein ¢ € I mit a — b = c. Dann ist aber a = b+ ¢ € I und dies war zu zeigen. ([l

Beispiel 2.9. Betrachte den Ring Z/(6). Man iiberlege sich, dass die einzig mogli-
chen Ideale (0)/(6), (1)/(6), (2)/(6) und (3)/(6) sind.
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Definition 2.10. Sei R ein kommutativer Ring und I, J C R Ideale. I und J heiflen
teilerfremd (koprim), wenn I + J = R gilt.
Bemerkung 2.11. Fiir zwei Zahlen m,n € Z gilt (m)+ (n) = Z genau dann, wenn
n und m teilerfremd sind.

In der Zahlentheorie wird meist folgender Satz bewiesen:
Satz 2.12. (Chinesischer Restsatz) Sei R ein kommutativer Ring und I4,..., I,
paarweise teilerfremde Ideale von R. Dann ist die Abbildung

¢:R— R/} x---xR/I,, ar— (a+1,...,a+1,)

ein Epimorphismus mit Ker(p) = (;_, I;. Insbesondere gilt

n

R/(()1:) = R/I x -+ x R/I,.
i=1

Beweis. Man sieht leicht, dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist und dass Ker(y) =
i, I; gilt. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ surjektiv ist.

Behauptung: Fiir ¢« = 1,...,n existieren Elemente x; mit x; = 1 mod I; und
z; =0 mod [ fir j # 4. Ist dann (e + 14, ..., a,+1,) € R/I; x--- x R/, beliebig
gewahlt, dann gilt

olarxy + -+ apey) = (arxy + I, .oy apen, + 1) = (ay + Ly, .. yan + 1)

und somit ist ¢ surjektiv. Es bleibt die Behauptung zu zeigen. Sei im Folgenden
i € {1,...,n} fest gewdhlt. Fiir j # ¢ gilt nach Voraussetzung I; + I; = R, also
existiert ein a; € I; und b; € I; mit a; + b; = 1. Dann gilt
1= H(CLj —|—bj) =c¢;+x; mit ¢; € I, und x; € HIJ
J#i J#i

Esgilt 1—2; =c; € [;, x; € [; fir j #4. Alsoz; =1 mod I, und z; =0 mod I;
fir j # 1. O

Der Durchschnitt von teilerfremden Idealen lésst sich sehr einfach bestimmen.

Satz 2.13. Sei R ein kommutativer Ring und I, . . ., I,, paarweise teilerfremde Ideale
von R. Dann gilt:

(i) Firi=1,...,nist das Ideal I; teilerfremd zu [, I;.

(i)
i=1 =1

Beweis. (i) Im Beweis von 2.12 wurde gezeigt, dass ein ¢; € I; und ein z; € H#i I;
existiert mit 1 = ¢; + x;. Daraus folgt R = I; + H#i ;.
(ii) Wir beweisen dies durch eine Induktion nach n. Sei n = 2. Es gilt immer
LI, C LNl

Ferner gilt
(Lh+ L) NI, C L,
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denn fir a € I1,b € Ir,c € [[ N1y ist (a4 b)c € I115, da ac,bc € I;15. Da aber
Il + ]2 =R gllt, fOlgt [1 N ]2 g 11]2, also 11]2 = 11 N [2.

Sei nun n > 2. Definiere J = ]!, I;. Wegen (i) sind [; und J teilerfremd. Daher
gilt nach der Induktionsannahme und analog zum Fall n = 2

i=1 =1

OJ
Korollar 2.14. Seien by,...,b, € Z paarweise teilerfremde Zahlen. Dann ist das
simultane Kongruenzsystem x = a; mod (b;) fiir i = 1,...,n und beliebige Zahlen
ai,...,a, € Z losbar. Die Losung ist eindeutig modulo b; - - - b,,.
Beweis. Die Behauptung folgt aus 2.12 und 2.13. U

Bemerkung 2.15. Der Beweis von 2.12 zeigt auch, wie eine Losung in 2.14 gewon-
nen werden kann. Seien I, ..., I, die Ideale. Definiere J; = ﬂ?:17j¢i I;. Um das x
zu finden, muss man gerade

l=c +x;
mit ¢; € I; und x; € J; darstellen konnen. Wir werden hierfiir zu einem spéteren
Zeitpunkt eine Methode (den euklidischen Algorithmus) entwickeln, um eine solche
Darstellung zu gewinnen.

3. Integrititsbereiche und Korper

Da der Durchschnitt von Teilkérpern eines Integritdtsbereichs wieder ein Teil-
korper ist, macht folgende Definition Sinn:
Definition 3.1. Sei R ein Integritédtsbereich, der wenigstens einen Teilkorper ent-
hélt. Dann heifit der Durchschnitt aller Teilkorper von R der Primkérper von R.

Bemerkung 3.2. Wenn ein Primkorper existiert, dann ist dies der kleinste Teil-
korper von R. Insbesondere ist er in jedem anderen Teilkérper enthalten. Jeder
Korper besitzt einen Primkorper. Z.B. ist Q der Primkorper von R und C. Der Ring
Z besitzt keine Teilkorper, also auch keinen Primkorper.

Also besitzen Integritidtsbereiche der Charakteristik 0 i.A. keinen Primkorper. In
Charakteristik p sieht diese Situation anders aus.

Satz 3.3. Sei R ein Integritéatsbereich der Charakteristik p > 0. Dann hat R einen
Primkorper und dieser ist isomorph zu F,,.
Beweis. Definiere die Abbildung

¢:F,=7Z/pZ — R, Z+> z-1p.

Diese ist wohldefiniert, da p = char(R) = ord(1g) (siehe 1.14). Nun verifiziert man,
dass @ ein Ringhomomorphismus ist. Da [, ein Korper ist, muss ® injektiv sein.
Somit ist [, Teilkérper von R. Dies ist aber auch der kleinste Teilkérper, den R
enthalten kann und stimmt daher mit dem Primkorper iiberein. O

Korollar 3.4. Sei K ein endlicher Korper. Dann gilt:
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(i) char(K) =p > 0.
(ii) Die Anzahl der Elemente von K ist eine Potenz von p.

Beweis. (i) Ein Korper der Charakteristik 0 hat immer unendlich viele Elemente,
daher muss K eine endliche Charakteristik haben.

(ii) Sei F, der Primkorper von K. Dieser existiert wegen 3.3. K ist in natiirlicher
Weise ein endlich dimensionaler [F,-Vektorraum und daher isomorph zu F} fiir ein
n € N. Dann ist die Anzahl der Elemente von K gleich p”. O

Sei ein Integritdatsbereich R Unterring eines Korpers K. Der Durchschnitt aller
Teilkorper von K, die R umfassen, ist wieder ein R umfassender Teilkorper von K.

Definition 3.5. Sei ein Integritdtsbereich R Unterring eines Korpers K. Dann heifit
der Durchschnitt aller R umfassenden Teilkorper von K der Korper der Briiche oder
Quotientenkdrper von R in K.

Bemerkung 3.6. Es seien R und K wie in der Definition und @) der Quotien-
tenkorper von R in K. Dann gilt

Q=1{ab':a,be R, b#0},

wie leicht zu sehen ist. (Die rechte Menge ist ein Korper, der @ enthélt. Ferner ist
dieser Korper der kleinste Korper mit dieser Eigenschaft.) Zum Beispiel ist Q der
Quotientenkorper von Z in Q (oder R bzw. C).

Man kann jeden Integritétsbereich als Unterring eines Koérpers auffassen, wie
folgende Konstruktion und nachfolgender Satz zeigt.

Konstruktion 3.7. Sei ? ein Integritétsbereich, T' = R\ {0}. Wir definieren auf der
Menge der Paare {(a,b): a € R,b € T'} eine Aquivalenzrelation: (a1, b1) ~ (az,b2) <
aiby = agb;. Die Aquivalenzklasse (a,b) wird mit ¢ bezeichnet. Die Menge der

Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit Q(R). Definiere Addition und Multiplikation
auf Q(R) wie folgt:

a; ao a1ao aq ao a1b2 + CLle
——e— = und — 4+ —= ————
by by biby by by b1bo

Die Definitionen sind unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten und (Q(R), +, +)
ist ein Korper mit % als Einselement, % als Nullelement, ... (Ubungsaufgabe: Beweisen
Sie die Behauptungen.)

Satz 3.8. Sei R ein Integritiatsbereich. Dann gilt:

(i) (Q(R),+, ) ist ein Korper.
(ii) Die Abbildung ¢: R — Q(R),a — ¢ ist ein Monomorphismus und wird
die kanonische Einbettung genannt.
(iii) (Universelle Eigenschaft des Quotientenkorpers) Sei ¢: R — K ein Ring-
homomorphismus in einen Korper K. Dann gibt es genau einen Korperho-
momorphismus ¢': Q(R) — K mit ¢ = ¢’ o, d.h. folgendes Diagramm
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ist kommutativ:

R
L ¥

Q(R) ——~ K-

/

Beweis. (i) siehe Konstruktion des Quotientenkorpers.
(ii) Trivial.
(iii) Eindeutigkeit: Sei § € Q(R) beliebig. Dann gilt

) =¢(§ =¢C- DN =¢ () ()

= ¢'(1(@) - @' (uB) " = p(a) - p(b) "
Existenz: Zeige, dass die Abbildung ¢ mit ¢'(%) = ¢(a) - ¢(b)~" die gewiinschten
Eigenschaften hat. O

3S)

Bemerkung 3.9. Identifiziert man R mit seinem Bild in Q(R), so ist R Unterring
eines Korpers. Wegen 3.6 ist Q(R) der Quotientenkdrper von R in Q(R). Wegen 3.8
kann man von dem Quotienkorper von R sprechen: Ist R Unterring eines weiteren
Korpers K und @ der Quotientenkorper von R in K, dann induziert t: R — @
einen Isomorphismus Q(R) — Q.

In Ringen der Charakteristik p > 0 konnten wir den Primkorper charakterisieren.
Dies ist nun auch fiir Ringe der Charakteristik 0 moglich, sofern ein Primkorper
existiert.

Satz 3.10. Sei R ein Integritidtsbereich mit char(R) = 0, der wenigstens einen
Teilkorper enthélt. Dann ist der Primkorper von R isomorph zu dem Korper Q.

Beweis. Definiere den Ringhomomorphismus
p: L — R, z+— z-1g.

Dieser ist wegen char(R) = 0 injektiv und Im(yp) ist in jedem Teilkérper von R
enthalten. Sei () der Primkorper von R. Dann induziert ¢ einen Monomorphismus

v: 7 — Q.
Wegen 3.8 (iii) existiert eine eindeutige Fortsetzung
¢ Q— Q.
Diese ist injektiv, da Q ein Korper ist. Das heiit Im(¢’) C (). Wegen der Definition

eines Primkorpers muss ¢’ surjektiv sein, da sonst ein kleinerer Teilkorper Im(¢') C
R existieren wiirde. Daher folgt Q = Q. O

Sei R ein kommutativer Ring, S ein Integritdtsbereich oder Korper und ¢: R
— S ein Epimorphismus. Wir untersuchen die Fragen, welche Struktur das Ideal
Ker () in solch einer Situation hat. Man sieht leicht, dass folgende Eigenschaft erfiillt
sein muss: Ist a,b € R und ab € Ker(p), dann gilt a € Ker(p) oder b € Ker(yp).
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Definition 3.11. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal P C R heifit Primideal,
wenn P # R und wenn fiir alle a,b € R mit ab € P folgt, dass a € P oder b € P
gilt.
Satz 3.12. Sei R ein kommutativer Ring und P C R ein Ideal. Folgende Aussagen
sind dquivalent:

(i) P ist ein Primideal,

(ii) R/P ist ein Integritétsbereich.

Beweis. (i) = (ii): Seien P # a+ P,b+ P € R/P. Also gilt a ¢ P und b ¢ P. Da
P ein Primideal ist, folgt ab ¢ P, also ab+ P # P.

(ii) = (i): Seien a,b € R mit ab € P. Es folgt, dass P = ab+ P = (a+ P)(b+ P).
Da R/ P ein Integritétsbereich ist, gilt a4+ P = P oder b+ P = P. Dies ist dquivalent
zua € P oderbe P. O

Die folgende Aussage kann man auch leicht direkt beweisen.

Korollar 3.13. Sei n € Z,n > 1. Dann ist (n) genau dann ein Primideal, wenn n
eine Primzahl ist. Ferner ist (0) ein Primideal.

Beweis. Dies folgt aus 2.5 und 3.12. O

Definition 3.14. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal M C R heifit ein maxi-
males Ideal, wenn M # R und fiir alle Ideale I C R mit M C [ folgt, dass [ = M
oder I = R gilt.

Satz 3.15. Sei R ein kommutativer Ring und M C R ein Ideal. Folgende Aussagen
sind &dquivalent:

(i) M ist ein maximales Ideal,
(ii) R/M ist ein Korper.

Beweis. (1) = (ii): Sei M ein maximales Ideal. Sei 0 # a + M € R/M beliebig mit
a ¢ M. Betrachte das Ideal M C J = M + (a). Es gilt J # M und daher J = R.
Dann ist 1 € J, d. h. es existiert ein b € R und ein ¢ € M mit 1 = ba + c¢. Somit ist
(b+M)(a+ M) =ba+ M =1+ M. Also ist b+ M das inverse Element zu a + M
und R/M ist ein Korper.

(ii) = (i): Sei M C J C R ein Ideal mit M # J. Sei a € J \ M. Dann ist
a+M # M in R/M.Da R/M ein Korper ist, existiert ein b € R mit (b+M)(a+M) =
ba + M =1+ M. Es folgt, dass 1 —ba € M, also 1 € (a) + M C J. Somit J = R
und M ist ein maximales Ideal. 0

Korollar 3.16. Maximale Ideale sind Primideale.

Beweis. Sei M ein maximales Ideal in einem kommutativen Ring R. Nach 3.15 ist
R/M ein Korper, also insbesondere ein Integritéitsbereich. Aus 3.12 folgt, dass M
ein Primideal ist. O

Beispiel 3.17. Maximale Ideale in Z sind die Ideale (p) mit p Primzahl. Das Ideal
(0) ist das einzige Primideal in Z, das nicht maximal ist.
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4. Teilbarkeitstheorie

Ziel dieses Abschnitts ist es, die bekannte Teilbarkeitstheorie der ganzen Zahlen
sinnvoll zu verallgemeinern und die Aussagen fiir eine groflere Klasse von Ringen
bereitzustellen.

Definition 4.1. Sei R ein Integritdatsbereich und a,b € R. Das Element a heifit
ein Teiler von b, wenn ein ¢ € R existiert mit b = ac. Man schreibt hierfiir alb.
Das Element a heifit assoziiert zu b, wenn alb und bla gilt. Dies wird mit a ~ b
bezeichnet. (Bemerkung: ~ ist eine Aquivalenzrelation.)

Bezeichnung 4.2. 1 (bzw. jede Einheit) und a sind die trivialen Teiler von einem
Element a € R. Ein Element a ist ein echter Teiler von b, wenn alb und a ¢ R*,a % b
gilt.
Lemma 4.3. Sei R ein Integritdtsbereich und a,b,c,d € R. Dann gelten folgende
Rechenregeln:
(i) alb und blc = alc.

(i) alb und alc = alb+£ c.

(iii) alb und alb+ ¢ = alc.

(iv) a|b und c|d = ac|bd.
(v) alb < (a) D (b).
(vi) a ~b< (a) = (b) & a = bc mit ¢ € R*.

Beweis. Diese Regeln rechnet man leicht nach. Z.B. (v): Es gilt a|b genau dann,
wenn ein ¢ € R mit ac = b existiert. Dies ist dquivalent zu (a) 2 (b). Oder (vi):
(a) = (b) & a ~ b folgt direkt aus (v). Sei a = be fiir ein ¢ € R nach Voraussetzung.
Es existiert aber auch ein d € R, so dass ad = b, denn a|b. Es folgt, dass a = bc = adc
und nach 1.8 ist dann 1 = dc, also sind ¢,d € R*. O

Definition 4.4. Sei R ein Integritdtsbereich. Ein Element 0 # a € R\ R* heifit
irreduzibel (oder unzerlegbar), wenn fiir b, ¢ € R mit a = be stets b € R* oder ¢ € R*
gilt.

Eine Zahl ist somit genau dann unzerlegbar, wenn sie keine echten Teiler besitzt.

Beispiel 4.5. In Korpern sind alle Elemente ungleich 0 assoziiert. Es gibt keine
unzerlegbaren Elemente.

In Z sind zwei Zahlen m,n genau dann assoziiert, wenn m = +n gilt. Eine Zahl
ist genau dann unzerlegbar, wenn ihr Betrag eine Primzahl ist.

Satz 4.6. Sei R ein Hauptidealbereich. Fiir ein 0 # a € R sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) a ist irreduzibel,
(i) (a) ist ein maximales Ideal.

Beweis. (1) = (ii): Sei (a) € (b) € R ein Ideal mit b € R. Da a € (b) existiert
ein ¢ € R mit a = be. Nun folgt wegen der Irreduzibilitdt von a, dass b € R* oder
c € R*. Dies ist dquivalent zu (b) = R oder (a) = (b). Daher ist (a) ein maximales
Ideal.
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(ii) = (i): Sei a = be mit b,c € R. Nun gilt (a) C (b) C R. Da (a) ein maximales
Ideal ist, folgt (a) = (b) oder (b) = R. Gilt (b) = R, dann ist b € R*, dadann 1 € (b).
Sonst ist (a) = (b), und es gilt nach 4.3 (vi) ¢ € R*. Damit ist a irreduzibel. O

Definition 4.7. Sei R ein Integritatsbereich. Eine Folge von Elementen (a,),ey mit
a, € R\ {0} heiit Teilerkette, wenn fiir alle n € N a,,11|a, gilt. Man sagt, in R gilt
der Teilerkettensatz, wenn jede Teilerkette (a,)nen stationdr wird, d.h. es gibt ein
ng € N mit a,, ~ a,,;1 fiir n > ny.

Beispiel 4.8. In Z gilt der Teilerkettensatz. Sei (a,)nen eine Teilerkette in Z. Die
Menge {|a,|: n € N} besitzt ein kleinstes Element |a,,|. Da |a,11| < |a,| fiir alle
n € N gilt, folgt a, ~ a,.1 fiir n > nyg.

Satz 4.9. In R gelte der Teilerkettensatz. Dann ldsst sich jedes Element 0 # a €
R\ R* als Produkt a = by - - - b, mit endlich vielen irreduziblen Elementen b1, ..., b,
darstellen (das Produkt ist nicht notwendigerweise eindeutig).

Beweis. Sei 0 # a € R\ R* ein beliebiges Element. Angenommen a ldsst sich nicht
als Produkt von endlich vielen irreduziblen Elementen schreiben. Wir definieren
induktiv ein Kette von Elementen (a,)neny mit a,.1|an, a, 7% any1 und a, ldsst sich
fiir alle n € N nicht als Produkt von endlich vielen irreduziblen Elementen schreiben.
Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass in R der Teilerkettensatz gilt.
Fiir n = 0 setze ag = a. Sei n > 0 und die Kette ag, ..., a, bereits konstruiert.
a, kann nicht irreduzibel sein, also existieren 0 # b, ¢ € R\ R* mit a,, = bc. Wegen
der Wahl von a,, konnen b und c¢ sich nicht beide als Produkt von endlich vielen
irreduziblen Elementen schreiben lassen. Lésst sich etwa b nicht so schreiben, dann
setze a, 41 = b. Die so konstruierte Folge (a,)nen wiirde also nicht stationér werden.
Dies zeigt die Behauptung. O

Satz 4.10. Sei R ein Hauptidealbereich. Dann gilt in R der Teilerkettensatz.

Beweis. Sei (ay,)nen eine Teilerkette in R. Da a,,1]a, fiir alle n € N gilt, folgt
(ap) C (a1) ... C (ay) C ...

Sei I = |J,,en(@n). Dann ist I ein Ideal, insbesondere ein Hauptideal. Also existiert
ein b € R mit I = (b). Sei ng so gewéhlt, dass b € (ay,,) gilt. Dann ist (a,) = (an+1)
fiir n > ng und somit a,, ~ a,41 fiir n > nyg. O

Nun fithren wir den Begriff eines Primelements ein.

Definition 4.11. Sei R ein Integritétsbereich und 0 # p € R\ R*. Das Element p
heifit ein Primelement, wenn fiir alle a,b € R mit p|ab folgt, dass p|a oder p|b gilt.

Lemma 4.12. Sei R ein Integritdtsbereich und 0 # p € R\ R*. Dann gilt:
(i) p ist genau dann ein Primelement, wenn (p) ein Primideal ist.
(ii) Ist p ein Primelement, so ist p irreduzibel.

Beweis. Zu (i): Dies folgt direkt aus den Definitionen von Primelement und Prim-
ideal.
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Zu (ii): Sei p ein Primelement und p = ab fiir a,b € R. Da plab gilt, folgt pla
oder plb. Gelte etwa p|a, dann existiert ein ¢ € R mit pc = a. Somit folgt aus
p = ab = pcb, dass 1 = ¢b gilt. Also ist b € R*. Damit ist p irreduzibel. O

Bemerkung 4.13. Sei R ein Integritédtsbereich. Dann gelten folgende Regeln:

(i) Seien p,q € R, p ein Primelement und p ~ ¢, dann ist ¢ ist ein Primelement.
(ii) Sind p, ¢ € R Primelemente mit p|q, dann gilt p ~ gq.
(iii) Ist p € R ein Primelement mit pla; - - - a,, dann gilt pla; fir ein i €
{1,...,n}.
In Hauptidealbereichen (wie z.B. Z) sind die Begriffe Primelement und irredu-
zibles Element dquivalent:

Satz 4.14. Sei R ein Hauptidealbereich, 0 # p € R\ R*. Dann sind folgende
Aussagen aquivalent:

(i) p ist ein Primelement,
(ii) p ist irreduzibel,
(iii) (p) ist ein maximales Ideal.

Beweis. In 4.12 und 4.6 wurde bereits (i) = (ii) und (ii) < (iii) bewiesen. Es bleibt
zu zeigen, dass (iii) = (i) gilt. Ist (p) ein maximales Ideal, so ist (p) ein Primideal
nach 3.16. Aus 4.12 (i) folgt die Behauptung. O

Lemma 4.15. Sei R ein Integritétsbereich und 0 # a € R. Seien a = py -+ p,, =
q1 - - - qn zwei Darstellungen von a als Produkt von Primelementen. Dann gilt:

(i) m=n.

(ii) Nach einer geeigneten Umnummerierung gilt p; ~ g;.

Die Darstellung von Primelementen ist also im Wesentlichen eindeutig.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch eine Induktion nach [ = min{m,n}. O.E. ist
[=m.

Fiir [ = 1 folgt wegen p1|q; - - - ¢n, dass py|¢; fir ein i € {1,...,n} und somit nach
4.13 py ~ q;, etwa q; = ep; fir ein ¢ € R*. Aulerdem gilt nach Kiirzen durch py,
dass 1 =eqy - ¢;_1¢i11 - - qn- Also gilt n = 1 und damit die Behauptung.

Sei nun [ > 1. Es gilt p,|q1 - - - ¢, und daher wieder p,,|q; fiir ein i € {1,... ,n}.
Sei 0.E. ©« = n und daher p,, ~ q,, etwa ¢, = ep,, fiir ein € € R*. Nach Kiirzen gilt
D1 Pme1 = €q1 - Gn—1 mit min{m — 1,n — 1} < [. Nach der Induktionsannahme
gilt m — 1 =n — 1, also m = n. Nach einer geeigneten Nummerierung gilt p; ~ ¢;
fire=1,...,n—1. O

Definition 4.16. Sei R ein Integritdtsbereich. R heifit faktoriell, wenn sich jedes
Element 0 # a € R\ R* als endliches Produkt von Primelementen schreiben ldsst.
(Diese Darstellung ist wegen 4.15 im Wesentlichen eindeutig.)

Bemerkung 4.17. Sei R ein faktorieller Ring, 0 # a € R und P ein Vertretersystem
der Primelemente von R. Dann besitzt a die eindeutige Darstellung

a=¢ Hpvp(a)

peEP
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mit ¢ € R*, vy(a) € N und fast allen v,(a) = 0.
Korollar 4.18. Sei R ein Hauptidealbereich, dann ist R faktoriell.

Beweis. Dies folgt aus 4.9, 4.10, 4.14 und 4.15. 0

Beispiel 4.19. In faktoriellen Ringen sind die Primelemente genau die irreduziblen
Elemente. Das die Unterscheidung zwischen Primelementen und irreduziblen Ele-
menten notwendig ist, zeigt folgendes Beispiel.

D={a+0biv5:a,beZ}CC

ist ein Unterring, wie man leicht nachrechnet. Insbesondere ist D ein Integritétsbe-
reich. Definiere

N(a+biv5) = |a + biv5|* = a* + b?5.
Dann gilt offenbar
N(zy) = N(z)N(y) fir z,y € D.

Daher ist N: D — (Z, -) ein Monoidhomomorphismus. Dann ist x € D* dquivalent
zu N(z) =1 < x = £1. Es folgt auch, dass N(a) < N(b) fiir einen echten Teiler a
von b gilt. Man {iberlegt sich leicht, dass jedes Element von D sich als Produkt von
irreduziblen Elementen darstellen lisst, da in D der Teilerkettensatz gilt (analog zu
4.8). Aber nicht jedes irreduzible Element ist ein Primelement. Betrachte 2 € D.
Aus 2 = zy folgt 4 = N(z)N(y). Es kann nie N(z) = 2 bzw. N(y) = 2 gelten. Also
ist N(x) =1, N(y) =4 oder N(z) =4, N(y) = 1. Daher muss = oder y eine Einheit
sein und somit ist 2 irreduzibel. Nun ist

(14+iv5)(1—ivB) =1+5=2-3,
also teilt 2 die linke Seite. Aber 2 teilt nicht (14 4v/5). Aus
(1+iV5) =2 -z mitz € D
folgt 6 = 4N(x), was nicht sein kann. Also ist 2 kein Primelement. Insbesondere

kann D nicht faktoriell sein.

Definition 4.20. Ein Integritétsbereich R zusammen mit einer Abbildung §: R\{0}
— N heifit ein euklidischer Ring, wenn fiir alle Elemente a,b € R mit b # 0 Elemente
q,7 € R existieren mit

(i) a=qb+r,

(ii) 7 = 0 oder 6(r) < 4(b).
Die Abbildung 6 wird mit Grad- oder Normabbildung von R bezeichnet.
Beispiel 4.21. Betrachte:

(i) Z bildet zusammen mit der Betragsfunktion | - | einen euklidischen Ring.
(ii) Jeder Korper ist aus trivialen Griinden ein euklidischer Ring.
(iii) Wir werden in einem spéteren Abschnitt sehen, dass der Polynomring K[ X]|
iiber einem Korper K ein euklidischer Ring ist.
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(iv) Der Unterring
G=Z+iZ={a+bi:abeZ} CC

der komplexen Zahlen ist ein euklidischer Ring (Ubungsaufgabe). Dieser
Ring heif3t der Ring der ganzen Gaufsschen Zahlen.
Satz 4.22. Sei R ein euklidischer Ring. Dann ist R ein Hauptidealbereich. Insbe-
sondere gilt:
R ist ein Korper

= R ist ein euklidischer Ring
= R ist ein Hauptidealbereich
= R ist ein faktorieller Ring
= R ist ein Integritétsbereich.

Beweis. Sei o die Gradabbildung und I C R ein beliebiges Ideal. Ist I = (0), so
ist I ein Hauptideal. Sei also I # (0). Definiere m = min{d(a): a € I,a # 0} und
0 # a € I mit 6(a) = m. Behauptung: I = (a). Es gilt immer (a) C I. Sei nun
0 # b € I. Dann existieren ¢,7 € R mit b =qa +r und r = 0 oder 0 < 6(r) < 6(a).
Dar =b—qa € [ folgt wegen der Wahl von a, dass = 0 und b = qga € (a) gilt. O

Die Umkehrungen in dem Satz sind alle falsch. Z ist ein euklidischer Ring, aber
kein Korper. Es gibt Hauptidealbereiche, die nicht euklidisch sind (wird in dieser
Vorlesung nicht behandelt). Wir werden spéter beweisen, dass Z[X] faktoriell, aber
kein Hauptidealbereich ist. Schliefllich ist Z[v/—5] ein Integrititsbereich, der kein
faktorieller Ring ist (s.0.).

Definition 4.23. Sei R ein Integritidtsbereich. Seien ay,...,a, € R.
(i) d € R heifit grofiter gemeinsamer Teiler von ay, . .., a,, wenn gilt:
(a) dla; firi=1,...,n.
(b) Ist e € R mit ela; fiir i = 1,...,n, so gilt e|d.
Wir schreiben dann ggT(ay, ..., a,) fur d.
(ii) v € R heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches von ay, . . ., a,, wenn gilt:
(a) a;|v firi=1,...,n.
(b) Ist u € R mit a;|u fiir i = 1,...,n, so gilt v|u.
Wir schreiben dann kgV(ay,...,a,) fiir v.
Bemerkung 4.24. ggT(ay,...,a,) und kgV(ay,...,a,) sind bis auf Assoziiertheit
cindeutig (Ubungsaufgabe). a, b heiBen teilerfremd, wenn ggT(a,b) = 1 gilt.
Satz 4.25. Sei R ein faktorieller Ring, a4, ...,a, € R\ {0}, P ein Vertretersystem
der Primelemente von R und

a; = ein“P(“i) firi=1,...,n
peEP
die Primfaktorzerlegungen von ay, ..., a,. Dann existieren ggT und kgV und es gilt

ggT(al, C. 7a1’L> = H pmin(vp(al) »»»» vp(an))7

peEP
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kgV(a/l, e 7an) = H pmax(vp(al) """ Up(an))‘

Beweis. Man beachte, dass fiir

vp(a) vp (b)
[T ]»

peEP peEP

vp(a) < v,(b) fiir alle p € P gelten muss. Nun folgt die Behauptung. O

Satz 4.26. Sei R ein Hauptidealbereich und aq,...,a, € R. Ist d der ggT von
ai, ..., an,, so gilt (d) = (ay,...,a,). Insbesondere sind a,b € R genau dann teiler-
fremd, wenn R = (a,b) gilt.

Beweis. Da d|a; gilt, folgt (d) D (a;) fiir alle i. Daher (d) D (ay,...,a,). Nun ist R
ein Hauptidealbereich, also gilt (a4, ...,a,) = (¢) fir ein ¢ € R. Dann ist aber auch
¢ ein Teiler aller a;. Aus der Definition des ggT folgt, dass c|d. Dann ist

(C) = (ah e 7an) - (d) - (C)’
also (d) = (ay,...,an). O

Der Satz besagt insbesondere, dass der gg'T' d sich darstellen lasst als d = rya; +
...+ rpa, fiir r; € R. In euklidischen Ringen existiert ein einfacher Algorithmus,
den ggT zu berechnen und um letztere Darstellung zu gewinnen.

Satz 4.27. (Euklidischer Algorithmus) Sei R ein euklidischer Ring mit Gradabbil-
dung 4. Fiir Elemente a,b € R\ {0} betrachte man die Folge zg,2;,... € R, die
induktiv gegeben ist durch:

der Rest der Division von z;_; durch z;, falls z; # 0,
Zig1 =
o 0 sonst.

Dann gibt es einen kleinsten Index n € N mit z,,; = 0. Fiir dieses n gilt 2z, =
ggT(a,b).

Beweis. Nach der Definition der Folge (z;);eny hat man fiir ¢ > 0 und unter der
Voraussetzung z; # 0 eine Gleichung der Form

Zi—1 = @iz t Ziy1 mit (5(Zi+1) < (S(ZZ) oder Ziy1 = 0.

Die Folge §(z;) ist fiir i > 0 und z; # 0 streng monoton fallend. Daher hat die Menge
N ={d(z): z; # 0} ein Minimum und es kann nur endlich viele z; # 0 geben. Sei n
minimal mit z,.; = 0.

Behauptung: z, teilt z; fiir 0 <7 < n. Wir beweisen die Behauptung durch eine
Induktion nach n — 7. Fiir n — 1 folgt dies aus der Gleichung z, 1 = ¢,2,. Sei die
Aussage fiir n — i gezeigt. Aus der Gleichung

Zn—i—1 = Qn—iZn—i T Zn—it+1



54 2. RINGTHEORIE

folgt aus der Induktionsannahme z,,|z,_;+1 und 2,|z,—;, dass z,|z,_;_1. Insbesondere
gilt z,|20 = a und z,|z; = b.

Sei ¢ € R mit ¢|a und ¢|b. Wir zeigen durch eine Induktion nach i, dass c|z; gilt.
Insbesondere c|z, und es folgt 2z, = ggT(a,b). Fir ¢ = 0 und i = 1 gilt ¢|z; nach
Voraussetzung. Sei nun ¢ > 1. Wegen der Gleichung

Zi—1 = Qi%i + Zit1
und der Induktionsannahme gilt ¢|z;. 0
Bemerkung 4.28. Mit dem ggT(a,b) hat man in der Situation von 4.27 auch den
kgV(a,b) bestimmt, da
ab = ggT(a,b)kgV(a,b)
gilt.
Beispiel 4.29. Durch den Beweis des Satzes 4.27 lésst sich eine explizite Darstellung

des ggT’s durch a und b gewinnen. Man muss lediglich die Gleichungen “riickwérts”
auflosen. Wir berechnen als Beispiel ggT(705,423) in Z. Es gilt:

zo0= T705= 1-4234 282

21 = 423 = 1-282+ 141

29 = 282= 2-14140

Dann ist
ggT(705,423) = 141
1-423 —1-282
= 1-423—1-(1-705—1-423)
= 2-423 —1-705
Als Anwendung des euklidischen Algorithmus kénnen wir Einheiten in Rest-

klassenringen bestimmen. Zunéchst beweisen wir ein Kriterium, wann eine Zahl ein
multiplikatives Inverses besitzt.

Satz 4.30. Sei R ein Hauptidealbereich und a,u € R. Genau dann ist @ € R/(u)
eine Einheit, wenn a und u teilerfremd sind.

Beweis. Seien a,u teilerfremd. Dann existieren b,v € R mit 1 = ba 4+ uv. Dann gilt
aber ba = 1 in R/(u).

Sei umgekehrt @ eine Einheit in R/(u). Dann existiert ein b € R mit ba = 1.
Daher existiert ein v € R mit

1 —ba=uv <& 1=ba+ uv.
Somit ist ggT(a,u) = 1 und a, u sind teilerfremd. O

In euklidischen Ringen konnen wir dieses Kriterium mittels des euklidischen
Algorithmus testen, da wir einfach

geT(a,b)=x-a+y-b

bestimmen miissen. Insbesondere ist nun m € Z/(n) genau dann eine Einheit, wenn
ggT(m,n) =1 gilt.
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Eine weitere Anwendung ist die Bestimmung aller Losungen in einem System si-
multaner Kongruenzen (siehe chinesischer Restsatz). Dort mussten wir gerade Dar-
stellungen der Form 1 = 2m + yn fiir teilerfremde Zahlen m,n € Z finden.

5. Polynomringe

Alle Ringe in diesem Abschnitt sind kommutativ. In der linearen Algebra wurde
schon der Polynomring K[X] iiber einem Korper K betrachtet. Seine Elemente
haben die Form

ao+a1X+~--+anX"

mit a; € K und den {iblichen Rechenregeln. Zwei Polynome sind genau dann gleich,
wenn ihre Koeffizienten iibereinstimmen. Es ist aber nicht offensichtlich, dass solch
ein Ring iiberhaupt existiert. Wir werden uns daher zun&chst mit der Frage der
Existenz des Polynomrings beschéftigen, bevor wir seine Eigenschaften studieren.
Hierbei werden wir auch direkt den Koeffizientenkorper durch einen beliebigen kom-
mutativen Ring R ersetzen. Die Idee der folgenden Konstruktion ist es, den Poly-
nomring iiber seine Koeffizienten zu definieren.

Konstruktion 5.1. Sei
RN die Menge aller Folgen (a,) = (ag,a,...), a, € R.
Definiere auf RY die Addition
(@n) + (bn) = (an + by),

d.h. zwei Folgen werden komponentenweise addiert. Dann ist (RY, +) eine abelsche
Gruppe mit Nullelement 0 = (0). Definiere die Multiplikation

(an) - (bn) = (cn)

n
Cp = E a;bp_;.
i=0

Die Multiplikation ist kommutativ, da

n n n
E aib,—; = E bp—ia; = E bin—;.
i=0 i=0 i=0

mit

Sie ist assoziativ, denn

((an)(bn))(cn) = (Z a;by—j)(cn) = (Z(Z a;bi—j)cn—i),
’ (Z a;bi—j)en—i = Z aj(Z bi—jCn—i) = Z aj(z bicn—i—;)

und

(3" a3 bieaics)) = (@) (Ba)(en).

§=0 i=0
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Das neutrale Element der Multiplikation ist (1,0,0,...) und man rechnet leicht die
Distributivgesetze nach.

Satz 5.2. RY ist mit der in 5.1 definierten Addition und Multiplikation ein kom-
mutativer Ring. Die Abbildung
R — RN, a (a,0,0,...)

ist ein Monomorphismus. Insbesondere kann R als Unterring von RN aufgefasst
werden und man schreibt fiir das Element (a, 0,0, ...) auch einfach a.

Beweis. Nur der Monomorphismus bleibt zu zeigen und dies folgt leicht. O

Der Ring RY ist noch nicht der gesuchte Polynomring. Zum Beispiel enthélt er
das Element

(1,1,1,...)
mit unendlich vielen Folgengliedern ungleich Null. Wenn diese Folgenglieder den Ko-

effizienten eines Polynoms entsprechen sollen, dann diirfen nur endlich viele ungleich
Null sein. Daher definieren wir:

Definition 5.3. Sei
R™ = {(a,): a, = 0 fiir fast alle n}.
(Fast alle heiit hier: alle bis auf endlich viele.)

Satz 5.4. R™ ist ein Unterring von RN und R ein Unterring von R™.
Bemerkung 5.5. Sei
X =(0,1,0,0,...) € R,
Dann gilt:
X?=1(0,0,1,0,0,...), X*>=(0,0,0,1,0,0,...),...

Jedes Element (a,) € R™ hat dann eine eindeutige Darstellung als

(an) = Z an X",

n

wobei die Summe wohldefiniert ist, da nur endlich viele a,, ungleich 0 sind. Somit
sind zwei Polynome genau dann gleich, wenn ihre Koeffizienten iibereinstimmen. Es
ist iiblich, diese Darstellung auch fiir Elemente von RY zu iibernehmen.

Definition 5.6. Wir definieren:

(i) Der Ring R™ heiBt der Polynomring diber R in der Unbestimmten X . Seine
Elemente heifien Polynome iiber R in X. Man schreibt fiir R™) auch R[X].
In der Darstellung ) a,X™ eines Polynoms heifien die Elemente a,, die
Koeffizienten des Polynoms.

(ii) Der Ring RN heifit der Ring der formalen Potenzreihen diber R in der
Unbestimmten X . Seine Elemente heiflen formale Potenzreihen iiber R in
X. Man schreibt fiir RN auch R[|X]].
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Bemerkung 5.7. Die Konstruktion eines Polynomrings kann man iterieren. Z.B.
kann man so den Polynomring (R[X])[Y] in zwei Unbestimmten erhalten. Eine ande-
re Moglichkeit ist es, N sinnvoll durch N” zu ersetzen. Dies spielt in dieser Vorlesung
jedoch keine Rolle. Im Folgenden untersuchen wir den Ring R[X].

Beachte, dass fiir zwei Polynome f = ) a,X" und ¢ = > 0,X" nun wie
gewohnt gerechnet werden kann, d.h.

f +9= Z(an + bn)Xn7
f-g= Z(Z aibn—i) X"
n =0
Definition 5.8. Sei R ein Ring und f = ) _ya, X" € R[X]. Ist f # 0, dann
heiit die Zahl grad(f) = max{n: a, # 0} der Grad von f. Das Element agaqa(s) =
Leit(f) heiit der Leitkoeffizient von f. f heiflt normiert, wenn Leit(f) = 1. Fiir das
Nullpolynom 0 definiert man grad(0) = —oo.

Bemerkung 5.9. Seien f,g € R[X], grad(f) = m, grad(g) = n, a,, = Leit(f) und
b, = Leit(g). Dann gilt:
(i) grad(f+g) < max{grad(f),grad(g)}. Es gilt Gleichheit genau dann, wenn
(a) grad(f) # grad(g),
(b) oder f =g =0,
(c) oder grad(f) = grad(g) und a,, + b, # 0.
(ii) grad(fg) < grad(f) + grad(g). Es gilt Gleichheit genau dann, wenn
(a) f=0oder g =0,
(b) oder f # 0, g # 0 und a,,b, # 0 (z.B. in einem Integritatsbereich).
Satz 5.10. Sei R ein Ring. Dann ist R[X] genau dann ein Integritéatsbereich, wenn
R ein Integritétsbereich ist. In diesem Falle ist (R[X])* = R*.

Beweis. Ist R ein Integritétsbereich und 0 # f,g € R[X]. Dann gilt nach 5.9,
dass grad(fg) = grad(f) + grad(g) # —oo und daher fg # 0. Also ist R[X] ein
Integritatsbereich. Ist umgekehrt R[X] ein Integritéitsring, so ist dies auch R als ein
Unterring von R[X].

Man beachte, dass fiir ein 0 # f € R[X] genau dann grad(f) = 0 gilt, wenn f €
R. Es gilt immer R* C (R[X])*. Sei nun f € (R[X])*. Dann ist f # 0 und es existiert
ein 0 # g € R[X] mit 1 = fg. Also 0 = grad(1) = grad(fg) = grad(f) + grad(g).
Somit ist grad(f) = grad(g) = 0 und daher f, g € R, speziell f,g € R*. O
Beispiel 5.11. Ist R kein Integritétsbereich, so ist der Satz falsch. Betrachte f =
92X + 1 € Z/AZ[X]. Dann gilt f2 = 1.
Satz 5.12. (Division mit Rest) Sei R ein Ring, f, g € R[X], g # 0 und Leit(g) € R*.
Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome ¢, € R[X]| mit

(i) f=qg+r,
(ii) grad(r) < grad(g).

Beweis. Existenz: Ist f = 0, so setze ¢ = r = 0. Sei nun f # 0. Wir beweisen den
Satz durch eine Induktion nach grad(f).
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Sei grad(f) = 0. Ist grad(g) = 0, so gilt ¢ € R*. Dann kénnen wir ¢ = g~ f und
r = 0 wéhlen und erhalten f = gg. Ist grad(g) > 0, dann sind ¢ = 0 und r = f die
gesuchten Elemente mit f = 0g + r.

Sei nun grad(f) > 0. Im Falle grad(f) < grad(g), kann wieder ¢ = 0 und r = f
gewdhlt werden. Betrachte also grad(f) > grad(g). Sei m = grad(f), n = grad(g),

@y, = Leit(f) und b, = Leit(g). Definiere
¢ = b, anX™ " und f1 = f — qg.
Dann ist grad(f;) < grad(f). Nach der Induktionsannahme existieren gq, 7 € R[X]
mit f — q19 = fi = g9 + r und grad(r) < grad(g). Somit gilt
f=(@+a@)g+r
Waéhle nun ¢ = q; + ¢o.
Eindeutigkeit: Sei
f=aqg+ri = qog+ ry mit grad(ry), grad(ry) < grad(g),

also (q1 — q2)g = ro — r1. Es gilt grad(ry — r1) < max{grad(r), grad(r2)} < grad(g).
Auf der anderen Seite ist grad((¢1 — ¢2)g) = grad(q; — ¢2) +grad(g), da Leit(g) € R*
und somit

grad(g) + grad(q; — ¢2) = grad(ry — 1) < grad(g).
Dies ist nur fiir ¢; = ¢» und r; = r9 moglich. Dies zeigt die Eindeutigkeit. O
Korollar 5.13. Sei K ein Korper. Dann ist K[ X] zusammen mit der Abbildung grad
ein euklidischer Ring. Insbesondere ist K[X]| ein Hauptidealbereich und faktoriell.

Beispiel 5.14. Die Bestimmung von ¢ und r bei der Division mit Rest ist gerade
die aus der Schule bekannte Polynomdivision. Zum Beispiel:

(X' + X2 +X +1) (X2 1) =X2+2(=q)
—(X* = X?)
2X* +X +1
— (2Xx? —2)
X +3(=r)

Satz 5.15. (Die universelle Figenschaft des Polynomrings) Seien R und S Ringe,
p: R — S ein Ringhomomorphismus und z € S. Dann gibt es einen eindeutig
bestimmten Ringhomomorphismus ®: R[X] — S mit

(i) <I>|R = ¢,
(il) (X) = =.

Beweis. Eindeutigkeit: Existiert ® und ist
f=)Y a,X" € R[X],

so gilt

(1) = 3 0(a)e(X)" = 3 plan)"
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L

(1) = (1) =1,
da ¢ ein Ringhomorphismus ist. Sei f =) a,X" und g =) b,X". Dann gilt

o(f +g) = Zsoame 2" —Z( (an) + ¢(bn))z"
—Zcpanz —i—Zg@ (f)+ @(g)

Existenz: Definiere

Es gilt

und

ZQO Zaz n— z = Z(Z Qp(ai)wwn—i))zn
= Zwaz Zso = O(f) - 2(9).

Beispiele 5.16. Betrachte:

(i) Sei R ein Unterring eines Rings S, ¢: R — S die Inklusion und b € S.
Das Bild von R[X] unter ® bezeichnet man dann mit R[b]. Fiir f € R[X]
heifit f(b) := ®(f) der Wert von f an der Stelle b. Man sagt auch, dass
R[b] aus R durch Adjunktion des Elements b und f(b) durch Substitution
des Elements b entsteht.

Insbesondere ist damit erklart, was der Wert f(b) eines Polynoms f €
R[X] an der Stelle b € R ist. Gilt f(b) = 0, dann heift b eine Nullstelle von
f (in R). Somit ist b genau dann eine Nullstelle von f, wenn f im Kern
des Einsetzungshomomorphismus

RIX] — R, [+ f(b)

ist.

Die Abbildung
p: RIX] — ADb(R, R), [ — ¢y mit (b)) = f(b)

ist ein Ringhomomorphismus (Vorsicht: ¢ ist i.A. kein Ringhomomorphis-
mus von R). Jedes Polynom induziert somit eine polynomiale Abbildung.
Diese ist i.A. nicht injektiv. Ist zum Beispiel R = Fy, so ist pox11 = 1.

(ii) Sei p: R — S ein Ringhomomorphismus. Es gibt genau einen Ringhomo-
morphismus

©: RIX] — S[X], Y an X" > p(a,)X
Man kann zeigen, dass dieser injektiv ist, wenn ¢ injektiv ist. Ist also
insbesondere R ein Unterring von S, so kann R[X] als Unterring von S[X]|
aufgefasst werden.
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Satz 5.17. Sei R ein Ring, I C R ein Ideal und I das von I in R[X] erzeugte Ideal.
Dann gilt:

(i) INR=1
(ii) RIX]/T = (R/I)[X].

(iii) I ist genau dann ein Primideal in R[X], wenn I ein Primideal in R ist.

Beweis. Zuniichst iiberlege man sich, dass I gerade die Menge der Polynome aus
R[X] ist, deren Koeffizienten zu I gehéren. Dann folgt direkt I N R = 1.

Sei p: R — R/I der kanonische Epimorphismus. Nach 5.15 existiert ein Epi-
morphismus ®: R[X| — (R/I)[X] mit ®(X) = X und ®r = ¢. Genau dann
ist ®(f) = 0, wenn die Koeffizienten zu I gehéren. Somit Ker(®) = I. Aus dem
Homomorphiesatz folgt (ii). SchlieBlich folgt (iii) aus folgenden Aquivalenzen:

I Primideal < R/I Integritétsbereich

& (R/1)[X] = R[X]/I Integritiitsbereich < I Primideal.
0

Satz 5.18. Sei R ein Ring und 0 # f € R[X]. Dann ist b € R genau dann eine
Nullstelle von f, wenn (X — b)|f in R[X].

Beweis. Gilt (X —b)|f, soist f = (X —b)g. Also f(b) = (b—b)g = 0. Sei nun b eine
Nullstelle von f. Teile f mit Division mit Rest durch X — b. Dann existieren ¢,r €
R[X]| mit f = ¢q- (X —b)+r und grad(r) < 0. Es gilt 0 = f(b) = q(b)-0+1(b) = r(b)
und daher r = 0, da 0 # r € R ein Widerspruch geben wiirde. Also gilt (X —b)|f. O

Satz 5.19. Sei R ein Integritdtsbereich und 0 # f € R[X] ein Polynom vom Grad
n. Dann besitzt f hochstens n Nullstellen in R.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch eine Induktion nach grad(f). Ist grad(f) =
0, so ist f € R und f kann keine Nullstellen besitzen. Sei nun grad(f) > 0. Falls f
keine Nullstelle besitzt, ist nichts zu zeigen. Sei also b eine Nullstelle von f. Nach
5.18 gilt f = (X — b)g fiir ein ¢ € R[X]| mit grad(g) = grad(f) — 1. Nach der
Induktionsannahme hat g hochstens n — 1 Nullstellen in R. Da &’ genau dann eine
Nullstelle von f ist, wenn &’ eine Nullstelle von (X —b) oder von g ist, hat f hochstens
n — 1+ 1 = n Nullstellen. O

Korollar 5.20. Sei R ein Integritatsbereich und 0 # f € R[X] ein Polynom vom
Grad n. Dann ist f durch seine Werte auf n + 1 verschiedenen Elementen von R
eindeutig bestimmt.

Beweis. Seien f,g € R[X]| vom Grad < n, die auf n + 1 verschiedenen Elementen
von R iibereinstimmen. Das Polynom f — g hat den Grad < n und mindestens n+ 1
Nullstellen. Daher muss es das Nullpolynom sein und es folgt f = g. 0



6. FAKTORIELLE POLYNOMRINGE: DER SATZ VON GAUSS 61

6. Faktorielle Polynomringe: Der Satz von Gauf3

In diesem Abschnitt ist R stets ein kommutativer Ring. Es ist leicht Primele-
mente und irreduzible Elemente von R in R[X] zu verstehen.
Satz 6.1. Sei R ein Integritéitsbereich und a € R.
(i) Genau dann ist a ein Primelement in R, wenn a ein Primelement in R[X]
ist.
(ii) Genau dann ist a irreduzibel in R, wenn a irreduzibel in R[X] ist.
(iii) Ist der Ring R[X] faktoriell, dann ist auch R faktoriell.

Beweis. (i): Die Aussage ist dquivalent zu aR ist genau dann ein Primideal in R,
wenn aR[X] ein Primideal in R[X] ist. Dies wurde in 5.17 bewiesen.
(ii): Dies folgt aus Gradgriinden, da jeder Teiler von a den Grad 0 haben muss.
(iii): Dies folgt aus (i) und aus Gradgriinden. O
Ziel dieses Abschnitts ist es, die Umkehrung von (iii) zu beweisen, also:

Satz 6.2. (Gauf$) Sei R ein faktorieller Ring, dann ist auch der Polynomring R[X]
faktoriell.

Lemma 6.3. Sei R ein faktorieller Ring, P ein Représentantensystem der Prim-
elemente von R. Dann besitzt jedes Element 0 # » = § € Q(R) eine eindeutige

Darstellung
€r =¢ H pUp(:B)
peEP

mit € € R*, v,(x) € Z und fast alle v,(x) = 0. Insbesondere ist x € R genau dann,
wenn alle v,(z) € N.

Beweis. Existenz: Sei
a =&, H P und b= ¢, H por®
peEP peEP
mit e,,&, € R*, v,(a), v,(b) € N und fast alle v,(a) = 0 bzw. v,(b) = 0. Dann ist
€Tr = gagb_l Hpvp(a)_vp(b)‘
peEP
O.E. kann angenommen werden, dass immer v,(a) = 0 oder v,(b) = 0 gilt.
Eindeutigkeit: Sei
=g H pv;(x)

peP
eine weitere Darstellung. Definiere

c= H p"®@ und d = H p @,
pEP, vy, ()20 PEP, vy, (2)<0

Dann ist z = £, also ad = cb. Wegen der Wahl von a, b, ¢, d und der Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung in R folgt nun @ = ¢ und b = d und damit die Behauptung. [

Definition 6.4. Sei R ein faktorieller Ring, P ein Représentantensystem der Prim-
elemente von R und 0 # f = > a, X" € Q(R)[X]. Dann definieren wir:
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(i) vp(f) = min{vy(a,): a, # 0}.
(i) I(f) = [lep p*Y) heit der Inhalt von f. Dieser Ausdruck ist definiert,
aber abhéngig von P.
(iii) f heiBt primitiv, wenn I(f) € R* (d.h. f € R[X] und der ggT der Koeffi-
zienten ist 1).
Beispiel 6.5. Fiir normierte Polynome f € R[X] gilt, dass f primitiv ist.
Ist g = 2X? + 6 € Z[X], dann ist v2(g) = 1,v3(9) = 0 und v,(g) = 0 fiir alle
Primzahlen p # 2, 3.
Lemma 6.6. Sei R ein faktorieller Ring und P ein Repréisentantensystem der Prim-
elemente von R.
(i) Sei a € Q(R) und f € Q(R)[X]. Dann ist I(af) = I(a)I(f) = eal(f) fiir
eine € R*. Ist a = Hpep p?(@) 5o kann € = 1 gewihlt werden.
(i) Sei 0 # f € Q(R)[X]. Dann gibt es ein g € R[X], I(g) =1 und f = I(f)g.
(iii) Sei f € R[X] irreduzibel und grad(f) > 0. Dann ist f primitiv.
(iv) Sei f € R[X] primitiv und in Q(R)[X] irreduzibel. Dann ist f in R[X]
irreduzibel.

Beweis. Zu (i): Sei f = >
vp(a) + vp(f). Somit ist

[(af) — Hpvp(af) — Hp”p(a) Hp”p(f) — sa](f)

peEP peEP peEP

a,X". Dann ist v,(af) = min{v,(aa,): a, # 0} =

neN

fiir ein € € R*. Ist a = Hpep p’»(@) 5o kann € = 1 gewihlt werden.

Zu (ii): Sei g = I(f)~'f. Dann ist f = I(f)g. Ferner I(g) = I(f)'I(f)=1€ R*
und somit ist g € R[X] und primitiv.

Sei f =3, enan X" Esist v,(I(f)'a,) > 0 fiir alle p € P, also ist g € R[X].

Zu (iii): Nach (ii) ist f = I(f)g und g € R[X] primitiv. Aulerdem grad(g) =
grad(f) > 0. Da f irreduzibel ist, muss I(f) € (R[X])* gelten. Dann ist I(f) € R*
und somit f primitiv.

Zu (iv): Sei f = gh mit g,h € R[X]. Da f irreduzibel iiber Q(R)[X] ist, muss
g € Q(R)\ {0} oder h € Q(R) \ {0} gelten. Sei etwa g € Q(R) \ {0}. Dann ist
egl(h) = I(gh) =1(f) € R*. Da I(h) € R gilt, folgt g € R*. Dies war zu zeigen. [

Beispiel 6.7. Sei f(X) = 2X, also I(f) = 2. Dann ist f in Q[X] irreduzibel, aber
nicht in Z[X], da hier 2 keine Einheit ist.

Lemma 6.8. (Gaufl) Sei R ein faktorieller Ring und P ein Repriisentantensystem
der Primelemente von R. Seien 0 # f, g € Q(R)[X]. Dann gilt:

I(fg) = I(F)1(g)-

Beweis. Sei f = I(f)fi und g = I(g)g1 mit fi,¢1 € R[X] primitiv und I(f;) =
I(g1) = 1. Dann ist
fg=1()1(g)fio

und damit

I(fg) = I())1(g)I(fr91)
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Es geniigt zu zeigen, dass I(f1g;) = 1 gilt. Wir kénnen also o. E. annehmen, dass
f,g€ R[X]und I(f)=1(g9) =1 gilt.

Dann ist zu zeigen, dass fiir alle p € P gilt v,(fg) = 0. Sei p € P fest gewihlt,
grad(f) = m, grad(g) =n

m n m+n
= Z%‘Xi,g = ijXj,fg = Z crXE.
=0 j=0 k=0

Es ist z. z., dass ein k € {0,...,m + n} existiert mit v,(c;) = 0, d.h p { ¢x. Da
I(f) = 1, existiert ein maximales r € {0,...,n} mit p teilt nicht a,. Wéhle analog

s € {0,...,m} maximal mit p teilt nicht bs. Dann ist
Crys = Z a;bj = a,bs + Z Aryibs—i + Z Ar—ibs -
i+j=r+s >0 >0

Fiir ¢ > 0 gilt pla,4:bs—;, da pla,.;. Fur i < 0 gilt pla,_;bs1i, da plbss;. Da aber p
nicht a,.bs teilt (p ist ein Primelement), folgt, dass p nicht ¢, teilt. Dies zeigt die
Behauptung. OJ

Korollar 6.9. Sei R ein faktorieller Ring. Seien 0 # f € R[X] mit grad(f) > 0.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist irreduzibel in R[X],

(ii) f ist irreduzibel in Q(R)[X] und f ist primitiv.

Beweis. (ii) = (i): Dies wurde in 6.6 gezeigt.
(i) = (ii): Nach 6.6 ist f primitiv. Insbesondere gilt I(f) € R*. Sei nun f = gh
mit g, h € Q(R)[X]. Dann folgt I(f) = I(g)I(h). Somit ist
I(f)™'f = 1(9)"'gI(h)™"h.
Da I(f)"'f irreduzibel in R[X] und I(g)~'g, I(h)~'h € R[X] gilt, folgt 0.E., dass
I(g) g € (RIX]) = ", also g € (QUR)X])" = Q(R) \ {0}, )

Korollar 6.10. Sei R ein faktorieller Ring. Seien 0 # f,¢g € R[X], f primitiv,
h € Q(R)[X] und g = fh. Dann gilt h € R[X]. D. h. teilt f ein Element ¢ in
Q(R)[X], dann teilt f das Element ¢ in R[X].

Beweis. Es ist I(g) = I(f)I(h). Da f primitiv ist, gilt I(f) € R*. Also I(h) =
I(f)"'I(g) € R und daher h € R[X]. O

Beweis. (Beweis des Satzes von Gaul) Sei R ein faktorieller Ring, 0 # f € R[X]
R*. Der Ring Q(R)[X] ist ein euklidischer Ring, also faktoriell. Somit existieren

fiy- oy fo € Q(R)[X] irreduzibel mit f = fi--- f,. Sei ¢ = [\, I(f;) und f; =
I(f;)~'f;. Dann folgt

I(f) =1, fieRX], f=c]]fimitc=1I(f)€R.
i=1

Also ist ¢ ist ein Produkt von Primelementen von R, die auch Primelemente von

R[X] sind (siehe 6.1).
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f; ist primitiv und irreduzibel in Q(R)[X]. Nach 6.9 sind f; irreduzibel in R[X].
Es bleibt folgende Behauptung zu zeigen: Ist f € R[X] irreduzibel und primitiv,
dann ist f ein Primelement.

Sei g,h € R[X]| mit f|gh in R[X]. Insbesondere gilt f|gh in Q(R)[X]. Da f
irreduzibel in Q(R)[X] ist folgt, dass f ein Primelement in Q(R)[X] ist. Somit f|g
oder f|h in Q(R)[X]. Da f primitiv ist, folgt aus 6.10, dass f|g oder f|h in R[X].
Also ist f ein Primelement in R[X]. O

Beispiel 6.11. Betrachte:

(i) Sei K ein Korper. Dann ist K[X] faktoriell. Dies war schon bekannt aus
der Tatsache, dass K|[X]| ein Hauptidealbereich ist.
(ii) Z[X] ist faktoriell, aber kein Hauptidealbereich.

7. Irreduzibilitidtskriterien

Auch in diesem Abschnitt sei R stets ein kommutativer Ring. Wir werden Kri-
terien entwickeln, wann Polynome z.B. iiber Q[X] bzw. Z[X] irreduzibel sind.
Beispiel 7.1. Sei f = X3+aX?+bX +c € Z[X]. Dann ist f genau dann irreduzibel
in Q[X], wenn f keine Nullstelle in Z hat:

Beweis. Es gilt:
f irreduzibel in Q[X] < f irreduzibel in Z[X], da f primitiv

Ferner ist f reduzibel in Z[X] genau dann, wenn es g, h € Z[X]| gibt, f = gh, mit
grad(g) = 1 und grad(h) = 2, also f wegen g eine Nullstelle in Z hat. O

Problem: Welche Polynome sind irreduzibel in R[X] (bzw. in Q(R)[X])? Teilt
man durch den Inhalt, so kann o.E. angenommen werden, dass die Polynome primitiv
sind.

Satz 7.2. (Eisensteinsches Irreduzibilititskriterium) Sei R ein faktorieller Ring, 0 #
f=>",aX" € RX] primitiv, grad(f) = n > 0. Weiter sei p € R ein Primelement
mit p{ a,, pla; firi =0,...,n—1, p?{ ag. Dann ist f irreduzibel in R[X] und somit
auch in Q(R)[X].

Beweis. Angenommen f = gh mit g = > /¢ b X", h =" ¢; X', grad(g) = n, und
grad(h) = ny,. O.E. gilt ng,nj, > 0, da f primitiv ist. (Wére etwa n, = 0, so wiirde
aus I(g)I(h) = I(f) € R* folgen, dass g € R").

Da plag = boco, folgt p|by oder p|cy. Sei 0.E. p|cy. Dann kann nicht p|by gelten, da
sonst p?|ag ein Widerspruch wire. Da p { a, = by, ¢y, folgt, dass p{b,, und ptc,,.

Sei nun 7 = min{j: pt¢;}. Es gilt 0 <r <n;, <n =ny, + n,. Betrachte

r
Ay = boCT + E biCT,i.
=1

Es gilt p 1 boc, und p|b;c,_; fiir i = 1,...r wegen der Wahl von r. Somit gilt p 1 a,..
Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, da 0 < r < n. 0

Beispiel 7.3. Sei p eine Primzahl, dann ist X™ — p irreduzibel in Z[X].
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Lemma 7.4. Sei R ein Integritatsbereich. Dann gilt:

(i) Sei ¢: R — R ein Automorphismus und a € R. Dann ist a irreduzibel
genau dann, wenn @(a) irreduzibel ist.

(ii) Sei a € R und € € R*. Dann ist die Abbildung ¢: R[X] — R[X], f(X) —
f(eX + a) ein Automorphismus. Insbesondere ist f(X) irreduzibel genau
dann, wenn f(¢X + a) irreduzibel ist.

Beweis. Zu (i): Trivial.
Zu (ii): Man sieht leicht, dass ¢ ein Homomorphismus ist. Die Abbildung
Y: RIX] — RIX], f(X)— f(e7(X —a))
ist die Umkehrabbildung zu ¢. Somit ist ¢ ein Automorphismus. 0

Beispiel 7.5. Behauptung: Sei p eine Primzahl, dann ist f(X) = i:_& X% irredu-
zibel in Z[X].

Die Behauptung ist dquivalent zu: f(X + 1) = Y77/ (X + 1) ist irreduzibel in
Z1X]. Esgilt (X —1)f(X)=XP—1. Alsoist Xf(X+1) = (X +1)”— 1 und somit

PE NS ;Ll@)Xi:”Z( p )X

X X 1+ 1

i=0
Nun sieht man, dass f(X + 1) irreduzibel nach dem Eisensteinkriterium ist.
Satz 7.6. (Reduktionsmethode) Sei R faktoriell, 0 # f = > ja; X" primitiv,

grad(f) = n, P C R ein Primideal, a,, ¢ P, R=R/P und f =Y ;@ X' € R[X]
mit @; = a; + P. Wenn f irreduzibel in R[X] ist, so folgt, dass f irreduzibel in

Q(R)[X] und R[X] ist.
Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass f irreduzibel in R[X] ist.

Angenommen: f = gh mit g,h € R[X], grad(g) > 0 und grad(h) > 0. (Es kann
wieder grad(g) = 0 bzw. grad(h) = 0 ausgeschlossen werden, da f primitiv ist.) Der
kanonische Epimorphismus €: R — R induziert einen Epimorphismus

£ RIX] > R[X], D biX'— > X'

Da nach Voraussetzung @, # 0 gilt folgt, dass grad(f) = grad(f) > 1. Es ist

grad(g) < grad(g) und grad(h) < grad(h). Da

grad(f) = grad(g) + grad(h) > grad(g) + grad(h) = grad(f) = grad(f),

folgt grad(g) = grad(g) und grad(h) = grad(h). Dann ist f = gh reduzibel ein
Widerspruch zur Voraussetzung. U

Beispiel 7.7. Problem: Ist f = X* + 3X + 1 irreduzibel in Q[X] bzw. Z[X]?

Betrachte Reduktion mod 2, also f = X* + X + 1 in Fy[X].

X und X + 1 sind die einzig moglichen Linearfaktoren in Fy[X]. Da f(0) =
f(1) =1, besitzt f keine Linearfaktoren.

X2 X?+ X, X?+1und X%+ X + 1 sind die einzigen moglichen quadratischen
Polynome. Keines von diesen teilt f (ausrechnen).

Also ist f irreduzibel in Fo[X] und somit f irreduzibel in Z[X].
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8. *Zahlbereichserweiterungen

Dieser Abschnitt ist eine Ergénzung zu dem Kapitel Ringtheorie. Zahlbereichser-
weiterungen von (N, +) nach (Z, +) oder (Z, +, -) nach (Q, +, -) sind aus der Schule
bekannt. In der Vorlesung und in den Ubungen wurden eine Reihe von Resultaten
bzgl. dieser Erweiterungen bewiesen. In diesem Abschnitt werden diese Resultate
zusammengefasst um sie einheitlich darzustellen.

Zuerst betrachten wir die Erweiterung von (N, +) nach (Z,+). Diese ist ein
Spezialfall folgender Konstruktion:

Konstruktion 8.1 (Gruppenkomplettierung). Sei (M, -) ein kommutativer Monoid.
Definiere G(M) = M x M/ ~, wobei ~ folgende Relation ist:

(ay1,b1) ~ (ag,by) < Es gibt ein ¢ € M mit ayboc = agbyc.

Man {iberlegt sich leicht, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Wir bezeichnen die
Aquivalenzklasse von (a,b) mit [a,b]. Definiere auf G(M) die Verkniipfung

[a1;b1] : [a27b2] = [al - ag, by - b?]-

Bemerkung 8.2. Diese Konstruktion wird auch in der Schule fiir die Einfithrung
von (Z, +) benutzt. Hier wird Z {iber ein Haben-Soll-Modell eingefiihrt: Das Gesamt-
guthaben wird aus einem Paar (a, b) natiirlicher Zahlen als Differenz a — b errechnet.
Diese Paare entsprechen den Elementen von Z, wobei zwei Paare (a1, b;) und (asg, bs)
miteinander identifiziert werden, wenn a; — by = ay — by gilt. (Man {iberlege sich,
warum dies dquivalent zu 8.1 ist.)

Nun gilt:
Satz 8.3. Sei (M, ) ein kommutativer Monoid. Dann gilt:

(i) (G(M),-) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element e, e]. Die
Gruppe G(M) heiit die Gruppenkomplettierung von M.
(ii) Die Abbildung tpr: M — G(M), a — [a, €] ist ein Monoidhomomorphis-

mus.
Beweis. Siehe 7. Ubung. U

Bemerkung 8.4. 1), ist injektiv, wenn in M die “Kiirzungsregel” gilt. (Dies ist
z.B. in N der Fall.)

Die Konstruktion G(M) erfiillt natiirlich eine universelle Eigenschaft:

Satz 8.5 (Universelle Eigenschaft der Gruppenkomplettierung). Sei M ein kommu-
tativer Monoid.

(i) Sei G eine Gruppe und ¢: M — G ein Monoidhomomorphismus. Zeigen
Sie, dass genau ein Gruppenhomomorphismus @: G(M) — G existiert mit
Y =polLy.

(ii) G(M) ist durch die universelle Eigenschaft eindeutig bestimmt. Das heifit,
ist H eine weitere Gruppe, fiir die ein Gruppenhomomorphismus jy;: M
— H existiert, so dass fiir alle Gruppenhomomorphismen ¢: M — G
genau ein Gruppenhomomorphismus p: H — G mit ¢ = P o j,, existiert,
dann ist H isomorph zu G(M).
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Beweis. Siche 7. Ubung. O

Bemerkung 8.6. Man sieht nun leicht, dass G((N, +)) = (Z, +). Da vy injektiv ist,
kann N mit seinem Bild in G((N, +)) identifiziert werden und die Gruppenkomplet-
tierung entspricht in diesem Falle also wirklich der natiirlichen Zahlbereichserweite-
rung von (N, +) nach (Z, +).

Nun wenden wir uns der Erweiterung von (Z, +, -) nach (Q, +, -) zu. Der direkte
Weg wurde in 3.8 behandelt. Dort wurde der Quotientenkorper eines Integritétsbe-
reichs eingefiihrt. Dieser ist Spezialfall folgender allgemeineren Konstruktion:
Konstruktion 8.7. Eine Teilmenge S eines kommutativen Rings R heifit multipli-
kativ abgeschlossen, wenn 1 € S und fiir alle a,b € S auch ab € S gilt. ((.S, -) ist also
ein Untermonoid von (R, -).) Sei nun S eine multiplikativ abgeschlossene Menge von
R. Wir definieren auf der Menge {(a,b): a € R, b € S} die Aquivalenzrelation:

(CLl, bl) ~ (CLQ, bg) < Es glbt ein s € S mit (llbgs = a2b18.
Die Aquivalenzklasse von (a,b) wird mit § und die Menge der Aquivalenzklassen
mit Rg bezeichnet. Definiere eine Addition und Multiplikation auf Rg wie folgt:
ap Gz _ G102 a1, G2 _ abs + asby
by by biby by by b1bo

Nun zeigt man wieder, dass die Relation wirklich eine Aquivalenzrelation und die
Verkniipfungen wohldefiniert sind.

Satz 8.8. Sei R ein kommutativer Ring und S C R eine multiplikativ abgeschlossene
Menge von R, dann gilt:

(i) Rs ist ein kommutativer Ring. Dieser Ring heifit der Quotientenring von
R bzgl. S.
(ii) Die Abbildung tg: R — Rg, a + ¢ ist ein Ringhomomorphismus. Dieser
ist genau dann injektiv, wenn S keine Nullteiler enthélt.
(iii) Ist R ein Integritédtsbereich und S = R\ {0}, dann ist Rg gleich der
Quotientenkorper von R.

Beweis. Siehe 8. Ubung. O

Satz 8.9 (Universelle Eigenschaft des Quotientenrings). Sei R ein kommutativer
Ring und S C R eine multiplikativ abgeschlossene Menge von R. Dann gilt:
(i) Zu jedem Ringhomomorphismus ¢: R — R’ mit ¢(S5) C (R')* existiert
genau ein Ringhomomorphismus @: Rg — R mit ¢ = pog
(ii) Rg ist durch die universelle Eigenschaft eindeutig bestimmt. Das heif}t, ist
T ein weiterer Ring, fiir den
(a) ein Ringhomomorphismus jr: R — T existiert, so dass jr(S) C T*
und
(b) fur alle Ringhomomorphismen ¢: R — R’ mit ¢(S) C (R')* existiert
genau ein Ringhomomorphismus @: T — R’ mit ¢ = P o jg,
dann ist 7" isomorph zu Rg.

Beweis. Siehe 9. Ubung. U
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Die Konstruktion von Rg ist ein sehr niitzliches Hilfsmittel in der kommutativen
Algebra und algebraischen Geometrie.

Beispiele 8.10. Sei R ein kommutativer Ring.

(i) Sei a ein Nichtnullteiler von R. Dann ist S = {a™: n € N} eine multipli-
kativ abgeschlossene Menge von R. Der Ring Rg wird dann auch mit R,
bezeichnet und es gilt R, = {X: b€ R, n € N}.

(ii) Sei P C R ein Primideal. Die Menge Menge S = {a € R\ P} ist multipli-
kativ abgeschlossen. Der Ring Rg wird dann auch mit Rp bezeichnet. Der
Ring Rp hat die Eigenschaft, dass er genau ein maximales Ideal besitzt.
Dieses Ideal ist gerade das von P erzeugte Ideal in Rp. (Beachte, dass alle
Elemente a ¢ P invertierbar in Rp sind.) Ringe mit nur einem maximalen

Ideal werden lokale Ringe genannt. Rp heifit die Lokalisierung von R an
der Stelle P.



KAPITEL 3

Korpertheorie

1. Algebraische Korpererweiterungen

Betrachte den Korper C. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt jedes
nicht konstante Polynom f € C[X] eine Nullstelle. Dies gilt dann erst recht fir
Polynome aus Q[X]|, R[X] bzw. fir K[X], wenn K C C ein beliebiger Unterkorper
von C ist.

Ist nun K ein beliebiger Korper und f € K[X] nicht konstant, so ist nicht
offensichtlich, dass ein Korper K C L existiert, so dass f dort eine Nullstelle besitzt.
Ziel ist es, einen solchen Korper zu finden. Zunéchst erkldaren wir den Begriff eines
Homomorphismus.

Definition 1.1. Seien K, L Korper. Eine Abbildung ¢: K — L heifit ein Korper-
homomorphismus (Homomorphismus), wenn ¢ ein Ringhomomorphismus ist.

Lemma 1.2. Sei ¢p: K — L ein Homomorphismus von Kérpern. Dann ist ¢ injek-
tiv. Insbesondere kann K als Unterkorper von L aufgefasst werden.

Beweis. Ker(yp) ist ein Ideal, dass wegen ¢(1) = 1 nicht K ist. Da K nur die Ideale
{0} und K besitzt, muss Ker(¢) = {0} gelten. Daher ist ¢ injektiv. O

Definition 1.3. Sei L ein Kérper und K ein Teilkorper. Dann heifit das Paar K C L
eine Korpererweiterung. Man schreibt hierfiir L/ K.

Nun kénnen wir Nullstellen fiir beliebige nicht konstante Polynome f € K[X] in
einem geeigneten Erweiterungskorper finden.
Satz 1.4. Sei K ein Korper und 0 # f € K[X] mit grad(f) > 0 (d.h. f ist nicht

konstant). Dann gibt es eine Kérpererweiterung L/K und ein a € L mit f(a) = 0.
Ist f irreduzibel, so kann L = K[X]/(f) gewéhlt werden.

Beweis. Ist f nicht irreduzibel, so wihle einen irreduziblen Faktor von f.

Also kann o.E. angenommen werden, dass f irreduzibel ist. Dann ist (f) ein
maximales Ideal, da K[X] ein Hauptidealbereich ist, und L = K[X]/(f) ein Korper.
Man bilde die Komposition von Abbildungen

K — K[X] = K[X]/(f) = L,

wobei ¢ der kanonische Epimorphismus ist. Die resultierende Abbildung K — L ist
injektiv und wir konnen L als Erweiterungskorper von K auffassen, indem wir K
mit seinem Bild in L identifizieren. Sei nun a = e(X). Ist f = > b, X' € K[X],
dann gilt

fla) = Z ba' = 5(2 b; X" =e(f) = 0.
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D.h. a ist Nullstelle von f in L. O

Nun hat f auf jeden Fall eine Nullstelle in dem Korper L. Indem das Verfahren
auf die Teiler von f angewendet wird, erhélt man:

Korollar 1.5. Sei K ein Kérper und 0 # f € K[X] mit grad(f) > 0. Dann gibt
es eine Korpererweiterung L/K, so dass f in L grad(f) viele Nullstellen besitzt.
Insbesondere zerfillt f in L[X] in Linearfaktoren, d.h. es gibt ay, ..., agaa(y) € L
mit
f=X—=a)- (X = agaqp))-
Bemerkung 1.6. Sei f € K[X] irreduzibel. In 1.4 wurde der Korper L als K[X]/f
und a = (X)) mit
e K[X]—L X—X=a
gewahlt. Beachte, dass fiir ein ¢ € K[X] gilt €(¢9(X)) = g(a). Die Struktur von L
wird durch f bestimmt. Ist 0.E. f normiert und f = X" +a, 1 X" 1 +---+a; X +ao,
dann gilt gerade
(¥) a" = —(ap_1a"" + -+ aja+ ag).
Die Elemente von L lassen sich wie folgt beschreiben: Sei g € K[X]. Dividiere g durch
f mit Rest und erhalte g = ¢f +r mit grad(r) < grad(f). Dann ist (g) = e(r) € L.
Sind andererseits r,s € K[X] mit grad(r),grad(s) < grad(f) und s # r, so ist
e(r) # €(s). Elemente von L lassen sich also eindeutig durch Polynome vom Grad
kleiner als grad(f) beschreiben, indem man das Element a “einsetzt”. Die Abbildung

K" — La (bnfl, e ,bo) —> bnflanfl 4+ 4 bO

ist bijektiv und K-linear. Damit ist L als K-Vektorraum beschrieben. In L wird nun
auf folgende Weise multipliziert. Hat man zwei Elemente b,_;a" ' + --- + by und
Cpn_1a™ 1 + -+ + ¢y, dann wird die Multiplikation wie gewohnt ausgefiihrt und dann
die Potenzen a™ mit m > n durch (%) sukzessive ersetzt.

Inverse Elemente lassen sich auch durch f bestimmen. Sei 0 # b, _ja" ! + -+ +
bo € L. Betrachte g = b, 1 X" ' +---+ b X + by € K[X]. Da f irreduzibel ist, sind
f und g teilerfremd. Daher existieren u,v € K[X] mit

1 =uf+vg.
Die Restklasse ¢(v) € L ist dann das inverse Element zu b, _1a" ' + -+ + by = £(g).

Nun betrachten wir die umgekehrte Situation. Ist eine Korpererweiterung L/K

vorgegeben und @ in L. Dann stellt sich die Frage, wann a Nullstelle eines Elements
f € K[X] ist.
Definition 1.7. Sei L/K eine Korpererweiterung. Ein Element a € L heiit algebra-
isch iiber K, wenn ein 0 # f € K[X] existiert mit f(a) = 0. Falls a nicht algebraisch
ist, so heifit a transzendent iiber K. Die Korpererweiterung L/K heiit algebraisch,
wenn jedes Element a € L algebraisch iiber K ist.

Beispiel 1.8. Sei L/K eine Korpererweiterung.
(i) Alle Elemente a € K sind algebraisch iiber K, da fir f(X) = X — a gilt

f(a) =0,
(ii) Ist K = Q und L = C, so ist v/2 algebraisch und e transzendent iiber K.
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(iii) Die Korpererweiterung C/R ist algebraisch. Jede Komplexe Zahl a + bi,
a,b € R ist Nullstelle von X? — 2aX + a? 4+ b* € R[X].

(iv) R/Q ist nicht algebraisch. Wir wissen, dass R nicht abzéhlbar ist. Hingegen
ist die Menge

A={z€C: f(z) =0firein f € QX], f # 0}

der algebraischen Zahlen abzihlbar: Q ist abziéhlbar. Daher auch Q1.
Letztere Menge lésst sich bijektiv auf die Menge aller Polynome vom Grad
< n abbilden, indem man (a, . ..,a,) € Q"™ das Polynom ag+- - - +a, X"
zuordnet. Als abzéhlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen ist daher Q[X]|
abzahlbar. Jedes Polynom 0 # f € Q[X] hat nur endlich viele Nullstellen.
Daher ist A als Vereinigung abzéhlbarer vieler endlicher Mengen selber
abzahlbar.
Satz 1.9. Sei L/K eine Korpererweiterung und M C L.
(i) Es existiert ein kleinster Teilkorper L' C L mit
(a) K C L/,
(b) M C L.
Dieser wird mit K (M) bezeichnet.
(ii) Es existiert ein kleinster Ring R C L mit
(a) K CR,
(b) M C R.
Dieser wird mit K [M] bezeichnet.
Ist M = {a,...,a,} so schreiben wir auch K(ay,...,a,) bzw. Klay,...,ay].

L = N U

M,KCUCL Koérper

Beweis. Definiere

und
R= (1 U
M,KCUCL Ring
Dann erfiillen L’ und U die Behauptungen. U

Bemerkung 1.10. Speziell in der Situation M = {a} gilt
Kla] ={bp+bia+---+ba":neN, b€ K}
und K (a) ist der Quotientenkorper von K|a| in L. Diese Objekte sind uns schon
bekannt.
Nun kénnen wir algebraische Elemente auf verschiedene Weisen charakterisieren.

Satz 1.11. Sei L/K eine Korpererweiterung, a € L und ¢: K[X] — L, g — g(a)
der Einsetzungshomomorphismus. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) a ist algebraisch iiber K.

i)  ist nicht injektiv.
) K|a] ist ein Korper.
)

Kla] = K(a).

(i
(iii

(iv
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(v) Ker(y) wird von einem irreduziblen normierten Polynom f, € K[X] er-
zeugt und dieses ist das eindeutig bestimmte normierte Polynom kleinsten
Grades mit f(a) = 0.

Beweis. Das Bild von ¢ ist auf jeden Fall als Unterring von L ein Integritidtsbereich.
Daher ist Ker(y) immer ein Primideal.

(i) < (ii): Ergibt sich aus der Definition eines algebraischen Elements.

(i)« (iii): Genau dann ist ¢ nicht injektiv, wenn Ker(yp) # {0}. Also Ker(p) =
(f) und f ein Primelement. Da K[X]| ein Hauptidealbereich ist, ist f irreduzibel
und daher Ker(y) ein maximales Ideal. Daher ist K[a] = K[X]|/Ker(p) ein Korper.

(ii) < (v): Dies ist mit bewiesen worden bewiesen, wenn man noch fordert, dass
f normiert ist. Eindeutigkeit: Ist g ein Polynom mit g(a) = 0, dann ist g € Ker(y)
und daher gilt g = fq fiir ein ¢ € K[X]. Also ist grad(g) > grad(f) und fl|g. Gilt
grad(g) = grad(f), soist ¢ € K. Ist g auch normiert, so muss ¢ = 1 und daher f =g
gelten.

(ili)«< (iv): Dies folgt aus 1.9. O

Definition 1.12. Sei L/K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch tiber K.
Das Polynom f, aus 1.11 heifit das Minimalpolynom von a iiber K.

Beispiel 1.13. Betrachte:

(i) X%+ 1 ist das Minimalpolynom von i € C iiber R.
(ii) X? — 2 ist das Minimalpolynom von v/2 € R iiber Q.
(iii) Ist f € K[X] irreduzibel, L = K[X]/(f), dann ist f das Minimalpolynom
von der Restklasse von X in L (siche 1.4).
Sei L/K eine Korpererweiterung. Dann definieren die Addition und die Multi-
plikation eine K-Vektorraumstruktur auf L.

Definition 1.14. Sei L/K eine Korpererweiterung. Die K-Vektorraumdimension
dimg (L) = [L: K] heiBt der Grad von L iiber K. Die Korpererweiterung heift
endlich oder unendlich, je nachdem ob [L: K| endlich oder unendlich ist.

Beispiel 1.15. Betrachte:

(i) Es gilt L = K genau dann, wenn [L: K| = 1.

(ii) Esist [C: R] = 2. Eine Basis ist durch 1,4 gegeben.
Satz 1.16. Sei L/K eine Korpererweiterung, a € L algebraisch iiber K und das
Minimalpolynom f, besitze den Grad n. Die Substitution X — a induziert einen
Isomorphismus K[X]/(f,) & K[a] = K(a). Die Potenzen 1,q,...,a" " bilden eine
K-Basis von K(a). Insbesondere ist K(a)/K eine endliche Korpererweiterung mit
[K(a): K] =n.

Beweis. Dies folgt aus dem Beweis in 1.11. Es gilt K(a) = K + Ka + -+ + Ka" L.

Wir zeigen nur noch, dass 1,a,...,a" ! linear unabhéngig iiber K sind (siche auch
1.6). Wiéren 1,a,...,a" ! linear abhéingig, so wiirden b; € K existieren mit
n—1



1. ALGEBRAISCHE KORPERERWEITERUNGEN 73

Definiere g = 3270 b;X* € K[X]. Dann gilt g(a) = 0 und grad(g) < n = grad(f,).
Dies ist ein Widerspruch, da f, das Minimalpolynom von a ist. 0

Beispiel 1.17. Betrachte die Korpererweiterung R/Q. Sei p eine Primzahl und
0 # n € N. Dann ist nach dem Eisensteinschen Kriterium das Polynom f = X™ —p
irreduzibel und somit das Minimalpolynom von {/p. Daher ist {/p algebraisch mit
[Q(1/p): Q] = n. Insbesondere kann R/Q nicht endlich sein.

Satz 1.18. Seien L/K und M /L Koérpererweiterungen. Dann gilt die Gradformel:
[M: K|=[M: L|[L: K].

Beweis. Sei [M: L] < cound [L: K| < co. Wihle eine L-Vektorraumbasis vy, . . . , v,
von M und eine K-Vektorraumbasis wy,...,ws von L. Wir behaupten, dass v;wj,
1=1,...,r,5=1,...,s eine K-Vektorraumbasis von M ist. Daraus folgt dann die
Gradformel.

Sei x € M. Dann existieren [; € L mit z = Z:Zl liv;. Fiir jedes [; gibt es a;; € K
mit [; = >, a;;w;. Dann folgt

j=1
r s
r = E E Q35 W;0;

i=1 j=1
und somit sind die Elemente v;w; ein K-Vektorraumerzeugendensystem von M /K.
Seien b;; € K mit
0= Z Z bijviwj = Z(Z bijwj)vi.
i=1 j=1 i=1 j=1

Da die v; linear unabhéngig iiber L sind, folgt fir¢=1,...,r

i b,»jwj = 0.
j=1

Da die w; linear unabhéngig iiber K sind, folgt fiir s = 1,...,rund j = 1,...,s5,
dass b;; = 0 gilt. Also sind die Elemente v;w; linear unabhéngig und sie bilden somit
eine K-Basis von M.

Wir haben dariiber hinaus gezeigt, dass mit [M: L] > m und [L: K] > n folgt,
dass [M: K] > mn. Ist also [M : L] = oo oder [L: K] = oo, dann ist auch [M: K] =
00. UJ
Korollar 1.19. Seien L/K, M /L Koérpererweiterungen und [M : K| endlich. Dann
ist [L: K] endlich und [L: K]|[M: K].

Korollar 1.20. Seien L/K, M /L Kérpererweiterungen und [M : K| eine Primzahl.
Dann ist L = M oder L = K.
Beispiel 1.21. Esist [Q(v/3): Q] = 2. Also besitzt Q(v/3)/Q keine Zwischenkérper.
Definition 1.22. Sei L/K eine Kérpererweiterung.

(i) L/K heiit endlich erzeugt, wenn ay, ..., a, € L existieren mit

L=K(ay,...,a,).
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(ii) L/K heifit eine einfache Kérpererweiterung, wenn ein a € L existiert mit
L =K(a).
Bemerkung 1.23. Es gilt immer:

K(ay,...,a,) = Q(Klay,...,a,)).

Satz 1.24. Sei L/K eine Korpererweiterung. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(i) [L: K] < oo (d.h. L/K ist endlich),
(ii) L/K ist algebraisch und L/K ist endlich erzeugt.
Beweis. (i)=(ii): Ist L/K endlich, so existieren ay,...,a, € L mit
L=FKa +---+ Ka,.
Es folgt direkt, dass L = K(ay,...,a,) endlich erzeugt ist.
Ist nun a € L beliebig, dann gilt nach der Gradformel [K(a): K| < oco. Dann ist
a algebraisch iiber K nach 1.11.
(ii)=-(i): Seien ay,...,a, € L mit L = K(ay,...,a,). Fir alle i ist
K((Il,. .. ,CI,Z')/K(CLl,. .. ,ai_l)
einfach und algebraisch, da a; bereits algebraisch iiber K ist. Daher gilt
[K(ay,...,a;): K(ai,...,a;-1)] =n; < 0.

Nun beweist man durch eine einfache Induktion

[L: K] :Hni < 00.

Daher ist L/K endlich. O

Korollar 1.25. Jede endliche Korpererweiterung ist algebraisch.

Bemerkung 1.26. Aus einer endlich erzeugten Korpererweiterungen L/K folgt
nicht, dass L/K endlich ist. Betrachte etwa Q(e)/Q. Es gibt algebraische Korperer-
weiterungen, die nicht endlich sind.

Satz 1.27. Sei L/K eine Korpererweiterung. Definiere
K ={a € L: a algebraisch iiber K}.
Dann ist K ein Korper. Dieser heiBt der algebraische Abschluss von K in L.

Beweis. Seien a,b € K und b # 0. Behauptung: a — b,ab~' € K. Daraus folgt dann,
dass K ein Korper ist.

Es gilt a — b,ab™! € K(a,b). Wir zeigen, dass K (a,b)/K algebraisch ist. Daraus
folgt die Behauptung. Es geniigt zu zeigen, dass [K(a,b) : K] < oo gilt.

Da a algebraisch tiber K ist, gilt [K(a) : K] < co. Sei g € K[X]| das Minimalpo-
lynom von b iiber K. Es gilt g(b) = 0. Ferner ist g € K(a)[X]. Also ist b algebraisch
tiber K(a). Sei f € K(a)[X] das Minimalpolynom von b iiber K(a). Wir wissen,
dass flg in K(a)[X]. Daher gilt

[K(a,b): K(a)] < [K(): K] < o0
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Nach der Gradformel folgt
[K(a,b) : K] =[K(a,b) : K(a)][K(a): K] < .

Beispiel 1.28. Sei etwa
Q = {a € C: a algebraisch iiber Q}.

Es ist Q/Q algebraisch. Aber [Q: Q] = 0o, da etwa fiir eine Primzahl p und 0 # n €
N immer /p € Q mit [Q(/p): Q] = n gilt.
Die Eigenschaft “Algebraisch” ist transitiv.
Satz 1.29. Seien M/L und L/K Korpererweiterungen. Dann sind folgende Aussa-
gen dquivalent:
(i) M/K ist algebraisch,
(i) M/L und L/K sind algebraisch.

Beweis. Ist M /K ist algebraisch, so folgt direkt, dass M/L und L/K algebraisch
sind.

Seien nun M /L und L/K algebraisch. Wéhle a € M beliebig. Da a algebraisch
iiber L ist, existiert ein Polynom 0 # f ="  a;X* € L[X] mit f(a) = 0. Dann ist
a bereits iiber dem Korper K(ayo, ... ,a,) algebraisch. Daraus folgt

(K (ag, ... ,an,a): K(ag,...,a,)] < oc.
Da L/K algebraisch ist, sind die Elemente a; algebraisch tiber K. Eine Induktion
nach n zeigt
[K(ag,...,an) : K] < oco.
Nach der Gradformel gilt nun
[K(ag,...,an,a): K| =[K(ag,...,an,a): K(ag,...,a,)][K(ag,...,a,): K] < oo,

alsoist K (ao, . .., an,a) algebraisch iiber K. Dies bedeutet speziell, dass a algebraisch
iiber K ist. 0

2. Zerfiallungskorper und endliche Korper

Ist K ein Koérper und f € K[X] ein nicht konstantes Polynom, so existiert
wegen 1.4 ein Koérper L/ K, iiber dem f in Linearfaktoren zerfillt: Zerfallt f nicht in
K[X], so erweitern wir K durch Adjunktion von Nullstellen von f. Dieses Verfahren
muss hochstens grad(f) mal angewendet werden, um den Koérper L zu finden. Sind

ai,...,a, die verschiedenen Nullstellen von f, so zerfillt f schon tiber K (aq,...,a,).
Jeder K umfassende Teilkorper von L, iiber dem f in Linearfaktoren zerfallt, muss
K(aq,...,a,) enthalten. Somit ist dies der kleinste K umfassende Teilkorper von L,

iiber dem f in Linearfaktoren zerfallt. Dies motiviert folgende Definition:

Definition 2.1. Sei K ein Koérper und f € K[X] mit grad(f) > 0. Ein Erwei-
terungskorper L von K heilt Zerfdllungskorper von f (iiber K), wenn folgendes
gilt:

(i) f zerféllt iiber L vollstdndig in Linearfaktoren.
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(ii) Die Korpererweiterung L/K wird von den Nullstellen von f erzeugt.
Zerfallungskorper sind daher endliche Korpererweiterungen iiber dem Grund-
korper.
Beispiel 2.2.
(i) Sei f=X*—1=(X—-1)(X?+X+1) € QX]. Dann hat f die Nullstellen
1, a = (1+13v2)/2 und b = a?. Damit ist b € Q[a] und f zerfillt iiber
Q[a] in Linearfaktoren. )
Diesem Beispiel liegt folgende Uberlegung zugrunde: Ist g € K[X] ein
Polynom mit grad(g) = 2 und ist ¢ eine Nullstelle von g, dann muss g iiber
K|[c] in Linearfaktoren zerfallen.
(ii) Sei g = X® — 2. Dieses Polynom ist irreduzibel iiber Q (z.B. Eisenstein-
kriterium anwenden). v/2 ist eine Nullstelle von g. Definiere K = Q[v/2].
Dann gilt [K : Q] = 3. Aber K ist nicht der Zerfallungskoérper von g, da
K C R und g die nicht reellen Nullstellen ¢ = V2a und d = /20 besitzt
(a und b wie in (i)). Sei g = (X — ¥/2)h. Dann hat h € K[X] den Grad 2
und wenn wir L = Kla] setzen, so zerfillt g iber L in Linearfaktoren. Es
ist [L : K] = 2 und daher [L : Q] = 6.
Zerfallungskorper existieren immer, wie wir uns schon iiberlegt haben. Nun stellt
sich die Frage, ob ein Zerfallungskorper eindeutig bestimmt ist.
Definition 2.3. Seien L/K, L'/ K Korpererweiterungen und ¢: L — L' ein Korper-
homomorphismus. ¢ heifit ein K-Homomorphismus, wenn ¢ eine Fortsetzung der
Identitdt von K ist, d. h. p g = idg.
Bemerkung 2.4. Ein K-Homomorphismus ist also ein Ringhomomorphismus ¢: L
— L/, der gleichzeitig eine K-lineare Abbildung im Sinne der linearen Algebra ist.
Satz 2.5. Sei f € K[X] ein irreduzibles Polynom tiber K. Seien a, b Nullstellen von
f in Erweiterungskoérpern von K. Dann gibt es genau einen Korperisomorphismus
v: K(a) — K(b) mit
(i) p(a) = 0.
Beweis. Sei e: K[X] — K(a),h(X) — h(a) der Einsetzungshomomorphismus. Da
a algebraisch iiber K ist, folgt K(a) = K|a] und daher ist € surjektiv. Da K[X] ein
Hauptidealbereich ist, folgt Ker(e) = (f), da f irreduzibel ist. Nach dem Isomor-
phiesatz induziert € einen Isomorphismus

p1: K[X]/(f) — K(a), h(X)+ (f(X))— h(a).
Analog gibt es einen Isomorphismus
pa: K[X]/(f) — K(b),  h(X)+ (f(X)) = h(b).
Definiere den Isomorphismus
p =200 K(a) — K(b).
Da
Pk = idg, Yok = idg
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gilt, folgt | x = idg. Ferner ist
pla) = p20 91 (a) = pa(X + (f)) =b.

Sei A ein weiterer solcher Isomorphismus. Ist z € K(a) = Kla],z = _ ¢;a* mit
¢; € K, dann folgt

M) = A aa’) = Y Ae)Ma)' = ad) =p(2).
O]

Satz 2.6. Seien f € K[X], grad(f) > 0 und L, L' Zerfallungskorper von f iiber K.
Dann existiert ein K-Isomorphismus ¢: L — L'. Ferner:

(i) Jeder K-Isomorphismus ¢: L — L’ bildet die Nullstellen von f auf die
Nullstellen von f ab.

(ii) Sei g ein irreduzibler Faktor von f in K[X], a eine Nullstelle von g in L
und b eine Nullstelle von g in L’. Dann gibt es eine Fortsetzung p: L — L'
mit p(a) = b.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch eine Induktion nach [L : K] < oco. Ist
[L: K]=1,sofolgt L =K = L' und man setzt ¢ = idg.

Sei nun [L : K] > 1. Es gibt einen irreduzibler Faktor g von f in K[X] mit
grad(g) > 2. Sei a eine Nullstelle von g in L und b eine Nullstelle von g in L’. Nach
2.5 existiert ein K-Isomorphismus ¢: K(a) — K (b) mit ¢(a) = b. Wir kénnen K (a)
und K (b) mittels ¢ identifizieren und annehmen, dass K = K(a) € L und a = b
gilt.

Nun ist L auch ein Zerfallungskérper von f iiber K und L' ein Zerfallungskérper
von f iiber K (fasse f als Polynom in K[X] auf).

Es ist [L : K] < [L : K] und nach der Induktionsannahme erhalten wir einen
K-Isomorphismus L = [/

Zu (i): Sei ¢: L — L' ein K-Isomorphismus und a eine Nullstelle von f. Dann
gilt

0=(0) = ¢(f(a)) = f(p(a)).
Also ist ¢(a) eine Nullstelle von f.
Zu (ii): Dies wurde im Induktionsschritt mit bewiesen. O

Man kann mittels dieses Satzes von dem Zerfillungskorper reden. Aber der Iso-
morphismus ist nicht eindeutig bestimmt. Der Beweis gibt sogar eine Moglichkeit
vor, eine beliebe Nullstelle von f auf eine andere Nullstelle abzubilden, sofern sie
Nullstellen desselben irreduziblen Faktors sind.

Beispiel 2.7. Sei f = (X2 —2)(X%+1) € Q[X]. Dann ist Q(i, v/2) ein Zerfdllungs-
korper von f. Da X2 + 1 auch irreduzibel iiber Q(v/2) ist, existiert ein Q(v/2)-Iso-
morphismus

11 Q(1,v2) — Q(i, V2)
mit ¢1(i) = —i. Ferner gilt cpl(\/ﬁ) = V2. ¢, ist auch ein Q-Isomorphismus.
Analog lésst sich ein Q-Isomorphismus ¢, konstruieren mit @o(y/2) = —/2 und
wo(i) = 7. Durch Komposition von ¢; und ¢y erhélt man schliellich noch einen
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Q-Isomorphismus 3 konstruieren mit ¢3(v/2) = —v/2 und s3(i) = —i. Neben der
Identitét sind dies alle Q-Automorphismen von Q(i, v/2), da jeder Q-Isomorphismus
durch die Werte von i und v/2 eindeutig bestimmt ist. Die genauere Untersuchung
von Automorphismen von Koérpern ist Gegenstand der Galoistheorie.

Als néchstes Ziel wollen wir alle endlichen Kérper bestimmen. Wir wissen schon,
dass ein endlicher Korper eine Primzahl p als Charakteristik und p™ viele Elemente
(fiir ein n € N) hat (siche Kapitel 2, 3.4). Zunéchst zeigen wir, dass endliche Korper
eindeutig bestimmt sind.

Satz 2.8. Sei L cin endlicher Korper, char(L) = p und |L| = p" fiir ein n € N.
Dann ist L Zerféllungskorper des Polynoms X?* — X iiber dem Primkérper F, von
L. Insbesondere ist jeder Kérper mit p™ bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Einheitengruppe L* von L hat p™ — 1 viele Elemente. Nach Kapitel 1,
4.9 (kleiner Fermatscher Satz) gilt a?" ! = 1 fiir alle a € L*. Also

n

—a=0 fir alle a € L.

Damit sind alle Elemente von L Nullstellen des Polynoms X?" — X € F,[X]. Der
Grad dieses Polynoms ist p™ und somit zerfillt es {iber L in Linearfaktoren. L ist
somit der Zerfillungskérper des Polynoms X*" — X € F,[X]. O

aP

Als néchstes zeigen wir, dass stets ein Kérper mit p™ vielen Elementen existiert.
Im Folgenden sei R immer ein kommutativer Ring (mit 1).

Definition 2.9. Sei f =" ja;X" € R[X]. Das Polynom

F = 0, falls f konstant ist,
B o ia; X't sonst.
heifit die (formale) Ableitung von f.

Man rechnet wie aus der Analysis gewohnt:
Satz 2.10. Seien f,g € R[X], a € Rund n € N, n > 0. Dann gilt:

Beweis. Einfaches Nachrechnen. O

Satz 2.11. Sei f € R[X], f # 0, a € R. Genau dann ist a eine einfache Nullstelle
von f, wenn f(a) =0 und f'(a) # 0 gilt.

Beweis. Sei f(a) = 0. Dann ist f = (X —a)g, g € R[X] (siche Kapitel 2, 5.18). Hat
f in a eine einfache Nullstelle, dann ist g(a) # 0. Wegen

f'=9+ X —-a)
ist dann f’(a) = g(a) # 0. Ist a eine mehrfache Nullstelle von f, so gilt f = (X —a)?h

fir ein h € R[X] und
f'=2(X —a)h+ (X —a)h,
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also f'(a) = 0. O

Satz 2.12. Sei p eine Primzahl und n eine positive ganze Zahl. Dann ist der
Zerfallungskorper des Polynoms f = X?" — X iiber F, bis auf Isomorphie der einzige
Korper mit p” vielen Elementen.

Beweis. Beachte, dass in F,[X] folgendes gilt:
(XY =pnXP" = 0.
Daher ist f' = —1 und f hat im Zerféllungskorper L iiber IF, nur einfache Nullstellen.
Sei nun N(f) die Menge der Nullstellen von f. Der Frobenius-Endomorphismus
F:L—L x— 2P

ist ein Automorphismus von L (7. Ubung). Sei G = F™. Dann ist auch G ein
Automorphismus von L. Nun ist

N(f)={r e L: G(z) =z}

und daher ein Teilkorper von L. Wegen der Definition des Zerfallungskorpers muss
N(f) = L gelten. Ferner ist |L| = p". O

3. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Als Anwendung der bisher entwickelten Korpertheorie werden wir folgende klas-
sischen Konstruktionsprobleme mit Zirkel und Lineal behandeln:
(i) Quadratur des Kreises,
(ii) Wiirfelverdoppelung,
(iii) Winkeldreiteilung,
(iv) Konstruktion des reguldren n-Ecks.
Wir wollen dies zunéchst prézisieren. Wir betrachten die Konstruktionsprobleme
in der euklidischen Ebene E, die wir mit C identifizieren wollen. Sei M C C und
(i) G(M) die Menge aller Geraden g, die zwei verschiedene Punkte von M
enthalten.
(ii) K (M) die Menge aller Kreise, deren Mittelpunkt ein Element von M und
deren Radius gleich dem Abstand zweier verschiedener Punkte von M ist.
Wir nehmen an, dass wir jede Gerade aus G(M) und jeden Kreis aus K (M) kon-
struieren konnen.
Bemerkung 3.1. Eine Gerade g soll durch zwei ihrer Punkte gegeben sein, da fiir
20,21 € M
g=9(z0,21) = {20 +7(21 — 20): r € R}
Analog ist ein Kreis k stets durch einen Mittelpunkt und den Radius gegeben, wel-
cher als Abstand zweier Punkte aufgefasst werden kann, da

k= k(Z(),Zl,ZQ) = {Z e C: |Z — Zo| = |Zl — ZQ|}

Durch folgende elementare Konstruktionsschritte lassen sich neue Punkte gewin-
nen, die nicht in der gegebenen Menge M liegen miissen:

(i) Schnittpunkt zweier verschiedener Geraden aus G(M).
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(ii) Schnittpunkte einer Geraden aus G(M) und eines Kreises aus K (M).
(iii) Schnittpunkte zweier verschiedener Kreise aus K (M).

Definition 3.2. Sei M C C. Dann ist Kon(M) die Menge der Punkte z € C mit der
Eigenschaft, dass eine Kette M = My C M, C --- C M, existiert, so dass z € M,
und M; entsteht aus M;_; durch Hinzunahme der Punkte, die aus M;_; durch einen
elementaren Konstruktionsschritt gewonnen werden. Kon(M) heifit die aus M durch
Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte.

Besteht M nur aus einem Punkt, so sind G(M) und K (M) leer und es lassen
sich keine neuen Punkte konstruieren. Daher soll M immer mindestens zwei Punkte
besitzen und wir wollen stets annehmen, dass 0,1 € M.

Aus der Schule sind folgende Resultate bekannt:

Satz 3.3.

(i) Sind zwei Punkte aus M konstruierbar, dann ist auch der Mittelpunkt der
Verbindungsstrecke konstruierbar.

(ii) Ist ein Punkt z; und eine Gerade g aus M mit zy ¢ g konstruierbar, dann
ist auch die Senkrechte zu ¢ durch zy konstruierbar.

(iii) Ist ein Punkt z; und eine Gerade g aus M mit zy € g konstruierbar, dann
ist auch die Senkrechte zu ¢ durch zg konstruierbar.

(iv) Ist eine Gerade g und ein Punkt 2z, aulerhalb g aus M konstruierbar, dann
ist auch die parallele Gerade zu g durch 2, konstruierbar.

Beweis. (i) Seien zg, z; € Kon(M). Da der Fall zg = z; trivial ist, wihlen wir zy # 2;.
Die Kreise um 2y und z; mit dem Abstand |zy — z;| als Radius schneiden sich in zwei
verschiedenen Punkten. Deren Verbindungsgerade (ist die Mittelsenkrechte und)
schneidet die Gerade durch zy und z; im gesuchten Mittelpunkt.

(ii) Sei 21 # 2o ein aus M konstruierbarer Punkt von g und r der Abstand von z
und zo. Ein Kreis um zo mit Radius |29 — 21| schneidet die Gerade g in den Punkten
z1 und zj. Ist z; = 21, so ist die Verbindungsgerade von z; und z; die gesuchte
Senkrechte. Ist z; # 2] so bestimmen die Kreise um z; und 2{ mit Abstand |z; — 2]|
die Senkrechte auf g durch z.

(iii) Sei zg # 21 € g ein weiterer Punkt aus Kon(M ). Die Gerade g schneidet den
Kreis £ mit Mittelpunkt zp und Radius |zp — 21| in zwei Punkten 2y, z]. Die Kreise
um z; und 2z} mit Abstand |z; — z}| bestimmen dann die Senkrechte auf g durch z.

(iv) Sei z; € g konstruierbar. Mittels (iii) konnen wir die Senkrechte ¢’ auf g
durch z; konstruieren, mit (ii) bzw. (iii) dann auch die Senkrechte ¢” auf ¢’ durch
20. ¢” ist dann die gesuchte parallele Gerade von g. OJ

Nun beweisen wir einige weitere niitzliche Aussagen.
Proposition 3.4. Es gilt:

(i) Kon(Kon(M)) = Kon(M).
(ii) Mit 0 # z € Kon(M) ist auch |z| € Kon(M)
(iii) Mit 0 # z € Kon(M) ist auch o € Kon(M)

)

(iv) Sei z = a + bi. Dann ist z € Kon(M) genau dann, wenn a, b € Kon(M).
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Beweis. (i) Dies folgt direkt aus der Definition, da sich ein konstruierbarer Punkt
aus endlich vielen elementaren Konstruktionsschritten gewinnen lésst.

(ii) Der Punkt |z| ist der Schnittpunkt der Geraden ¢(0,1) mit dem Kreis
(0,0, z).

(iii) 777 ist als Schnittpunkt von 9(0, z) und £(0,0,1) konstruierbar.

(iv) Da 0,1 € M, ist die "z-Achse’ g(0, 1) und nach 3.3 auch die ’y-Achse’ ¢(0, 1)
konstruierbar. Ist nun z = a + bi € Kon(M), so wiederum nach 3.3 auch a,b. Sind
umgekehrt a, b konstruierbar, dann ist auch b konstruierbar, da der Kreis um Null
mit Radius b die Gerade ¢(0, ) in ib schneidet. Nun ist a + bi aber als Schnittpunkt
der Lote durch a und ib auf die Geraden ¢(0, 1) und ¢(0,¢) konstruierbar. O

Folgender Satz liefert den Zugang, wie Konstruktionsprobleme mittels der Kor-
pertheorie angegangen werden kénnen.

Satz 3.5. Sei M C C mit 0,1 € M. Dann ist Kon(M) ein Zwischenkorper von
C/QMUM)mit M ={ze M: ze€ M}.

Beweis. Wir zeigen:

(i) 21,22 € Kon(M) = z; + 25 € Kon(M).
ii) z € Kon(M) = —z € Kon(M).
(11) 21,22 € KOD(M) = 2129 € KOD(M)
(iv) 2 € Kon(M),z # 0= 27! € Kon(M).
v) z € Kon(M) = z € Kon(M).

Aus (i)-(iv) folgt, dass Kon(M) ein Kérper ist. Dieser muss Q enthalten: Aus 1 €
Kon(M) folgt n € Kon(M) fiir alle n € N. Dann ist aber auch —n € Kon(M) und
schlieBlich £ € Kon(M) fiir alle p, ¢ € Z. Durch (v) wird bewiesen, dass Q(M UM) C
Kon(M). (Die folgenden Beweise sollte man sich durch Skizzen verdeutlichen.)

Zu (i): Die Kreise k(z1,0, 22) und k(22,0, 21) schneiden sich in z; + z5. (Dies
entspricht der Vektoraddition.) Daher ist z; 4+ 2o € Kon(M).

Zu (ii): Die Gerade ¢(0, z) und der Kreis k(0, 0, z) schneiden sich in —z. Daher
ist —z € Kon(M).

Zu (iii): Da z; = 0 oder z = 0 trivial ist, wahle z; # 0 und 2o # 0. Es
ist 2129 = lei—;lZg’. Daher reicht es, die beiden Fille |25] = 1 und 25 € RT zu
betrachten.

Sei |z9| = 1. Die Gerade g(0, z;) und der Kreis £(0,0, 1) schneiden sich in dem
Punkt 2. Der Kreis k(‘z—ll, 1,29) und der Kreis £(0,0,1) schneiden sich in o122

21

Schliefllich schneiden sich die Gerade g¢(0, £25) und der Kreis £(0,0, z;) in dem

1]
Punkt 2z 2.

Sei nun 2z, € RT. Wir unterscheiden wieder zwei Fille. Der erste Fall ist z; €
R*. Mit Hilfe von 3.3 (iii) ldsst sich die Figur eines Strahlensatzes konstruieren:
Betrachte die Punkte 1, z5 auf der Geraden g(1, z2). Dann wird (die Lange) z; auf
der senkrechten Geraden zu g(1, z5) durch 1 abgetragen und man erhélt einen Punkt
z3. Als néchstes wird eine Gerade durch 0 und z3 gezogen. Schlieflich wird eine
senkrechte Gerade zu ¢(1, z2) durch z; abgetragen um einen weiteren Punkt z, zu
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erhalten. Man erhélt dann direkt, dass z120 € Kon(M) gilt, da dies die Lénge der
Strecke zwischen z, und z, ist.

Ist z; beliebig, dann ist |z;| und somit nach dem bisher bewiesenen |z |z2 kon-
struierbar. Aber z;2, ist der Schnittpunkt des Kreises k(0, 0, |21|22) mit der Geraden
9(0, z1), also auch konstruierbar.

Zu (iv): Es ist 27" = ({5)7'[2|™". Da mit z auch 7 und |2 konstruierbar sind,
reicht es wieder die Fille |z| = 1 und z € RT zu betrachten.

Sei |z] = 1. Der Kreis k(0,0, 1) und der Kreis k(1, 1, z) schneiden sich in z~! und
dies zeigt die Behauptung.

Sei z € RT. Dies behandelt man wieder mit einer geeigneten Anwendung des
Strahlensatzes: Betrachte die Gerade durch 1, z. Dann wird (die Lénge) 1 auf der
senkrechten Gerade zu g(1, z) durch den Punkt z abgetragen und eine Gerade durch
0 und dem neu konstruierten Punkt gezogen. Schlieflich wird eine senkrechte Gerade
zu g(1, z9) durch 1 abgetragen, um einen weiteren Punkt 2’ zu erhalten. Die Lénge
der Strecke zwischen 1 und 2’ ist 27! und daher gilt 2~ € Kon(M).

Zu (v): Konstruiere die Senkrechte g zu g(0, 1) durch z. Der zweite Schnittpunkt
des Kreises k(1,1, z) mit g ist Z. (Dies ist eine Spiegelung von z an g(1,0)). O

Satz 3.6. Sei M C C mit 0,1 € M. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) z € Kon(M).

(ii) Es existiert eine Korperkette Q(M UM) = Ly C L; C --- C L, € C mit

z€Lpund [L;: L 4] <2firi=1,...,m.
Zunichst geben wir einige Folgerungen und Beispiele, bevor der Satz bewiesen

wird.
Korollar 3.7. Sei M C Cmit 0,1 € M, z € Kon(M) und f das Minimalpolynom
von z iiber Q(M U M). Dann ist

grad(f) = [Q(M UM)(2) : Q(M U M)
eine Potenz von 2.

Beweis. Sei
QMUM)=LyCL C---CL,CC
die Kérperkette aus 3.6. Dann ist [L,, : Q(M U M)] nach der Gradformel (1.18) eine
Potenz von 2. Da
QM UM) C QM UM)(z) C L,
folgt die Behauptung indem man erneut die Gradformel anwendet. U

Beispiele 3.8. Durch die bisherigen Ergebnisse lédsst sich bereits die Unlésbarkeit
einiger klassischer Konstruktionsprobleme beweisen.

(i) (Quadratur des Kreises) Die Quadratur des Kreises ist nicht moglich, d.h.
es ist nicht moglich zu einem gegebenen Kreis (mit Mittelpunkt und Radi-
us) ein flichengleiches Quadrat mit Zirkel und Lineal zu konstruieren: Wir
nehmen an, dass der Kreis den Mittelpunkt 0 und den Radius 1 hat. Sein
Fldcheninhalt ist dann 7. Ein flichengleiches Quadrat hat die Kantenldnge
V7. Sei M = {0,1}. Dann gilt Q(M U M) = Q. Es ist zu entscheiden, ob
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V7 € Kon(M) gilt. Nach 3.6 ist Kon(M)/Q algebraisch. Aber /7 ist
transzendent iiber Q. Also ist die Quadratur des Kreises nicht moglich.

(ii) (Delische Problem der Wiirfelverdoppelung) Es ist nicht moglich zu einem
gegebenen Wiirfel einen Wiirfel mit dem doppelten Volumen mit Zirkel und
Lineal zu konstruieren: Der vorgegebene Wiirfel besitze die Kantenldnge
1. Sei wieder M = {0,1}. Ein Wiirfel mit doppelten Volumen hat die
Kantenlinge v/2. Das Minimalpolynom von v/2 ist X® — 2 und hat den
Grad 3. Also ist die Wiirfelverdoppelung nach 3.7 nicht moglich.

(iii) (Dreiteilung eines Winkels) Im Allgemeinen ist es nicht moglich einen vor-
gegebenen Winkel mit Zirkel und Lineal in drei gleiche Teile zu zerlegen:
Ein Winkel ist durch einen Punkt z € C mit |z| = 1 gegeben. Wir zeigen,
dass es z. B. nicht méglich ist, den 60°-Winkel dreizuteilen. Sei M = {0, 1}.
Der 60°-Winkel ist aus M als Schnittpunkt des Einheitskreises £(0,0, 1)
und k(1,0,1) elementar konstruierbar. Ware der 20°-Winkel konstruier-
bar, so miisste der Punkt cos(20°) +isin(20°) in Kon(M) liegen. Dann gilt
aber auch ¢ = 2co0s(20°) € Kon(M). Wir zeigen, dass ¢ das Minimalpoly-
nom f = X3 —3X —1 € Q[X] hat. Dies ist dann ein Widerspruch. f ist
irreduzibel wegen der Reduktionsmethode nach der Primzahl 2. Es gilt

¢ —3c—1=28cos*(20°) — 6cos(20°) — 1

= 2(4¢c0s’(20°) — 3cos(20°)) — 1 = 2cos(60°) — 1 = 0,
da 4 cos*(20°) — 3 cos(20°) = cos(3z) (Additionstheoreme verwenden) und
2c0s(60°) — 1 = 0. Dies zeigt die Behauptung.

Ein weiteres Beispiel, welches wir behandeln konnen, ist die Frage, wann ein
regulires n-Eck konstruierbar ist. Hierbei handelt es sich fiir n > 3 um die n-
Teilung des Winkels von 360°. Zum Beispiel ist dies moglich, wenn n = 2™ gilt, da
jeder Winkel mit Zirkel und Lineal halbiert werden kann. Ein reguldres 3-Eck ist
konstruierbar, da, wie wir wissen, das 6-Eck konstruierbar ist. Folgender Satz zeigt,
dass zwar ein reguldres 5-Fck, aber kein 7-Fck konstruierbar ist. Hierfiir benttigen
wir einen neuen Begriff:

Definition 3.9. Fiir m € Z heifit F,, = 22" + 1 die m-te Fermat’sche Zahl. Ist F,
prim, so heiflt F),, eine Fermat’sche Primzahl.

Es ist leicht zu sehen, dass eine Zahl der Form 2¥ 41 nur dann eine Primzahl sein
kann, wenn k = 0 oder k = 2™ gilt. Fy =3, Fy =5, Fy =17, F3 = 257, F, = 65537
sind Fermat’sche Primzahlen. F5 = 641 - 6700417 jedoch nicht. Bis heute sind keine
weiteren Fermat’en Primzahlen gefunden worden. Insbesondere ist nicht bekannt,
ob unendlich viele Primzahlen dieser Art existieren.

Satz 3.10. Die Primfaktorzerlegung von n € N enthalte eine Primzahl p > 3, die
keine Fermatsche Primzahl ist. Dann ist das reguldre n-Eck nicht konstruierbar.

Beweis. Angenommen das reguldre n-Eck ist konstruierbar. Dann ist der Punkt
cos(a) + isin(a) mit a = 2% aus M konstruierbar. Dann ist auch der Punkt ¢, =
cos(f) +isin(f) mit § = 361?0 aus M konstruierbar. Sei L der Zerfiallungskorper des
Polynoms f = X? — 1 iiber Q. Die Potenzen von ¢, sind Nullstellen von f und das
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sind die p-verschiedenen komplexen p-ten Einheitswurzeln cos(k() + isin(k() fiir
k=1,...,p. Daher gilt L = Q((,). Nun ist

=X -D)(XP 4 XP2 4o 4 1)

und XP~1 4 XP~2 4 ... 4 1 ist, wie wir wissen, irreduzibel iiber Q. Daher ist [L :
Q] = p — 1. Nach Voraussetzung ist p — 1 aber keine Potenz von 2, im Widerspruch
zu 3.7. 0

Die Bedingung des Satzes ist nur hinreichend, aber nicht notwendig. Zum Beispiel
ist das regulére 9 = Fj- F3-Eck nicht konstruierbar. Sonst wire der Punkt cos(40°)+
isin(40°) und damit auch cos(20°) + ¢sin(20°) konstruierbar. Dies ist aber nicht
moglich, wie wir in 3.8 gesehen haben. Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium
ist folgender Satz, den wir mit unseren Mittel nicht beweisen kénnen.

Satz 3.11 (GauB). Das regulére n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstru-
ierbar, wenn n = 2°-p; - - - p; mit paarweise verschiedenen Fermat’schen Primzahlen
Di-

Die Konstruktion des reguléren 17-FEcks war ein erster mathematischer Triumph
von Gauf.

Bevor wir 3.6 beweisen, stellen wir einige Hilfsmittel zusammen. Fiir eine kom-
plexe Zahl 0 # z € C bezeichnen wir mit £+/z die Quadratwurzeln von z (dies sind
die zwei Nullstellen des Polynoms X? — z).

Satz 3.12. Sei M C C mit 0,1 € M und 0 # z € Kon(M). Dann ist auch /z €
Kon(M).

Beweis. Mit z ist |z| und iz ein Element von Kon(M). Ferner ist y/z =, [T V7l

Daher reicht es, die Félle |z| = 1 und z € RT zu betrachten.

Sei |z| = 1. Dann sind j:ﬁi; die Quadratwurzeln von z (ausrechnen). Diese

Zahlen sind konstruierbar. Daher /z € Kon(M).

Sei z € RT. Es ist z oder % grofer oder gleich 1. Ist eine der beiden Wurzeln
konstruierbar, dann auch die andere, da Kon(M) ein Korper ist. Also kénnen wir
0.E. annehmen, dass z > 1 (z = 1 ist trivial). Beachte, dass 5 € Kon().

Der Kreis k(3,0, 5) schneidet die senkrechte Gerade zu der Geraden g(0, z) im
Punkt 1 in einem Punkt 2’ = 1 + ¢y. Daher ist 2’ € Kon(M) und |2/| = /1 + 2.
Nun liegt 2" auf dem obigen Kreis und es gilt

2 z

CP=(-2pP+yP=1-2+(

2
2
Daher z = 1+ ¢* und /z = || € Kon(M). O

)+

Lemma 3.13. Sei M C C mit 0,1 € M. Dann gilt Q(M U M) = Q(M U M).

Beweis. Sei L = Q(M U M). Dann ist L = {2 € C: 7 € L} wieder ein Korper mit

Q,M,M C L. Daher L C L. Nun gilt L C L = L und somit folgt die Behauptung.
O

Lemma 3.14. Sei L C C ein Teilkorper mit L = L. Dann gilt:
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(i) Der Schnittpunkt zweier verschiedener Geraden aus G(L) ist in L enthal-
ten.
(ii) Die Schnittpunkte einer Geraden aus G(L) mit einem Kreis aus K (L) sind
in L(y/w) fiir ein w € L enthalten.
(iii) Die Schnittpunkte zweier verschiedener Geraden aus K (L) sind in L(y/w)
fiir ein w € L enthalten.

Beweis. Zu (i): Sei z Schnittpunkt zweier verschiedener Geraden. Beachte, dass mit
q,q € L auch q — ¢’ € L gilt. Daher existieren

20 = 2o + Yo, 21 =1 +iy, wo =Ty iy, w) =) +iy; € L.
und r, s € R mit
z=zy+ 121 = 2 + 82
Zerlegt man dies in Realteil und Imaginérteil, so erhdlt man ein lineares Gleichungs-
system in r und s
T+ rTy = T + ST
Yo + riyy = iy, + Siyy,
in dem wegen L = L die Koeffizienten xq, z1, 7}, T}, %o, i1, iyh, 19/, alle Elemente von
L sind. Dieses Gleichungssystem ist losbar, also muss die Losung auch in L liegen.
Zu (ii): Die Gerade sei durch {zg+7z1: r € R} mit 29 = xo+iyo, 21 = v1+iy; € L
gegeben und der Kreis durch k(wg, wy, wy) mit wy = xj + iyg, wy, we € L. Beachte,

dass [? = |w; —ws|? auch ein Element von L ist. Sei z ein Schnittpunkt der Geraden
und des Kreises. Dann ist z = 2y + rz; fiir ein » € R. Es gilt die Kreisbedingung

(rey + @0 — 20)” = (r(iys) + (iyo) — (ip))* = 1%,

Dies ist eine lineare oder quadratische Gleichung in r und auch hier sind wieder alle
Koeffizienten Elemente von L. Im ersten Fall folgt »r € L und daher z € L. Man
kann w = 1 setzen. Im zweiten Fall gilt eine Gleichung der Form

r? 4+ pr +q=0mit p,q € L.

P p?
SR NI E
"TTe VG 1

Mit w = ZQ — q folgt, dass alle Schnittpunkte der Geraden und des Kreises in L(y/w)
enthalten sind.

Zu (iii): Mit z = x + ¢y und analog zur Bezeichnung in (i) und (ii) erfiille z zwei
Kreisgleichungen der Form

Dann ist

(x — x0)2 — (iy — iy0)2 = rg

(x = x5)* = (iy — iyp)* = (rp)?
mit zg, ), 1Yo, 1y, Ta, (ry)? € L. Durch eine Differenzbildung erhélt man

ax + b(iy) = ¢ mit a,b,c € L und (a,b) # (0,0),
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da dies nach Voraussetzung verschiedene Kreise sind, die sich schneiden. Die letz-
te Gleichung beschreibt eine Gerade aus G(L) und z ist ein Schnittpunkt dieser
Geraden mit den Kreisen. Aus (ii) folgt dann die Behauptung. O

Lemma 3.15. Sei L/K eine Korpererweiterung mit [L : K] = 2. Dann existiert ein
a € Lmit a® € K und L = K(a).

Beweis. Es existiert ein b € L\ K mit L = K(b). Ist f € K[X] das Minimalpolynom
von b, so gilt grad(f) = 2. Daher ist f = X2 + pX + ¢ mit p,q € K. Dann ist aber

b:—§+\/%2—qoderb:—g—\/’i;—q. Seia:y/p;—q. Dann ist K (a) = K(b)
und a? € K. O

Beweis. (von 3.6) (i) = (ii): Sei z € Kon(M). Dann existiert eine Kette
M=M,C--- <M,

von Teilmengen von C und M; entsteht aus M;_; durch Hinzunahme der Elemen-
te, die aus einem elementaren Konstruktionsschritt gewonnen werden kénnen. Wir
beweisen durch eine Induktion nach i, dass eine Korperkette

Lo=Q(MyUDMy) C L C-C Lyiy1 C Loiyo

existiert mit [L2j+2 . L2j+1] S 2, [L2j+1 . ng] S 2 und L2j+2 = L2j+2 fllI‘j =
0,...,1, so dass M; C Lo o gilt. Sei nun die Aussage fiir ¢ — 1 bewiesen. Sind
2o und z; diejenigen Elemente mit M; = M; 1 U {zp, 21} (im Falle eines Elements
einfach zy = z; setzen), so folgt aus 3.14, dass immer ein w € Lo; existiert mit
20,21 € Loi(y/w). Beachte, dass auch W € Ly; = Ly;. Definiere Ly;,1 = Lo;(y/w) und
Laivo = Loi(y/w,vw). Dann gilt

[Loivo : Loix1] £2, [Loiyo : Loita] €2, Lojro = Lojto.

Ferner M; C Lo; 5. Fiir ¢ = m erhélt man schliellich (ii).
(i) = (i): Sei
QMUM)=LyCLiC---CL, CC
die Korperkette mit z € L,, und [L; : L; 1] < 2 fir ¢ = 2,...,m. Nach 3.15
existieren Elemente a; € L; mit L; = L;_1(a;) und a? € L;_y. Wir beweisen durch
eine Induktion nach ¢, dass L; ein Teilkorper von Kon(M) ist. Nach 3.5 ist Ly ein
Teilkorper von Kon(M). Sei nun nach der Induktionsannahme L;_; ein Teilkérper
von Kon(M). Da L; = L;_i(a;) und a? € Kon(M), so folgt, dass L; C Kon(M), da
nach 3.12 auch a; € Kon(M) gilt. O
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